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� �众所周知, M enger概率度量空间 (简称 M enger空间 )是度量空间的重要推广
[ 1-3 ]

. M enger空间中的不

动点理论可以认为是概率分析的重要组成部分, 是当今一个很活跃的数学研究领域
[ 4]

.

最近,本文的第二作者
[ 5]

, 对于 M enger空间上满足 �-压缩条件的相容映射和弱相容映射证明了几个

公共不动点定理,改进并推广了 M ishra
[ 6]

, Jungck
[ 7]

, Singh和 Jain
[ 8]
以及 Razani和 Shirdaryazd i

[ 9]
等的相应

结果.

本文的主要目的是要在另一种形式的 �-压缩条件下,对 M enger空间上的相容映射和弱相容映射, 建

立两个新的公共不动点定理.作为它们的直接推论,我们还得到了度量空间上相容映射和弱相容映射的两

个有趣的不动点定理.

1�基本定义及引理

在本文中,设 I = [ 0, 1] , R = ( - � , + � ), R+ = [ 0, + � ),以及 N是自然数集. 映射 F: R � I称为

分布函数,如果它是不减、左连续的, 且 inf
t� R

F ( t) = 0, sup
t� R

F ( t) = 1. 我们用 D表示所有分布函数的集合. D0

= {F � D | F ( 0) = 0}. H是一个特殊的分布函数,定义如下:

H ( t) =
0, t � 0,

1, t > 0.
( 1)

我们称映射 �: [ 0, 1] � [ 0, 1] � [ 0, 1]为一个三角模 (简称 t-模 ),如果它满足以下条件: �( a, 1) =

a; � ( a, b) = �( b, a ); a � b, c � d� �( a, c) � �( b, d ); �( a, � ( b, c) ) = �(� ( a, b), c).
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定义 1
[ 1, 10] � 设X是非空集, �是一个 t-模, F是一个 X �X到 D0的映射,记 F (x, y ) = Fx, y, x, y � E.

如果满足以下条件:

( 1) Fx, y ( t) = H ( t) ( � t � R )当且仅当 x = y;

( 2) Fx, y ( t) = Fy, x ( t), � t � R;

( 3) Fx, y ( t+ s) � �(Fx, z ( t), F z, y ( s) ), � x, y, z � E, t, s � 0.

则称三元组 (X, F, �) 为 M enger概率度量空间 (简称 M enger空间 ).

注 1� Schw e izer等指出:如果 t-模 �满足条件 sup
0< t< 1
�( t, t ) = 1,则 M enger空间 (X, F, �)上存在惟一的

拓扑 �,使得 (X, �)是一个 H ausdo rff拓扑空间, 且集族 { Up (�, �): � > 0, �� ( 0, 1] } (p � X )是点 p的邻

域基,其中

Up ( �, �) = { x � X | Fx, p ( �) > 1 - �}.

这样的拓扑 �,称为 (X, F, �) 的 (�, �)-拓扑
[ 2, 3]

.

依 ( �, � ) - 拓扑 �, (E, F, �)中可以引入以下概念: X中的点列 { xn }称为 �-收敛于 x � X,记为 xn �

x,如果 lim
n� �

Fxn, x ( t) = 1, � t > 0;称 { xn }为 (X, F, �)中的 �-Cauchy列, 如果对任给的 � > 0和 �� ( 0, 1],

存在 N = N ( �, �) � N,使得当 n, m � N时, 有 Fxn, xm
( �) > 1- �; (X, F, �)称为是 �-完备的, 如果 X中

每个 �-Cauchy列都 �-收敛.

以下总假设 (X, F, �) 是一个具有 (�, �)-拓扑 �的 M enge r空间.

引理 1
[ 11 ] � 设 (X, d )是一个度量空间.定义映射 F: X �X � D如下:

F (x, y ) ( t) = Fx, y ( t ) = H ( t- d( x, y ) ), � x, y � X, t > 0. ( 2)

则 (X, F, m in)是一个 M enger空间,称为由度量空间 (X, d )诱导出的 M enger空间.并且,它是 �-完备的当

且仅当 (X, d ) 是完备的.

定义 2
[ 4, 12] � 一个 t-模 �称为是H-型的,如果函数族 { �

m
( t ) }

�
m= 1在 t = 1处是等度连续的, 其中

�
1

( t) = �( t, t), �
m

( t ) = �( t, �
m- 1

( t) ), m = 1, 2, � � , t � [ 0, 1] .

显然, �M = m in是H-型 t-模一个平凡例子.H-型 t-模的其它例子参见 [ 4] .

引理 2
[ 13] � 设 (X, F, �)是一个M enger空间.对每个 � � ( 0, 1] ,定义一个函数 d�: X �X � R

+
如下:

d� ( x, y ) = in f{ t > 0: Fx, y ( t) > 1 - �}. ( 3)

则以下结论成立:

( 1) d� (x, y ) < t当且仅当 Fx, y ( t) > 1 - �;

( 2) d� (x, y ) = 0对所有 � � ( 0, 1] ,当且仅当 x = y;

( 3) d� (x, y ) = d� (y, x )对所有 x, y � X.

定义 3
[ 5 ] � 设 �: R+ � R+ 是一个给定的函数, �

n
( t)表示 �( t) 的第 n次迭代. ( � - 1), ( � - 2)和

( � - 3)分别表示以下条件:

( � - 1) �是不减的;

( � - 1) ��是严格增的;

( � - 2) �是右上半连续的;

( � - 3) 对所有 t > 0, �
�

n = 0
�

n
( t) < + � .

我们定义以下三个函数类 � 0, � 和 � 1如下:

( 1) � 0是所有满足条件 ( � - 1)和 ( � - 3)的函数 �: R
+ � R

+
组成的函数.

( 2) �是所有满足条件 ( � - 1) ~ ( � - 3)的函数 �: R
+ � R

+
组成的函数.

( 3) � 1是所有满足条件 ( � - 1) �和 ( � - 3)的函数 �: R
+ � R

+
组成的函数.

注 2� 显然, � 0 � �, � 0 � �1.此外,如果 � � �0,则对每个 t > 0, � ( t) < t.

引理 3
[ 14 ] � 设 � � � 1.定义函数 �: R

+ � R
+
如下:

�( t ) = �( t + 0) = lim
�� 0+
�( t + �), t � R

+
,

则 � � �.
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引理 4
[ 15] � 设 (X, F, �)是一个 M enger空间, 其中 �是连续 t-模. { xn }和 { yn }是X中的两个点列, xn

� x, yn � y且 x � y.则

( 1) lim
n� �

infFxn, yn
(x ) � Fx, y ( t), � t > 0;

( 2) Fx, y ( t+ 0) � lim
n� �

supFx n, yn
(x ), � t > 0.

定义 4
[ 6] � 设 S和 T是M enger空间 (X, F, �)上的两个自映射.如果满足:对 X中的任一点列 { xn },当

lim
n� �

Sxn = lim
n� �

Txn = u � X时, 有 FSTxn, TSxn
( t) � 1, � t > 0, 则称映射对 (S, T ) 是相容的.

定义 5
[ 8 ] � 设 S和 T 是 M enger空间 (X, F, �) 上的两个自映射.如果它们在其重合点处可交换, 即如

果对某个 u � X, Tu = Su蕴涵 TSu = STu,则称映射对 ( S, T )是弱相容的 (或重合可交换的 ).

注 3� 两个相容的自映射一定是弱相容的, 但文 [ 8] 已证明其逆不真.

2� 主要结果

为了得到本文的主要结果,我们还需要下面几个引理:

引理 5
[ 5] � 设 (X, F, �)是 M enger空间,其中 �是一个H-型 t-模. 又设 { yn }是X中的一个点列.如果

存在函数 � � �使得
Fy

n
, y

n+ 1
( �( t) ) � m in{Fy

n- 1
, y

n
( t ), Fy

n
, y

n+ 1
( t ) }, � t > 0, n � N. ( 4)

则 { yn }是 X 中的 Cauchy列.

引理 6
[ 5 ] � 设 (X, F, �) 是 M enger空间, x, y � X.如果存在 � � �使得

Fx, y (� ( t) + 0) � Fx, y ( t ), � t > 0,

则 x = y.

定理 1� 设 (X, F, �) 是一个 �-完备的 M enge r空间, �是一个连续的H-型 t-模.又设 P, Q, L和M是

X上的自映射. 如果满足以下条件:

( i) L (X ) � Q (X ), M (X ) � P (X );

( ii) P或 L是连续的;

( iii) (L, P )是相容的, (M, Q )是弱相容的;

( iv ) 存在 � � �或 � � � 1使得对所有的 x, y, �� X和 t > 0,

FLx, My (� ( t) ) � m in{ FPx, Lx ( t ), FQy, My ( t), FL x, Qy ( t), FPx, Q y ( t ), FPx, � ( t), F �, M y ( t ) }. ( 5)

则 L, M, P和 Q在 X中有惟一的公共不动点.

证明 � 设 x 0 � X.由条件 ( i),存在 x1, x2 � X使得 Lx 0 = Qx 1 = y 0, M x1 = Px2 = y1.归纳地,我们可

以构造出 X 中的两个点列 { xn }和 { yn }使得

Lx2n = Qx 2n+ 1 = y2n, M x2n+ 1 = Px2n+ 2 = y2n+ 1, � n = 0, 1, 2, �
假设存在 � � �使得 ( 5)成立.

第 1步 � 在 ( 5)中取 x = x2n, y = x2n+ 1以及 �= y2n,我们有

Fy2n, y2n+ 1
( �( t ) ) = FL x2n, Mx 2n+ 1

(� ( t) ) � m in{ FPx 2n, Lx 2n
( t ), FQx2n+ 1,M x2n+ 1

( t), FLx2n, Qx 2n+ 1
( t),

FPx2n, Qx 2n+ 1
( t), FPx2n, y2n

( t), Fy2n, Mx 2n+ 1
( t) } = m in{Fy2n- 1, y2n

( t), Fy2n, y2n+ 1
( t ), Fy2n, y2n

( t),

Fy2n- 1, y2n
( t), Fy2n- 1, y2n

( t), Fy 2n, y 2n+ 1
( t) } = m in{ Fy2n- 1, y2n

( t), Fy2n, y2n+ 1
( t ) }.

类似地,我们可以证明

Fy 2n+ 1, y2n+ 2
( �( t) ) � m in{Fy2n, y2n+ 1

( t ), Fy2n+ 1, y2n+ 2
( t) }.

这表明对所有的 n � N,我们有

Fy
n
, y

n+ 1
( �( t ) ) � m in{Fy

n- 1
, y

n
( t), Fy

n
, y

n+ 1
( t) }, n = 1, 2, �

于是,由引理 5知, { yn }是 X 中的 Cauchy列.因为 (X, F, �)是 �-完备的,我们可以设 yn � z � X,所

以它的子列也收敛于 z, 故有

lim
n� �

Lx 2n = lim
n� �

P x2n = lim
n� �

Qx2n+ 1 = l im
n� �

M x2n+ 1 = z. ( 6)

现在,我们证明 z是 L, M, P和 Q的一个公共不动点.

情形 I� 假设 P是连续的. 由 ( 6), 我们有 PLx2n � Pz和 PPx2n � P z. 注意到 ( L, P )是相容的, 所以
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FLPx2n, PLx2n
( t) � 1, � t > 0,从而有

FLPx
2n

, P z ( t ) � �{FLPx
2n

, PL x
2n

( t /2), FPLx
2n

, Pz ( t /2) } � 1( n � � ).

这表明 LPx2n � P z.

第 2步 � 在 ( 5)中取 x = Px2n, y = x2n+1以及 �= z, 我们有

FLPx2n,M x2n+ 1
( �( t ) ) � m in{FPPx 2n, LPx2n

( t), FQ x2n+ 1,M x2n+ 1
( t ), FLP x2n, Q x2n+ 1

( t),

FPPx2n, Q x2n+ 1
( t), FPPx2n, z ( t), F z, Mx 2n+ 1

( t) }.

令 n � � , 由引理 4得

FPz, z (� ( t) + 0) � m in{ 1, 1, FPz, z ( t), FPz, z ( t), FP z, z ( t ), 1} = FPz, z ( t), � t > 0,

据引理 6,上式蕴涵 P z = z.

第 3步 � 在 ( 5)中取 x = z, y = x2n+ 1以及 �= z,我们有

FLz, M x2n+ 1
( �( t) ) � m in{FP z, L z ( t ), FQ x2n+ 1,M x2n+ 1

( t), FLz, Qx2n+ 1
( t),

FPz, Q x2n+ 1
( t), FP z, z ( t ), F z, M x2n+ 1

( t) }.

当 n � � 时,可得

FL z, z (� ( t) + 0) � m in{ F z, L z ( t ), 1, FL z, z ( t ), 1, 1, 1} = FL z, z ( t), � � t > 0.

由引理 6,我们断定 L z = z.因此, z是 L和 P的一个公共不动点.

第 4步 � 因为 L (X ) � Q (X ),所以存在 v � X使得 z = L z = Qv.在 ( 5)中取 x = x2n, y = v以及 �=

z, 我们有

FLx 2n, Mv ( �( t ) ) � m in{FPx2n, Lx2n
( t), FQ v, M v ( t), FLx 2n, Q v ( t), FPx2n, Qv ( t), FPx 2n, z ( t), F z, M v ( t) } =

m in{FPx 2n, L x2n
( t), F z,M v ( t), FL x2n, z ( t), FPx2n, z ( t), FPx 2n, z ( t ), F z, M v ( t) }.

令 n � � , 由引理 4,我们得

F z, M v (� ( t) + 0) � m in{ 1, F z, M v ( t), 1, 1, 1, F z, Mv ( t ) } = F z, M v ( t), � � t > 0.

由引理 6推得M v = z.因而,我们有 Qv = z = M v,即 v是 Q和M的一个重合点.因为 (M, Q )是弱相容

的, 所以M Qv = QM v,从而有 M z = Qz.

第 5步 � 在 ( 5)中取 x = x2n, y = �= z, 我们有

FLx 2n,M z ( �( t) ) � m in{FPx 2n, Lx 2n
( t), FQz, M z ( t), FLx 2n, Q z ( t ), FP x2n, Q z ( t), FPx2n, z ( t), F z, Mz ( t) } =

m in{FPx 2n, Lx 2n
( t ), 1, FLx 2n,M z ( t), FPx 2n,M z ( t), FPxn, z ( t), F z,M z ( t) }.

令 n � � , 由引理 4得

F z,M z ( �( t) + 0) � m in{ 1, 1, F z, M z ( t ), F z, M z ( t ), 1, F z,M z ( t) } = F z,M z ( t), � � t > 0.

据引理 6,我们有 z = M z = Qz.因此, z是 L, M, P和 Q的一个公共不动点.

情形 II� 假设 L是连续的. 注意到 Lx2n � z和 Px2n � z.我们有 L
2
x2n � L z和 LPx2n � Lz. 因为 ( L, P )

是相容的,所以 FPL x
2n

, LPx
2n

( t) � 1, � t > 0.据此,容易证明 PLx2n � L z.

第 6步 � 在 ( 5)中取 x = Lx2n, y = x2n+ 1以及 �= z, 我们有

FLL x2n, Mx 2n+ 1
(� ( t) ) � m in{FPLx 2n, LLx 2n

( t ), FQx2n+ 1, Mx 2n+ 1
( t), FLLx 2n, Qx 2n+ 1

( t),

FPL x2n, Q x2n+ 1
( t), FPLx 2n, z ( t), F z, M x2n+ 1

( t ) }.

令 n � � , 由引理 4得

FLz, z (� ( t) + 0) � m in{FL z, L z ( t), F z, z ( t), FL z, z ( t), FLz, z ( t), FL z, z ( t), F z, z ( t ) } = FL z, z ( t ), � � t > 0,

这意味着 Lz = z.由第 4步和第 5步,我们有 z = Lz = M z = Q z.下面,只需证明 P z = z.

第 7步 � 因为 M (X ) � P (X ),所以存在 w � X使得 z = M z = Pw.在 ( 5)中取 x = w, y = x2n+ 1以及

�= z,我们得

FLw, Mx 2n+ 1
(� ( t) ) � m in{FPw, Lw ( t), FQx2n+ 1, Mx 2n+ 1

( t), FLw, Qx2n+ 1
( t ), FPw, Qx 2n+ 1

( t), FPw, z ( t), F z, Wx2n+ 1
( t ) } =

m in{F z, Lw ( t), FQx
2n+ 1

, Mx
2n+ 1

( t), FLw, Qx
2n+ 1

( t ), F z, Qx
2n+ 1

( t ), F z, z ( t), F z, Wx
2n+ 1

( t) }.

令 n � � , 由引理 4得

FLw, z ( �( t) + 0) � m in{F z, Lw ( t), 1, FLw, z ( t), 1, 1} = FLw, z ( t), � � t > 0,

这意味着 Lw = z = Pw.注意到 (L, P )是相容的,因而也是弱相容的.所以P z = PLw = LPw = Lz = z.
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这证明了 z是 L, M, P和 Q的一个公共不动点.

第 8步 � 证明惟一性.设 u是 L,M, P和 Q的另一个公共不动点.则 Lu = M u = P u = Qu = u.于是,

通过在 ( 5)中取 x = z和 y = �= u, 我们有

F z, u (� ( t) ) = FLz, M u (� ( t) ) � m in{FPz, Lz ( t), FQ u, Mu ( t), FL z, Q u ( t),

FPz, Qu ( t), FPz, u ( t), Fu, Mu ( t) } = m in{ 1, 1, F z, u ( t ), F z, u ( t), F z, u ( t ), 1} = F z, u ( t), � � t > 0.

这意味着 z = u.因此, z是 L, M, P和 Q的惟一公共不动点.

假设存在 � � � 1使得 ( 5)成立.我们定义一个新的函数 �: R
+ � R

+
如下: �( t) = � ( t+ 0), t� R

+
.

由引理 3知, � � �.此外,利用 �的定义及 ( 5), 对所有的 x, y, �� X和 t > 0,我们有

FLx, My ( �( t) ) = FLx,M y (� ( t+ 0) ) � FLx, M y ( �( t ) ) �

m in{FPx, Lx ( t ), FQy, My ( t), FPx, Q y ( t ), FQy, L x ( t ), FP x, � ( t), F �, M y ( t ) }.

这表明函数 �也满足条件 ( 5).因此,在 � � � 1情形下的结论,可由上面的讨论推得.

利用定理 1, 我们可以证明下面一个涉及 X上 6个自映射的公共不动点定理:

定理 2� 设 (X, F, � )是一个 �-完备的 M enge r空间, �是一个连续的H-型 t-模.又设A, B, S, T, L and

M 是 X上的自映射. 如果满足以下条件:

( a) L (X ) � ST (X ), M (X ) � AB (X );

( b) AB = BA, ST = TS, LB = BL, MT = TM;

( c) AB或 L是连续的;

( d) (L, AB )是相容的,而 (M, ST )是弱相容的;

( e) 存在函数 � � �或 � � � 1使得对所有的 x, y, �� X和 t > 0,

FLx, M y ( �( t) ) � m in{FABx, L x ( t), FSTy, My ( t), FABx, STy ( t),

FSTy, Lx ( t ), FABx, � ( t ), F�,M y ( t) } ( 7)

则 A, B, S, T, L和M 在 X中有惟一的公共不动点.

证明 � 令 P = AB和Q = ST, 容易看出定理 2的条件 ( a)和 ( c) ~ ( e)蕴涵定理 1的条件 ( i) ~ ( iv ).

因此,据定理 1, L, M, P和 Q在 X中有惟一的公共不动点 z,即

L z = M z = Pz = Qz = z. ( 8)

下面,我们将证明 z也是 A和 B的公共不动点.由 ( 8)及条件 ( b) , 我们有 LB z = BL z = B z和 PB z =

(AB )B z = (BA )B z = B (AB ) z = BPz = Bz.于是,在 ( 7) 中取 x = �= Bz和 y = z, 我们有

FB z, z ( �( t ) ) = FLB z,M z (� ( t) ) � m in{FPBz, LBz ( t), FQz,M z ( t), FPBz, Q z ( t),

FQ z, LBz ( t ), FPB z, Bz ( t), FB z,M z ( t) } = m in{ 1, 1, FBz, z ( t), F z, Bz ( t), 1, FBz, z ( t) } = FBz, z ( t),

这意味着 Bz = z,从而 z = Pz = ABz = A z.因此, z是 A和 B的公共不动点.

不难证明 z也是 T 和 S的公共不动点.事实上, 由 ( 8)和条件 ( b) ,我们有MT z = TM z = T z和 QTz =

( ST )Tz = (TS )Tz = TQ z = Tz.在 ( 7)中取 x = �= z和 y = Tz,我们得

F z, T z ( �( t) ) = FLz,MTz ( �( t) ) � m in{FP z, L z ( t ), FQTz,M Tz ( t), FP z, QTz ( t),

FQTz, Lz ( t), FP z, z ( t ), F z, MTz ( t) } = m in{ 1, 1, F z, T z ( t ), FTz, z ( t), 1, F z, T z ( t ) } = F z, T z ( t), � t > 0.

这意味着 T z = z,从而 Sz = STz = Qz = z,故 z也是 T和 S的公共不动点.因此, z是 A, B, S, T, L和M的公

共不动点.因为 z是 P, Q, L和M的惟一公共不动点,所以容易看出 z也是A, B, S, T, L和M的惟一公共不动

点. 这完成了定理 2的证明.

注 4� 特别地, 如果在定理 2中令 B = T = I, S = Q和 A = P,则可以立即得到定理 1. 因此, 定理 1和

定理 2实际上是等价的.

在定理 1和定理 2中取 � = �M = m in,可以得到下面两个推论:

推论 1� 设 (X, F, �M )是一个 �-完备的 M enger空间. P, Q, L和M是 X 上的自映射,满足以下条件:

( i) L (X ) � Q (X ), M (X ) � P (X );

( ii) P或 L是连续的;

( iii) (L, P )是相容的, (M, Q )是弱相容的;

( iv ) 存在函数 � � �或 � � � 1使得对所有的 x, y I X和 t > 0,
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FL x,M y ( < ( t) ) \ m in{FPx, L x ( t ), FQ y, My ( t), FLx, Qy ( t), FPx, Q y ( t ), FPx,M y ( 2t) }. ( 9)

则 P, Q, L和 M在 X中有惟一的公共不动点.

证明  因为 $M = m in,由 (MS - 3), 我们有

FPxM y ( 2t ) \ m in{FPx, N( t), F N, M y ( t ) },  P x, y, NI X, t > 0.

所以不难看出 ( 9)蕴涵 ( 5). 从而,推论 1的结论可由定理 1直接推得.

推论 2 设 (X, F, $M )是一个 S-完备的M enger空间. A, B, S, T, L和M是X上的自映射, 满足定理 2的

条件 ( a) ~ ( c) 及下面的条件

( e) c存在函数 < I 5 或 < I 5 1使得对所有的 x, y I X和 t > 0,

FLx, M y ( < ( t) ) \ m in{FABx, L x ( t), FSTy, My ( t), FL x, STy ( t), FABx, STy ( t ), FABx, My ( 2t) },

则 A, B, S, T, L和M 在 X中有惟一的公共不动点.

证明  像推论 1的证明那样,推论 2的结论可由定理 2直接推得.

作为定理 1和定理 2的直接推论,我们还可以得到度量空间中关于相容映射和弱相容映射相应的两个

公共不动点定理.关于度量空间中相容映射和弱相容映射的定义可分别参见 [ 16] 和 [ 7] .

推论 3 设 P, Q, L和M 是完备度量空间 (X, d ) 上的自映射,满足以下条件:

( a) L (X ) A Q (X ), M (X ) A P (X );

( b) P或 L是连续的;

( c) (L, P )是相容的, (M, Q ) 是弱相容的;

( d) 存在函数 < I 5 1使得 d (Lx,M y ) [ < ( G ( x, y, N) ), P x, y, NI X,其中

G (x, y, N) = m ax{ d (Px, Lx ), d (Qy, M y ), d ( Lx, Qy ), d (Px, Qy ), d (Px, N), d ( N, M y ) },

则 L, M, P和 Q在 X中有惟一的公共不动点.

证明  设 (X, F, $M )是由 (X, d )诱导出的 M enger空间,其中 F由 ( 2)定义.根据引理 1,容易看出推

论 3的条件 ( a) ~ ( c)可推出定理 1的条件 ( i) ~ ( iii) .剩下的只需要证明推论 3的条件 ( d)蕴涵定理 1

的条件 ( iv) .

由 ( 2)知,诱导的 M enger空间中,每个分布函数 Fu, v (# ) ( u, v I X )仅取 0或 1值. 所以, 不失一般性,

我们可以假设

m in{FP x, Lx ( t), FQ y,M y ( t ), FLx, Q y ( t ), FP x, Qy ( t), FPx, N( t ), FN,M y ( t) } = 1.

这意味着

d (Px, Lx ) < t, d (Qy,M y ) < t, d (Lx, Qy ) < t, d (Px, Qy ) < t, d (Px, N) < t, d ( N,M y ) < t.

于是,我们有 G ( x, y, N) < t.注意到 < I 5 1是严格增的,由条件 ( d)推得 d (Lx,M y ) [ < (G ( x, y, N) ) <

<( t ).由 ( 2)即知 FLx, My ( < ( t) ) = 1.所以,不等式 ( 5)成立,即条件 ( iv) 成立.因此,推论 3的结论可由定

理 1直接推得.

用同样的方法,使用定理 2,我们可以证明下面的推论.

推论 4 设 A, B, S, T, L和M 是完备度量空间 (X, d )上的自映射,满足如下条件:

( a) L (X ) A ST (X ), M (X ) A AB (X );

( b) AB = BA, ST = TS, LB = BL,MT = TM;

( c) AB或 L是连续的;

( d) (L, AB )是相容的, (M, ST )是弱相容的;

( e) 存在函数 < I 5 1使得 d ( Lx, M y ) [ < (G1 (x, y, N) ), P x, y, NI X,其中

G 1 ( x, y, N) = m ax{ d (ABx, Lx ), d ( STy,M y ), d (Lx, STy ),

d (ABx, STy ), d (ABx, N), d ( N, M y ) },

则 A, B, S, T, L和M 在 X中有惟一的公共不动点.
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