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[摘要 ]  考虑了弱 H opf代数上的 B-特征代数. 当H 是有限维弱 H opf代数时, 给出了 gI CB (H ) (CB (H )是 H*

的 B-特征 )的一个充要条件, 并研究了弱 H opf代数上的 B-广义特征代数.
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Abstract: The paper is concerned w ith the B-character a lgebras in the case o f w eak H opf a lgebras. W e present a suff-i

c ient and necessary condition that any elem ent gI H * is in the B-charac ter a lgebra CB(H ), whereH is a finite dim enin-

a lw eak H opf a lgebra. Furtherm ore, w e investig ate the B-genera lized character a lgebras overw eak H opf algebras.
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  弱双代数和弱 Hop f代数
[ 1]
是通常的双代数和 Hopf代数的推广.弱双代数和弱 H opf代数主要是在余

单位的乘法和单位的余乘法上进行了弱化. 关于弱 Hopf代数最早的例子是群代数 ( groupoid algebra), 其

它例子还有面代数 ( face a lgebra) , 量子群 ( quantum groupo id )以及广义的 K ac代数 ( genera lized Kac alge-

bra)
[ 2-4]

. 弱 Hopf代数的理论研究见文献 [ 1], 它的应用可以在文献 [ 3, 5, 6]中找到.许多经典的 Hopf代数

结果可以推广到弱 Hopf代数情形,例如,在文献 [ 5]中, N ikshych给出了弱模代数的对偶定理;在文献 [ 6]

中, 张良云和朱胜林给出了弱 Do-iHopf模的基本定理,它不仅推广了文献 [ 1]中的弱 Hopf模基本定理, 也

推广了文献 [ 7]中相关 H opf模基本定理; 在文献 [ 8]中,张良云给出了弱模代数的 M aschke定理,它推广

了文献 [ 9]中著名的模代数的 M aschke定理.

本文的目的是给出弱 Hopf代数上的 B-特征代数的一些性质,它主要推广了文献 [ 10]中的定理 313,
而且还给出了 B-广义特征代数的定义.

在文章中我们所考虑的对象总是在域 k上的, 余代数和余模等一些概念和符号均参考文献 [ 11] .

定义 1 设H既是代数又是域余代数.如果H满足下面的条件 (1) - (3),则称它是弱双代数
[ 1, 3, 5 ]

.如

果它满足条件 ( 1) - ( 4),则称它是弱 Hopf代数,并称 S是它的弱对极.

对任意 x, y, z I H,

$( xy ) = $(x )$( y ), ( 1)

$
2
(1H ) = ( $( 1H ) ª 1H ) (1H ª $( 1H ) ); $

2
(1H ) = (1H ª $(1H ) ) ( $( 1H ) ª 1H ), ( 2)

其中 $
2
= ( $ ª idH ) . $,

E(xyz ) = 2E( xy1 ) E( y2z ); E(xy z) = 2E(xy2 ) E( y1z ), ( 3)

2x1S ( x2 ) = 2E( 11x ) 12; 2S ( x1 ) x2 = 2 11E( x12 ); 2S (x 1 )x 2S ( x3 ) = S (x ), ( 4)

其中 $(1H ) = 2 11 ª 12.

)36)
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对任意弱双代数H,定义映射 s L
, s R

:H y H如下:

s L
( h ) = 2E(11h) 12; s R

( h) = 211E( h12 ).

用H
L
表示映射 s L

的像集 s L
(H ), H

R
表示映射 s R

的像集 s R
(H ).注意:H 是弱双代数,则H是通

常的双代数当且仅当 $( 1H ) = 1H ª 1H ,或当且仅当 E是代数映射.

由文献 [ 1]知下面的结果 (W 1) - (W 6)成立.

(W 1) 对任意 h I H, 2h1 ª s L
( h2 ) = 2 11h ª 12; 2s

R
( h1 ) ª h2 = 2 11 ª h12.

(W 2) $( 1H ) = 2 11 ª 12 I H
R ª H

L
.

(W 3) S (H
L
) A H

R
; S (H

R
) A H

L
.

(W 4) 对任意 h I H, 由 2s L
( h1 ) ª h2 = 2S ( 11 ) ª 12h, 2h1 ª s R

( h2 ) = 2h11 ª S ( 12 ), 有

2s L
( h1 ) ª h2 = 2s L

( 11 ) ª 12h; 2h1 ª s R
( h2 ) = 2h11 ª s R

( 12 ).

(W 5) 对任意 h, g I H, s L
( s L

( h ) g ) = s L
( h )s L

( g ); s R
( hs R

( g ) ) = s R
( h )s R

( g ).

(W 6) s L s L
= s L

;  s R s R
= s R

.

设H 的弱对极 S是双射,其逆为 S
- 1
.则由文献 [ 12]的命题 112知下面的结果 (W 7) - (W 9) 成立.

(W 7) S
- 1
既是反乘法映射又是反余乘法映射,即,对任意 h, l I H,

S
- 1
( h l ) = S

- 1
( l ) S

- 1
( h ); S

- 1
( 1H ) = 1H ,

$S
- 1
( h ) = 2S

- 1
( h2 ) ª S

- 1
( h1 ); ES

- 1
= E.

(W 8) 对任意 h I H, 2h2S
- 1
( h1 ) = 2 11E( 12h ); 2S

- 1
( h2 ) h1 = 2 12E( h11 ).

(W 9) 对任意 h I H, 2S
- 1
( h3 ) h2S

- 1
( h1 ) = S

- 1
( h ).

若H是有限维弱H opf代数,则由文献 [ 1]知, H
*
也是有限维弱H opf代数,其弱对极是双射,因此以上

结论 (W 1) - (W9)对 H
*
依然成立.

1 B-特征代数

下面设H 为有限维弱 H op f代数, H
*
的弱对极 S满足 S

2
= id, S有逆元 S

- 1
.设

G S G (H
*
) = {BI H

*
| $( B) = $(1H * ) (Bª B) = ( Bª B) $( 1H* )对可逆元素 B}.

容易证明 G是一个群且有单位元 1H * .若 B I G,则对任意 g, h I H,有

2E( g1, h1 )B( g2 ) B( h2 ) = B(gh ) = 2E( g2, h2 ) B(g1 ) B( h1 ).

事实上,我们有,

B(gh ) = 3$(B), g ª h4 = 2311B, g4312B, h4 = 2311, g1 43B, g24312, h1 43B, h2 4 =

2311 ª 12, g1 ª h1 43B, g2 43B, h2 4 = 2E( g1h1 ) 3B, g243B, h2 4,
其中 $( 1H* ) = 211 ª 12. 类似地,可证 B( gh) = 2E(g2, h2 ) B(g1 ) B( h1 ).我们用 BI A lgE (H, k )表示这个

元素.

相反地,如果 BI A lgE (H, k ),则易证 BI G,因此 G = {BI A lgE(H, k ) | B在H
*
中是可逆的 }.

对任意 g I H
*
, h I H,定义

g#Bh = 23S- 1
(g3 ) Bg1, h4g2,

其中 BI G.

通过 #B作用,得到 (H
*
, # B)是一个弱右H-模 (即对任意 h, l I H, (g#Bh)#B l= g#B ( h l ) ). 事实上,

对任意 h, l I H,有

g#B( h l ) = 23S- 1
( g3 )Bg1, h l 4g2 = 23S- 1

(g3 ), h1 l143B, h2 l2 43g1, h3 l34g2 =

23S- 1
(g3 ), h1 l143B1, h2 43B2, l2 43g1, h3 l3 4g2 =

23S- 1
( g3 ), h1 l14311B, h2 4312B, l2 43g1, h3 l34g2 =

23S- 1
( g3 ), h1 l1 4 311, h2 4312, l2 43B, h3 43B, l3 43g1, h4 l44g2 =

23S
- 1
( g3 ), h1 l1 4E(h2 l2 ) 3B, h3 43B, l3 43g1, h4 l44g2 =

23S- 1
( g3 ), h1 l1 43B, h243B, l243g1, h3 l3 4g2 =

(W 7)

)37)
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23S- 1
( g5 ), h143S- 1

( g4 ), l143B, h2 43B, l2 43g1, h343g2, l34 = ( g#Bh ) #B l.

通过 H在H
*
上的作用 #B得到一个H

*
上的一个弱左 H

*
-余模, 其上的余模结构映射为 QB (g ) =

2S
- 1
( g3 ) Bg1 ª g2.

定义 2 对任意 B I G, 定义 CB(H ) = {g I H
*

| g#Bh = 23s R
( g2 ) B, h4g1 }, 其中 s R

( g ) =

2S
- 1
( g2 ) g1.

下面的引理推广了文献 [ 10]中的引理 3. 2.

引理 1 设 BI G, 则对任意 g I H
*
, g I CB(H ) 当且仅当 QB( g ) = 2 s R

( g2 ) Bª g1. 特别地,若 g

I CB(H ), 则

2s L
( g2 )Bg1 = 2 g1s

R
( g2 )B,

这里映射 s L
定义为

s L
: H

* y H
*
, g 2E( 11g )12,

其中 $(1H * ) = 2 11 ª 12.

证明  第一个充要条件由定义 2易得.特别地, 设 g I CB (H ), 有

2 S
- 1

(g3 ) Bg1 ª g2 = 2s R
( g2 )Bª g1. ( 5)

因此

2s L
( g2 ) Bg1 =

( 4)

2 g2S (g3 ) Bg1 = 2 g2S
- 1
( g3 ) Bg1 ( S

- 1
= S ) =

( 5 )

2 g1s
R
( g2 )B.

证毕.

定理 1 设 BI G, 则对任意 g I H
*
, g I C B(H ) 当且仅当

2s L
(g3 ) Bg1 ª g2 = 2 g2B ª g1, ( 6)

其中 s L
(g ) = 2 g2S

- 1
( g1 ) (由 (W 8)得到 s L

(g ) I s R
(H

*
) ).

此时,若H
* A C ( s R

(H
*
) ) ( C ( s R

(H
*
) )是 H

*
的中心子代数 ), 则

( 1) C B(H ) 是H
*
的结合子代数;

( 2) C B(H ) 是H
*
的子代数且单位元为 1H * 当且仅当

2 s R
( 1c211 ) ª 1c1 12 = 2 12 ª 11, ( 7)

其中 $(1H * ) = 2 11 ª 12 = 21c1 ª 1c2.我们称有单位元 1H * 的子代数 CB (H )为 B-特征代数. 特别地,若

$( 1H* ) = S$(1H * ), 则 CB(H )是 B-特征代数.

证明  根据引理 1,我们能得到条件 ( 5)和 ( 6) 是等价的.

首先,假设 (5)成立,则

2s L
( g3 )Bg1 ª g2 = 2 g4S

- 1
( g3 ) Bg1 ª g2 =

( 5)

2 g3 s
R

( g2 ) Bª g1 = 2 g4S
- 1
( g3 )g2Bª g1 =

(W 7)

2 S
- 1

(S ( g2 ) g3S ( g4 ) )Bª g1 =
( 4 )

2 S
- 1
( S ( g2 ) )Bª g1 = 2g2Bª g1,

因此 ( 6)成立.反之,若条件 ( 6)成立,则

2 S
- 1
( g3 )Bg1 ª g2 =

(W 9)

2 S
- 1

(g5 ) g4S
-1
(g3 ) Bg1 ª g2 =

2 S
- 1
( g4 ) s

L
(g3 ) Bg1 ª g2 =

( 6)

2 S
- 1
(g3 ) g2Bª g1 = 2 s R

( g2 ) Bª g1,

因此 ( 5)成立.所以 g I CB(H ) 当且仅当 2s L
(g3 ) Bg1 ª g2 = 2 g2Bª g1.

( 1) 注意到 (6)等价于

2s L
(g3 ) Bg1B

- 1 ª g2 = $
op
(g ). ( 8)

要证明 CB(H ) 是 H
*
的结合子代数, 我们先证明下式成立

)38)
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2s L
( g2 ) ª g1 = 2 S ( 12 ) ª 11g. ( 9)

事实上, 我们有

2s L
( g2 ) ª g1 = 2 g3S

- 1
( g2 ) ª g1 = 2 S

- 1
( g2S ( g3 ) ) ª g1 =

2 S
- 1
( s L

(g2 ) ) ª g1 =
(W 1)

2 S
- 1
( 12 ) ª 11g = 2S (12 ) ª 11g,  ( S

2
= id )

因此对任意 f, g I CB (H ), 有

$
op
( fg ) = $

op
(f ) $

op
( g ) =

( 8)

2s L
( f3 ) B f1B

- 1 s L
( g3 )Bg1B

- 1 ª f 2g2 =

2s L
(f 3 ) Bf 1B

- 1
B s L

(g3 ) g1B
- 1 ª f2g2 (H

* A C (s R
(H

*
) ) =

( 9)

2 S (12 ) B f1S (1c2 )g1B
- 1 ª 11f1c1g =

( W3)

2 S ( 1c2 ) S (12 ) B f1g1B
- 1 ª 11 1c1f 2g2 =

(W 7)

2 S ( 12 1c2 )B f 1 g1B
- 1

ª 111c1 f2g2 =
( 1)

2 S ( 12 ) B f1g1B
- 1 ª 11 f 2g2 =

( 9)

2s L
( f3g3 )B f 1g1B

- 1 ª f 2g2.

即, fg I C B(H ),因此 C B(H ) 是H
*
的结合子代数.

( 2) 若 g = 1H * , 则条件 (6)变为

2 s R
( 1c211 ) Bª 1c112 = 2 12Bª 11. ( 10)

这是因为,

2 s R
( 1c2 11 ) Bª 1c1 12 =

(W 5)

2s R
( 1c2 )11Bª 1c112 =

( W4)

2S ( 1c2 )11B ª 1c112 = 2 S ( 1c2 ) B11 ª 1c1 12 =
( 9)

2s L
(13 ) B11 ª 12 =

( 6)

2 12Bª 11.

若 1H* I CB(H ), 有 (10) 成立,因此我们有

2s R
(1c2 11 ) ª 1c1 12 = 2 (s R

( 1c211 ) Bª 1c112 ) ( B
- 1 ª 1H * ) =

( 10 )

2 (12B ª 11 ) (B
- 1 ª 1H* ) = 2 12 ª 11,

即, ( 7) 成立, 因此 CB(H )是 B-特征代数. 反之,显然.如果 $(1H * ) = S$(1H * ),则

2s
R

(1c2 11 ) ª 1c112 = 2s
R

(1c1 11 ) ª 1c2 12 =
( 1)

2s
R

(11 ) ª 12 =
(W6)

2 11 ª 12,

即, ( 7) 成立. 证毕.

注 1 ( 1) 定理 1推广了文献 [ 10] 中的定理 3. 3.

( 2) 由 EI G (H
*
), 有

C E(H ) = { g I H
*

| $( g ) = q$
op
(g ) },

其中 q = 2 11 ª S ( 12 )是 H
R
(H = H

*
)的可分幂等元

[ 8]
.

事实上, 由定理 1可得

CE(H ) = {g I H
*

| g# Bh = 23s R
( g2 )B, h4g1 } =

( 6 )

{g I H
*

| 2s
L

( g3 )g1 ª g2 = 2 g2 ª g1 } =
( 9 )

{ g I H
*

| 2 S (12 ) g1 ª 11g2 = 2 g2 ª g1 } =

{g I H
*

| 2 ( 11 ª S (12 ) ) ( g2 ª g1 ) = 2 g1 ª g2 } =

{ g I H
*

| q$
op
( g ) = $(g ) }.

( 3) 由文献 [ 12]的命题 1. 2得,若H是可换的或余可换的,可以得到 H
*
的弱对极 S满足 S

2
= id. 因

此, 若H 是有限维余可换的弱 Hop f代数, 则 H
*
是有限维可换弱 H opf代数且 S

2
= id 使得 H

* A

C ( s R
(H

*
) ), s L

( g ) = 2 g2S
- 1
( g1 ) =

(W 8)

2 11E( 12g ) = 2 11E( g12 ) = s R
( g ). 从而 (6)变为

2s R
( g3 )Bg1 ª g2 = 2 g2Bª g1. ( 11)

)39)
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如果条件 ( 11)成立,则可得到 C B(H ) 是H
*
的结合子代数.

( 4) 若H是有限维可换余可换弱H opf代数, 则H
*
是有限维余可换可换弱 Hop f代数,此时 (11)成立.

事实上,对任意 BI G, g I H
*
,有

2s R
( g3 )Bg1 ª g2 = 2 g2 s

R
( g3 )Bª g1 = 2 g2Bª g1.  (2 g1 s

R
(g2 ) = g )

根据 ( 1)和 (W 6)易得 ( 7) 成立. 再由定理 1得 CB(H ) 是 B- 特征代数且 CB(H ) = H
*
.

例 1 设 R是实数域,

H =
a 0

0 b
a, b I R ,

其中 { e1, e2 }是H 的一组基,

e1 =
1 0

0 0
, e2 =

0 0

0 1
,

则H 是弱双代数,其上的乘法是通常的矩阵乘法, 余乘法和余单位如下:

$( e1 ) = e1 ª e1, $( e2 ) = e2 ª e2, E( e1 ) = 1 = E( e2 ).

进一步,我们可以证明H是弱 Hopf代数, 其中弱对极 S = id.但它不是通常情况下的 Hopf代数,因为

$H ( 1H ) = e1 ª e1 + e2 ª e2 X 1H ª 1H .

对任意 BI G, 此有限维可换余可换弱 H opf代数H 满足 CB (H ) = H
*
.

例 2 设 R是实数域,

H =
a b

c d
a, b, c, d I R ,

其中 { e11, e12, e21, e22 }是H 的一组基,

e11 =
1 0

0 0
, e12 =

0 1

0 0
, e21 =

0 0

1 0
, e22 =

0 0

0 1
,

不难证明 H是弱 H op f代数, 其上的乘法为通常的矩阵乘法,余乘法、余单位和弱对极如下:

$( eij ) = eij ª eij, E( eij ) = 1, S ( eij ) = ej i,

其中 1 [ i, j [ 2.

设 { e
*
11, e

*
12, e

*
21, e

*
22 }是H的对偶基, 则H

*
是有限维弱 Hopf代数. 通过待定系数法可以得到其上的

乘法如下:

e
*
ij e

*
k l =

e
*
ij , i = k且 j = l,

0, 其它.

单位元为 E = e
*
11 + e

*
12 + e

*
21 + e

*
22, 余乘法,余单位和弱对极如下:

$( e
*
ij ) = ( e

*
i1 ª e

*
1j ) + ( e

*
i2 ª e

*
2j ),

E( e
*
ij ) = 1若 i = j; 其它为 0,

S ( e
*
ij ) = e

*
j i .

通过计算, 我们可得 G S G (H
*
) = { e

*
11 + ke

*
12 + ( 1 /k ) e

*
21 + e

*
22 | 0 X k I R }, 且对任意 BI G,都

有 C B(H ) = { 0}.

定义 3 对任意 BI G, 定义H的 B-广义特征空间如下:对任意 h, g I H,

OB (H ) = {< I H
*

| 23B, g1 43<, g2h43B- 1
, g34 = 3<, hS

2
( g ) 4}.

显然, OE (H ) = O (H ) 是H的一个广义特征代数
[ 13]

.

命题 1 对任意 BI G, (1) < I OB(H )当且仅当

$( < ) = 2B
- 1
S

2
( <2 ) Bª <1. ( 12)

特别地, EI OB(H ) 当且仅当

2B11 ª 12 = 2 S
2
( 12 )Bª 11. ( 13)

此时, OB(H )是H
*
的子代数,其中 OB (H )的单位元是 E.

( 2) 如果 ( 12)成立, 则 ( 6)也成立,即, B-广义特征是定理 1中定义的特征.

)40)
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证明  ( 1)由定义 3易得, 特殊情况下由 ( 12) 和 (W 10)可得.

( 2) 事实上, 由于 S
2
= id, 所以

2s L
( <3 ) B<1 ª <2 =

( 12)

2s L
(<3 )S

2
( <2 ) Bª <1 =

( 9)

2S ( 12 ) S
2
( 11 <2 ) Bª <1 =

2 S (12 ) S
2
(11 )S

2
(<2 )Bª <1 = 2S ( S ( 11 ) 12 )S

2
( <2 ) Bª <1 =

2 S ( s R
( 1H * ) )<2Bª <1 = 2 < 2Bª <1,

即 ( 6)成立. 证毕.

[参考文献 ]

[ 1]  BÊ hm G, N ill F, Szlach�ny i K. W eak H opf algebras I. Integ ra l theory and C* -structure [ J]. Journa l o f A lgebra, 1999,

221: 385-438.

[ 2]  H ayash iT. Quantum group symm etry of partition functions of IRF m odels and its app lications to Jones s' index theory[ J].

Comm un ications inM a them a tica l Phy sics, 1993, 157: 331-345.

[ 3]  N ikshych D, Va inermun L. F inite quantum g roupo ids and the ir app lications[ J]. M athem atical Sc iences Research Institute

Publica tions, 2002, 43: 211-262.

[ 4]  Yam anouch iT. Dua lity for generalized Kac a lg ebras and a character ization o f finite g roupo id a lgebras[ J] . Journal o f A lge-

bra, 1994, 163: 9-50.

[ 5]  N ikshych D. A dua lity theorem fo r quantum groupo ids[ J] . ContemporaryM a them atics, 2000, 267: 237-243.

[ 6]  Zhang L Y, Zhu S L. Fundam enta l theorem s of w eak Do-iH opf modu les and sem isimp le w eak smash productH opf algeb ras

[ J]. Communications in A lgebra, 2004, 32( 9) : 3 403-3 415.

[ 7]  Do iY. On the struc ture of re lative Hopf m odules[ J]. Comm un ications in A lgebra, 1983, 11( 3): 243-255.

[ 8]  张良云. 弱 H opf代数上的 M aschke定理和 M or ita关系 [ J]. 中国科学, 2006, 49( 5) : 587-598.

[ 9]  CohenM, F ishm an D. H opf a lgebra actions[ J]. Journal o fA lgebra, 1986, 100: 363-379.

[ 10]  Hu J, Zhang Y H. The B-character a lgebras and a comm uting pa ir in H opf a lgebras[ J]. A lgebra Represen tation Theory,

2007, 10: 497-516.

[ 11]  M ontgom ery S. H opf a lgebras and their actions on r ing s[M ] . New Yo rk: CBMS, Lect Notes, 1993.

[ 12]  Zhang L Y, Chen H X, L i J Q. Tw isted products and sm ash products overw eak H opf a lgebras[ J]. ActaM athem atica Sc-i

entia( Eng lish Series), 2004, 24( 2) : 247-258.

[ 13]  N ikshych D. Sem isimp lew eak H opf a lg ebras[ J]. Journa l o f A lgebra, 2004, 275: 639-667.

[责任编辑: 丁  蓉 ]

)41)

李彦超, 等:弱 H opf代数上的 B-特征代数


