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[摘要 ] � 在拓扑序空间的框架下,利用一个序 KKM 型定理证明了一些广义向量值均衡问题解的存在性定理.

并运用这些定理证明了在没有线性结构的拓扑序空间内非合作博弈的纳什均衡存在性定理.
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� �广义向量值均衡在社会经济系统、工程技术等领域有着广泛的应用. 在经济学中, 它是 Von Neum ann-

M orgenstern效用函数的一般形式. 广义向量值均衡问题一经提出,关于它的解的存在性、稳定性、算法和

收敛性分析等引起了多方面的关注
[ 1-4]

.

G iannessi首次在有限维欧式空间中引进并研究了向量值不等式问题. 近年来,运用 SKKM 定理, D ing

在没有线性结构的广义凸空间内获得了一些广义向量值均衡问题的存在性结果. 本文主要对广义向量值

问题作进一步的研究.运用在拓扑序空间内获得的一个 KKM型定理,在拓扑序空间的框架下,对广义向

量值均衡问题解的存在性问题进行研究,得到了一些关于广义向量值均衡问题的存在性结果.本文的结果

推广了最近相关文献的对应结果.

1�符号和定义

设 X是非空集合, �X �和 2
X

分别表示 X 的所有非空有限子集簇和 X的所有子集族. H orvath C D,

L linares C iscar J V
[ 5]
定义了拓扑半格, 且在拓扑序空间中得到了 KKM型定理. 半格是一偏序集H, 用 �

表示偏序,对任意一组元素 ( x, x�), 有一个最小上界,记为 x � x�. 因此,对任意A � �H �,存在一个最小上

界, 记为 sup A.

在偏序集 (H, � )中,如果对任意两个元素 x和 x�,且满足 x � x�,则称集合 [x, x�] = { y � X: x � y � x�}
为序区间. 现在设 (H, � )是一个半格, A � �H �,记 �(A ) = � a� A [ a, sup A ] ,则易知 �(A )有如下性质:

( 1)A � �(A );

( 2)若 A � A �,则 � (A ) � �(A �).
设 D � H,如果对任意的 A � �D �,有 �(A ) � D,则称 D是 �-凸的.

H orvath C, LIinares C和 C iscar J
[ 5 ]
引入了如下定义:
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定义 1� 设 X为拓扑序空间M的非空子集, T: X � 2
M
为集值映射. 如果对任意的 A = { x1, � , xn } �

�X �,有 �(A ) � �
n

i= 1
T ( xi ), 则称 T序 KKM映射.

定义 2� 设 X为拓扑序空间, Z为非空集合, F: X �X � 2
Z
和 C: X � 2

Z
为集值映射. 称 F (x, y )关于

y是序 C -对角拟凸的,如果对任意的 A = {y1, � , yn } � �X �,以及 � x0 � �(A ),存在 j � { 1, � , n },使

得 F ( x0, yj ) � C ( x0 ).

注 1� 令Z = R� { �� }, F ( x, y )是一个单值函数,对任何 x � X和某个 �� R, C ( x ) = [ - � , � ,

则 F (x, y )关于 y是序 C -对角拟凸的概念就退化为 Luo
[ 6]
引进的 F (x, y )关于 y序 �- 对角拟凸的概念.

T ian
[ 7]

引进了如下两个定义:

定义 3� 设 X为非空集合, Y为拓扑空间, T: X � 2
Y
为集值映射.如果对任意的 x � X,当 y � T ( x )时,

存在 x�� X,使得 y � T ( x�),此处T (x�) 代表 T (x�)在 Y中的闭包,则称 T在 X 上具有转移闭值.

注 2� 显然,若 T在 X上具有闭值,则 T 在 X上具有转移闭值,反之不一定成立.

定义 4� 设 X为非空集, Y为拓扑空间, f: X �Y � R � { � � }为一函数. 对某个 �� R, f称在 y处

�-转移下半连续,如果对任意的 x � X 和 y � Y, f (x, y ) > �蕴涵着存在一个 y的邻域N (y )和一个点 x�
� X使得 f ( x�, z ) > �, � z � N (y ).

注 3� 容易证明如下结论成立:

定义一个集值映射 T: X � 2
Y
, 对某个 �� R,令 T ( x ) = { y � Y: f ( x, y ) � �},则 T为在X上转移紧

闭值当且仅当 f在 y处 �-转移下半连续.

我们需要如下引理:

引理 1
[ 5 ] � 设 X为一拓扑序空间M 的非空子集, R � X �M为二元关系,且满足如下条件:

( 1)T: X � 2
M
为转移紧闭的,此处 T (x ) = { y � M: (x, y ) � R }, � x � X;

( 2)存在 x0 � X,使得T ( x0 ) 是紧的;

( 3)T是序 KKM映射.

则 � x� XT ( x ) � �.

2� 均衡点的存在性

本节将得到如下均衡问题解的存在性结果:

设X为拓扑序空间, Z为非空集合, F: X �X � 2
Z
和 C: X � 2

Z
为集值映射,则广义向量值均衡问题是

指在满足什么条件下存在 x
* � X,使得 F ( x

*
, y ) � C (x

*
), � y � X.

定理 1� 设 X为拓扑序空间M的非空子集, Z为非空集合. C:M � 2
Z
, D: X � 2

Z
, F:M �M � 2

Z
, G:

M �X � 2
Z
为集值映射. 集值映射 T: X � 2

M
定义为 T ( x ) = { y � M: G ( y, x ) � D ( x ) }, � x � X.

( i) � ( y, x ) � M �X, F (y, x ) � C ( y ) � G ( y, x ) � D ( x );

( ii) T: X � 2
M
具有转移紧闭值;

( iii) � y � M, { x � X: F ( y, x ) � C ( y ) } 是 �- 凸的;

( iv ) � y � M, G ( y, x ) � D (x ), � x � X � F ( y, x ) � C ( y ), � x � X;

( v) � y � M, F ( y, y ) � C ( y );

( v i) 存在一点 x0 � X, 使得T ( x0 )是紧的.

则存在一点 y
* � M使得 F ( y

*
, x ) � C ( y

*
), � x � X.

证明 � 首先, 证明 T: X � 2
M
是序 KKM映射. 假设不然, 则存在 A 0 = { x1, � , xn } � �X �,使得

� (A 0 ) � �
n

i= 1
T ( xi ).

由此可知存在 z � � (A 0 )使得 z � �
n

i= 1
T ( xi ),从而 � i � { 1, � , n }, z � T ( xi ), 即 G ( z, xi ) � D ( xi ).由 ( i),

F ( z, xi ) � C ( z ). 因此, A 0 � { x � X: F ( z, x ) � C ( z ) }. 由 ( iii)可知

z � � (A 0 ) � {x � X: F ( z, x ) � C ( z ) }.

从而有 F ( z, z ) � C ( z ),这与 ( v)矛盾, 故 T: X � 2
M
是序 KKM映射. 由引理 1, � x� XT ( x ) � �. 任取 y

*
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� � x� XT (x ), 则 G ( y
*

, x ) � D ( x ), � x � X,由 ( iv)可知 F ( y
*

, x ) � C ( y
*

), � x � X.

定理 2� 设X为一拓扑序空间, Z为一非空集合. C: X � 2
Z
, F: X �X � 2

Z
为集值映射,且满足如下条

件:

( i) F ( x, y )关于 y是序 C - 对角拟凸的;

( ii) 集值映射 y � {x � X: F (x, y ) � C ( x ) }是转移闭的;

( iii) 存在 y0 � X,使得 {x � X: F (x, y0 ) � C ( x ) }是紧的.

则存在 x
* � X,使得 F ( x

*
, y ) � C ( x

*
), � y � X.

证明 � 定义集值映射 T: X � 2
X
如下:

T ( y ) = { x � X: F (x, y ) � C ( x ) }, � y � X.

由定义 2可知 � A = { y1, � , yn } � �X �以及 � x0 � �(A ),存在一个 j� { 1, � , n}使得 F (x 0, yj ) �

C ( x0 ),即 x0 � T ( yj ),从而可知 � (A ) � �
n

i= 1
T (y i ). 因此, T: X � 2

X
是序 KKM映射. 由引理 1, � y� XT (y )

� �. 任取一点 x
* � � y� XT ( y ). 故存在 x

* � X,使得 F ( x
*

, y ) � C ( x
*

), � y � X.

定理 3� 设X为拓扑序空间, Z为非空集合. C: X � 2
Z
, F: X �X � 2

Z
为集值映射, 且满足如下条件:

( i) F ( x, x ) � C (x );

( ii) 对任何 x � X,集合 { y � X: F ( x, y ) � C (x ) }是 � - 凸的;

( iii) 集值映射 y � {x � X: F ( x, y ) � C (x ) }是转移闭的;

( iv ) 存在 y0 � X, 使得 { x � X: F ( x, y0 ) � C ( x ) } 是紧的.

则存在 x
* � X,使得 F ( x

*
, y ) � C ( x

*
), � y � X.

证明 � 首先, 证明如下定义的集值映射 T: X � 2
X

为序 KKM映射:

T ( y ) = { x � X: F (x, y ) � C ( x ) }, � y � X.

假设不然,则存在 A = { y1, � , yn } � �X�,使得

�(A ) � �
n

i= 1
T ( yi ).

从而有 x0 � �(A ), 使得 � i � { 1, � , n }, x0 � T ( yi ),即F ( x0, yi ) � C (x0 ), � i � { 1, � , n}.由 ( i i), x 0 �
�(A ) � { y � X: F ( x0, y ) � C ( x0 ) }, 从而 F (x 0, x 0 ) � C ( x0 ),这与 ( i)产生了矛盾,故 T为序 KKM映射.

由引理 1, � y� XT ( y ) � �. 任取一点 x
* � � y� XT ( y ),即存在 x

* � X,使得 F ( x
*

, y ) � C ( x
*

), � y � X.

3� 对 N ash均衡问题的应用

在本节,作为上述均衡问题解的存在性的应用, 我们在拓扑序空间中得到了两个关于非合作博弈

N ash均衡的存在性结果.

设 I = {1, � , n }为博弈人集合, � i � I, S i为第 i个人的策略空间, ui: X = �
n

i= 1

X i � R为第 i个人的

收益函数,记 X - i = �
j� I \{ i}

X j, x � X和 x- i � X- i.

如果由各个博弈方的一个策略组成的一个集合 ( x
*
1 , � , x

*
n )满足如下条件:

ui ( x
*
i , x

*
- i ) � u i ( yi, x

*
- i )对任何 y i � X i和 i � { 1, � , n },

则称 ( x
*
1 , � , x

*
n ) 为非合作博弈 � = {X 1, � , X n; u1, � , un }的一个 N ash均衡.

依照 N ikaido and Isoda的方法,我们定义如下加总的收益函数 U: X �X � R:

U( x, y ) = �
n

i= 1
[ u i (y i, x- i ) - ui ( xi, x- i ) ],

� x = { x1, � , xn }, y = { y1, � , yn } � X = �
n

i= 1
X i.

定理 4� 设 I = { 1, � , n }为博弈人集合, � = {X 1, � , Xn; u1, � , un }为一非合作博弈, X = �
n

i= 1
X i为

拓扑序空间. u i: X = �
n

i= 1

X i � R为第 i博弈参与者的收益函数,且满足如下条件:
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( i) � A = { y1, � , yn } � �X �, � x0 � �(A ), � j � {1, � , n} 使得 U (x 0, yj ) � 0;

( ii) U (x, y )在 x处是 0转移下半连续的;

( iii) � y0 � X使得 {x � X: U (x, y0 ) � 0}为紧集.

则存在 (x
*
1 , � , x

*
n ) � X使得 ( x

*
1 , � , x

*
n ) � X 为 � = {X 1, � , X n; u1, � , un }的一个均衡点.

证明 � 对任何 (x, y ) � X �X, 令 C (x ) = ( 0, + � ], F (x, y ) = {U( x, y ) }. 容易验证 F ( x, y )满足

定理 2的所有条件.因此,由定理 2,我们知道 � x
*
� X使得 � y � X, F ( x

*
, y ) � C ( x

*
). 现在, 固定 i,

取 y = ( yi, x
*
- i ),则不等式 U( x

*
, y ) � 0可以重新写为:

u i ( yi, x
*
- i ) - u i (x

*
i , x

*
- i ) + �

j� i

[ uj ( yj, x
*
- j ) - uj ( x

*
j , x

*
- j ) ] � 0,

由于对任何 j� i, x = ( xj, x- j ) = (yj, x- j ). 上述不等式意味着 � i � { 1, � , n}, � yi � X i, u i (x
*
i , x

*
- i ) �

u i (y i, x
*
- i ). 这也说明了 ( x

*
1 , � , x

*
n ) � X 为 � = {X 1, � , X n; u1, � , un }的一个均衡点.

定理 5� 设 I = { 1, � , n }为博弈人集合, � = {X 1, � , Xn; u1, � , un }为一非合作博弈, X = �
n

i= 1

X i为

拓扑序空间. u i: X = �
n

i= 1

X i � R为第 i博弈参与者的收益函数,且满足如下条件:

( i) 对任何 x � X,集合 { y � X: U (x, y ) > 0}是 � - 凸的;

( ii) U (x, y )在 x处是 0转移下半连续的;

( iii) � y0 � X使得 {x � X: U (x, y0 ) � 0}为紧集.

则存在 (x
*
1 , � , x

*
n ) � X使得 ( x

*
1 , � , x

*
n ) � X 为 � = {X 1, � , X n; u1, � , un }的一个均衡点.

证明 � 对任何 ( x, y ) � X �X,令 C (x ) = (0, + � ] , F ( x, y ) = {U( x, y ) }. 容易验证 F ( x, y ) 满足

定理 3的所有条件.因此,由定理 3,我们知道 � x
* � X使得 � y � X, F ( x

*
, y ) � C ( x

*
).现在, 固定 i,取

y = ( yi, x
*
- i ),则不等式 U( x

*
, y ) � 0可以重新写为:

u i ( yi, x
*
- i ) - u i (x

*
i , x

*
- i ) + �

j� i

[ uj ( yj, x
*
- j ) - uj ( x

*
j , x

*
- j ) ] � 0,

由于对任何 j� i, x = ( xj, x- j ) = (yj, x- j ). 上述不等式意味着 � i � { 1, � , n}, � yi � X i, u i (x
*

i , x
*

- i ) �

u i (y i, x
*
- i ). 这也说明了 (x

*
1 , � , x

*
n ) � X为 � = {X 1, � , Xn; u1, � , un }的一个均衡点.
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