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[摘要 ]  研究了形如 u
t
= $

p
u + K |u |q- 2u的拟线性抛物方程在 RN (N\ 2)中有界空间上的解的熄灭问题, 利用

上下解方法得到两类在有限时间内解熄灭的结果.
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Abstrac t: In th is paper, we dea lw ith the ex tinction o f so lution of the initial boundary value prob lem o f quasilinear para-

bolic equation u t = $p u + K|u |
q- 2 u in a bounded dom ain o fRN w ithN\ 2. U s ing upper and low er so lution m e thod, w e

ge t two results of the extinction o f the so lution.
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  本文主要研究了如下拟线性抛物方程

u t = d iv( | ¨u | p- 2¨u ) + K | u |
q- 2
u, ( x, t) I 8 @ (0, T ),

u ( x, t) = 0, ( x, t) I 58 @ ( 0, T ),

u ( x, 0) = u0 ( x ), x I 8,

( 1)

非负解的熄灭问题, 其中 T > 0, 8是 R
N
(N \ 2)中的有界域, 具有光滑边界 58, p > 1, q > 2, K\ 0

且 u0 ( x ) 满足如下条件:

0 [ u0 I C (�8 ) H W
1, p
( 8 ), u0 = 0在 58上.

这种类型的方程起源于生物学和天体物理学相关问题. 例如在燃烧理论中, 函数 u ( x, t) 表示温度,

div( | ¨u | p- 2¨u ) 表示热扩散, 而 K | u |
q- 2
u是一个源. 方程 ( 1)也出现在一些描述物理现象的模型里,

例如产生于研究非牛顿湍流
[ 1, 2]
, 非牛顿渗流

[ 3]
以及在多孔介质中气体渗流

[ 4]
等问题.

当 p = 2时,半线性方程 ( 1)的爆破率问题已经被广泛的研究. 对于 p X 2, 在过去 20年的时间里主要

研究了拟线性抛物方程弱解的正则性
[ 5-8]
.文章中一般利用 $算子一些好的性质,如极大值原理以及比较

原理等.另外 p > 1时, p- laplacian方程在有界空间内解的存在性以及结构也已经被做了充 分的研究.对

于 p X 2的情形最大的障碍是 p = 2时的一系列好的性质不再成立或者难以验证.

最近的许多文献关注了方程 (1)非负解 u的熄灭问题, 即存在一个有限时间 T > 0, 使得解在 0 < t <

T时非平凡, 但是对于所有的 ( x, t ) I 8 @ [T, + ] ) 有 u (x, t) S 0.在这种情况下, T被称为熄灭时间.

第一个关于熄灭的结论是由 Ka lashn ikov在 1974得到的
[ 9]
. 对于如下带齐次 D irichlet边值问题的半线性

抛物方程:
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u t = u - u
q
, ( x, t ) I 8 @ ( 0, ] ),

u ( x, t) = 0, ( x, t) I 58 @ ( 0, T ),

u ( x, 0) = u0 ( x ), x I 8,

( 2)

比较完整的结论参见 [ 10]: 方程 (2)的非平凡解在有限时间消逝当且仅当 0 < q < 1 (即, 强的吸收项会

导致解在有限时间内熄灭 ). 更多的关于方程 (2)解的熄灭理论已经被许多作者研究得到 (例如文献 [ 11,

12] ).

在文献 [ 10]中, 作者给出如下问题解熄灭的充分必要条件:

ut = d iv( | ü |
p- 2

ü ) - Ku
q

, ( x, t ) I 8 @ (0, ] ),

u ( x, t) = 0, (x, t) I 58 @ (0, T ),

u ( x, 0) = u0 ( x ), x I 8,

( 3)

其中 K> 0. 作者得到如果 p I ( 1, 2)或者 q I (0, 1)时上述问题的解在有限时间消逝, 但是如果 p \ 2且

q\ 1, 解是非熄灭的. 在没有吸收项的情况下 (即 K= 0), D ibenede tto
[ 13 ]
和 Yuan

[ 14]
得到解熄灭的充分必

要条件是 p I ( 1, 2).

在文献 [ 15]中, 作者得到了如下多孔介质问题解熄灭的条件:

u t = $u
m
+ Ku

p
, ( x, t ) I 8 @ ( 0, ] ),

u ( x, t) = 0, ( x, t) I 58 @ ( 0, T ),

u ( x, 0) = u0 ( x ), x I 8,

( 4)

其中 0 < m < 1, p, K> 0. 8是一个带光滑边界的有界开域.作者得到当 p > m并且初值充分小时,解在有

限时间内消逝;当 p < m, t > 0时,解的最大值是正的.如果 p = m,那么 D ir ich le t问题的第一特征值起了

重要作用.

对问题 ( 2)和 ( 3) 来说, 扩散项与吸收项以及快速扩散与强吸收之间的差别将导致任何有界非负解

都在有限时间内趋于零. 但在 ( 1)和 ( 4)中,非线性源被称为 /热源 0.而在 (2)和 ( 3)中, 源 - u
q
被称为

/冷源0.不同的源对解的性质造成完全不同的影响 [ 13 ]
.

对于具有 /热源0的问题 ( 1),文献 [ 16] 给出对于足够大的初值条件解将在有限时间内爆破. 在这篇

文献中得到:如果初值充分小, 方程 ( 1) 的解在有限时间内消逝.

众所周知, 由于在 ¨u = 0的点处椭圆模量是退化的 (当 p > 2时 )或者是爆破的 (当 1 < p < 2时 ),

所以当 p > 2时方程 (1)是退化的, 当 1 < p < 2时方程是奇异的,因此总之没古典解. 鉴于此,问题 (1)的

非负弱解被如下定义. 方便起见, 我们定义 8T = 8 @ ( 0, T ), T > 0. 当 Q> 0时, 给出如下记号 �8和 �8Q:

�8 = {x I 8; u0 (x ) > 0}, �8Q = { x I �8; d ist( x, 5�8 ) > Q}.

定义 1 非负函数 u被称为问题 ( 1) 的弱解当且仅当 u I L
]
( 8T ) H L

p
( 0, T; W

1, p
0 ( 8 ) ), ut I

L
2
( 8T ),且满足

QQ8 T ( - u< t + | ¨u |
p- 2¨u¨< - K | u |

q-2
u < ) dxdt = 0, ( 5)

以及

lim
ty 0+ Q8 | u ( x, t) - u0 ( x ) | dx = 0,

此处检验函数 < ( x, t ) I C
]
0 ( 8T ).

注 1 当边界值是任意非负函数 WI L
]
( 8T ) H L

p
( 0, T; W

1, p
0 (8 ) ),这时定义的弱解需要用 u - WI

L
]
( 8T ) H L

p
( 0, T; W

1, p
0 (8 ) ) 替换 u I L

]
( 8T ) H L

p
(0, T; W

1, p
0 ( 8 ) ). 而且, 由于 C

]
0 ( 8T ) 在 L

p
(0, T;

W
1, p
0 (8 ) )中稠密, 可以断言对于任意的 < I L

]
(8T ) H L

p
(0, T; W

1, p
0 ( 8 ) )上述等式成立.

类似地,为了定义下解 (上解 )u ( x, t ) (�u ( x, t) ),对每一个 < ( x ) > 0, 只需要要求在 8中 u (x, 0) [

u0 ( x ) (�u (x, 0) \ u0 ( x ) ), 在 58 @ [ 0, T ]上 u( x, t) [ 0 (�u( x, t) \ 0), 且 (1)中的等号用 [ (\ )代替.

1 引理

在研究问题以前, 先给出一些引理. 这些引理将是稍后证明中很有用的工具. 首先, 建立比较原理.
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为了证明比较原理, 先给出一个关于代数不等式的简单结论.

引理 1 对任意 x, y I R
N
,以下不等式成立

( | x |
p- 2
x - | y |

p- 2
y ) # ( x - y ) \

C 1 ( | x | + | y | )
p- 2
| x - y |

2
, ifp > 1,

C2 | x - y |
p
, ifp > 2,

其中 C1和 C2是只依赖于 p的正常数.

关于这个引理的详细说明,可参见文献 [ 16]中的引理 4110以及文献 [ 17]中的引理 2. 1. 此处, 证明

如下比较原理:

引理 2 假设 u( x, t), �u ( x, t) 是 ( 1)对应的上解和下解, 那么在 8T上 u( x, t) [ �u (x, t)几乎处处成

立.

证明  对于足够小的 D, 设

QD( R ) =

0, D< 0,

R
D
, 0 [ R [ D,

1, R < D,

那么 QD( R )是一个分段可微函数. 令 < (x, t) = QD( ( u - �u ) ( x, t) ), 容易验证 < ( x, t )是一个满足定义 1条

件的函数.

根据定义 1中的 ( 5) 式, 有

Q8 u( x, t2 )< (x, t2 ) dx - Q8 u( x, t1 )< (x, t1 ) dx [

Q
t
2

t1
Q8 { u<s - | ¨u | p- 2¨u¨< + K | u |

q- 2
u< } dxdt ( 6)

和

Q8�u( x, t2 )< (x, t2 ) dx - Q8�u( x, t1 )< (x, t1 ) dx [

Q
t
2

t1
Q8 {�u< s - | ¨�u |p- 2¨�u¨< + K | �u |

q- 2
�u< } dxdt. ( 7)

设 t1 = S, t2 = S+ h < T, S, h > 0, 以及 X = u - �u, 由 ( 6)和 (7)式 有

Q8 X( x, S+ h ) QD(X ( x, S+ h ) ) dx [ Q8 X( x, S)QD( X (x, S) ) dx + Q
S+ h

S Q8 XQD( X) Xs dxds -

Q
S+ h

S Q8 ( | ¨u | p- 2¨u - | ¨�u |p- 2¨�u )¨QD( u - �u) dx ds +
KQ

S+ h

S Q8 QD( X (x, s ) ) ( | u | q- 2u - | �u | q-2�u ) <dxds. ( 8)

把 ( 8)式除以 h, 然后对 S在 ( 0, t)积分, t < T, 得到

Q
t

0

1
h Q8 X( x, S+ h ) QD(X ( x, S+ h ) ) dxdS [ Q

t

0

1
h Q8 X( x, S)QD( X (x, S) ) dxdS+

Q
t

0

1
h Q

S+ h

S Q8 XQD( X) Xs dxdsdS- Q
t

0

1
h Q

S+ h

S Q8 ( | ¨u | p- 2¨u - | ¨�u |p- 2¨�u )¨QD( u - �u) dxdsdS+

KQ
t

0

1

h Q
S+h

S Q8 QD(X ( x, s) ) ( | u |q- 2u - | �u | q- 2�u )<dx dsdS. ( 9)

令 h y 0
+
,由 Stek lov. s平均数 [ 8, 10 ]

的性质并经过简单的计算, 有

Q8 X( x, t )QD (X (x, t) ) dx [ Q8 X (x, 0) QD(X (x, 0) ) dx + Q
t

0 Q8 XQD( X) Xs dxds -

Q
t

0 Q8 ( | ü |
p- 2¨u - | ¨�u |p- 2¨�u )¨QD( u - �u ) dxds +

KQ
t

0 Q8 QD(X ( x, s) ) ( | u |
q- 2
u - | �u |

q- 2
�u) <dxds. (10)

下面研究 (10) 里的项. 首先, 定义
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I1 = { ( x, s) I 8 t: u (x, s) = 0};

I2 = { ( x, s) I 8 t: u ( x, s) X 0 and�u ( x, s) = 0};

I3 = { ( x, s) I Xt: u (x, s) X 0 and �u ( x, s) X 0}.

在 I1上 QD(X ( x, s) ) S 0, 在 I2上 X+ ( x, s) = u (x, s), 以及 u, �u I L
]
( 8T ), 有

Q
t

0 Q8 QD( X( x, s) ) ( | u |q- 2u - | �u | q- 2�u ) dxds [

QQI1 + QQI 2 + QQI3 ( | u |
q- 2
u - | �u |

q- 2
�u )QD( X( x, s) )dxds [

0 + QQI2 | u |
q- 2
uX+ dxds + QQI3 ( | u |

q- 2
u - | �u |

q- 2
�u )X+ dxds [ M Q

t

0 Q8 X+ dxds,

和

| Q
t

0 Q8 XQD( X) Xs dx ds | = | Q8 Q
X ( t)

X ( 0)
XQD( X) dXdx | [ Q8 Q

X( t)

X( 0)
X+ | QD( X) | dXdx [

1
D Q8 Q

D

0
X+ dXdx y 0, as Dy 0

+
.

其次, 对于 p > 1,根据引理 1,有

( | ¨u | p- 2¨u - | ¨�u |p- 2¨�u )¨QD( u - �u) \ 0.

最后, 有 Q8 X (x, 0) QD(X ( x, 0) )dx S 0,以及 QD \ 0在 R上几乎处处成立, XQD(X (x, t) ) 单调增且当 D
+ y

0时趋于 X+ . 进一步, 在 (10)中令 D
+ y 0, 可得

Q8 X+ ( x, t ) dx [ KM Q
t

0 Q8 X+ ( x, t )dxds.
根据 G ronw a ll. s不等式,有 Q8 X+ ( x, t) dx S 0, 即在 8T 上 u [ �u几乎处处成立. 证明完毕.

下面问题的第一特征值 K1对于本文的研究具有重要作用:

- d iv( | ¨< |
p- 2¨< ) = K | < |

p- 2
<, in 8; < | 58 = 0. (11)

引理 3是关于上述第一特征值 K1以及相应特征向量 < ( x )的.

引理 3 存在具有如下性质的正常数 K1 ( 8 ):

( i) 对任意 K < K1 (8 ), 特征函数只具有平凡解 < ( x ) S 0.

( ii) 当且仅当 K = K1 ( 8 )时 ( 11)存在正解 < I W
1, p
0 ( 8 ) H C (�8 ).

( iii) 当 K= K1 ( X)时,问题 (11)的解集是一维向量空间.

( iv) 若 8 1和 8 2是具有光滑边界的有界域, 且满足 81 < 82, 则有 K1 ( 81 ) > K1 ( 82 ).

( v) 设 { 8n }是一列具有光滑边界的有界域, 且满足 8n < 8n+ 1与 G ]
n = 1 8n = 8, 则 lim

ny ]
K1 (8 n ) =

K1 ( 8 ).

此引理由文献 [ 18]中的引理 211, 212以及文献 [ 16]中的引理 1. 1得出.

特征值问题

W= HW, in 8; W | 58 = 0 (12)

的第一特征值 H1和其相应特征函数 W( x )的性质已经很清楚了
[ 19]
. 而且可以利用 / R ay le igh商 0来定义

H1:

H1 = inf
uI H 1

0( 8 ), uX 0

Q8 | ¨u | 2dx
Q8 u2 dx

. (13)

给出问题 (11) 第一特征值 K1的类似的商如下.

引理 4

K1 = in f
uI W 1, p

0
( 8 ), uX 0

Q8 | ¨u | p dx
Q8 up dx

.
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2 解的熄灭

这一部分着重考虑问题 (1)解的熄灭.

定理 1 设 K = 0, 1 < p < 2, u是 ( 1)的弱解,则存在时间 T 使得对任意 (x, t) I �8 @ (T, + ] )有

u S 0.

证明  定义辅助函数
v( x, t ) = k(T - t)

1 /( 2-p )
+ ln(m + x1 + , + xn ), (14)

其中

k =
( p - 1) (2 - p ) n

p /2

(2m )
p

ln( 2m )

1 / ( 2- p)

, T =
m ax | u0 |

k ln2

2-p

,

m = sup{ | x1 | + , + | xn | } + 2, (15)

则

5v
5t = -

k
2 - p

(T - t)
( p- 1) / ( 2- p)
+ ln(m + x 1 + , + xn ), (16)

d iv( | ¨v |p- 2¨v) = (1 - p ) k
p- 1
(T - t)

(p- 1 ) /( 2-p )
+ n

p /2
(m + x1 + , + xn )

-p
. (17)

由 ( 14) ~ (17) 式可得

5v
5t

\ d iv ( | ¨v |p- 2¨v), (18)

v( x, 0) \ u0 (x ), Px I 8; v( x, t) \ 0, P ( x, t ) I 58 @ ( 0, + ] ). (19)

由引理 2以及 (18)、(19) 式可得 u( x, t) [ v (x, t). 由 v (x, t) 的定义可知对所有的 ( x, t) I �8 @ (T, +

] ), u (x, t) [ v( x, t ) S 0.定理 1得证.

定理 2 设 K = 0, u是 ( 1)的弱解,则对充分小的初值, 存在时间 T 使得对任意 ( x, t) I �8 @ (T, +

] ) 有 u S 0.

证明  对 ( 1) 的第一个方程乘以 u
s
, 其中 s > 0, 并在 8上积分, 可得

1
s + 1

d
dt Q8 u s+ 1 dx + sp

p

( s + p - 1)
p Q8 | ¨u

p+ s- 1
p |

p
dx = KQ8 | u |q- 2us+ 1 dx. (20)

由引理 2, 如果在 8中 u0 [ k< ( x ), 其中 k > 0充分小, < ( x )是 (11)的第一特征函数, 且max
xI 8

< (x ) = 1,

很容易验证 k< ( x )是 ( 1)的上解; 那么, 对于所有 (x, t) I 8 @ (0, 1)都有 u (x, t) < k< (x ). (20)式可

改写为

1

s + 1

d

dtQ8 u
s+ 1

dx +
sp
p

( s + p - 1)
p Q8 | ü

p+ s- 1
p |

p
dx [ k

q- 2 Q8 u s+ 1 dx.
可得

1
s + 1

d
dt Q8 u s+ 1 dx [ Kk

q- 2 Q8 us+ 1 dx.
通过积分,有

Q8 us+ 1 dx [ K( s + 1) k
q- 2
tQ8 us+ 10 dx. (21)

那么对充分小的初值,由 ( 21) 式知,存在时间 T 使得对任意 (x, t) I �8 @ (T, + ] ) 有 u S 0.
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