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[摘要 ]  主要研究了 +-有界变差函数的性质,讨论了 +-有界变差函数与有界变差函数的联系 .同时, 将本性变

差的概念推广到了 +-本性变差,并给出了相关结果的证明.
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Abstrac t: Th is paperm a inly expounds the nature o f +- function of bounded variation, discusses the connec tion betw een

the +- function of bounded variation and the function o f bounded variation. A t the sam e tim e, this paper expands the

concept o f essential var ia tion to +- func tion o f bounded variation, and g ives the re levan t justification.
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  W aterm an D在 1972年首次提出了 +-有界变差函数的概念
[ 1]

, 作为对有界变差函数的一种推广,它

在数学领域的经典分支 Fourier级数的研究中得到了广泛的应用
[ 1, 2 ]

.随后, W aterman D再次对 +-有界变

差函数的性质进行了一系列的讨论
[ 3 ]

.本文首先讨论了 +-有界变差函数与有界变差函数的联系,并在 +-

有界变差函数的性质基础上进一步研究了 +-有界变差函数的连续性,并将本性变差的概念推广到了 +-

本性变差.本文所得到的一些新的结果,都将使我们对 +-有界变差函数有一个更深刻的认识.

在证明主要结果之前,先回顾一下有界变差函数和 +-有界变差函数的定义,并给出一个重要引理.

定义 1
[ 4]  设 f ( x )是定义在区间 I = [ a, b ]上的实函数,对 [ a, b]的任一分划

P: a = x 0 < x1 < , < xn = b

作变差和E
n

1

| f ( xi ) - f ( xi- 1 ) |,我们称 sup
P E

n

1

| f ( xi ) - f ( xi- 1 ) |为 f ( x )在 [ a, b ]的全变差,记作 V(f; I ),

即

V( f; I) = sup
P E

n

1
| f (x i ) - f (x i- 1 ) |.

如果 V( f; I ) < + ] , 那么就称 f (x )是区间 [ a, b ]上的有界变差函数,记作 f ( x ) I BV( [ a, b ] ).

定义 2
[ 1]  设 + = {Kn }为一给定的非降正数列, E

]

n= 1

1
Kn

= ] .设 f (x )是定义在区间 I = [ a, b]上的

实函数, { In = [ an, bn ] } 为 [ a, b] 上互不重叠的区间列,记 f ( In ) = f ( bn ) - f ( an ).若对任意的 { In },都有
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E
]

1

| f ( In ) |

Kn

< + ] ,

则称 f (x )是区间 I上的 +-有界变差函数,记作 f I +BV( I ),或 f (x ) I {Kn } BV( I ).

由上面定义可以看出, +-有界变差函数的定义不直接依赖于这种函数的定义区间的分划.下面的引

理给出了 +-有界变差函数的几种等价定义.

引理 1
[ 3]  以下三个命题是等价的:

( 1) f ( x )是区间 I = [ a, b]上的 +-有界变差函数 (f ( x ) I +BV( I ) ),

( 2) 存在M > 0,使对 [ a, b ]上的任何不相重叠的闭区间列 { [ an, bn ] },有

E
]

1

| f ( bn ) - f ( an ) |

Kn

[ M ,

( 3) 存在M > 0,使对 [ a, b ]上的任何有限多个互不重叠的闭区间 [ a1, b1 ], [ a2, b2 ], ,, [ aN , bN ], 有

E
N

1

| f ( bn ) - f ( an ) |

Kn

[ M .

详细的证明参见 [ 3].

由引理 1的 ( 2),自然可以引入

定义 3
[ 3]  设 f ( x )是区间 I = [ a, b]上的 +-有界变差函数,称

V+ ( f; I) = sup E
]

1

| f ( In ) |

Kn

: In < I

为 f ( x )在区间 I上的 +-全变差.

而由引理 1的 (3),我们很容易得出定义 3的一个等价定义.

定义 3c 设 f ( x ) 是区间 I = [ a, b] 上的 +-有界变差函数,我们称

V+ ( f; I) = sup
[ a, b] E

N

1
| f ( bn ) - f ( an ) |

1

Kn

为 f ( x )在区间 I上的 +-全变差,其中 sup
[ a, b]
指取遍 [ a, b ]上任何有限多个互不重叠的闭区间 [ a1, b1 ] , [ a2,

b2 ], ,, [ aN , bN ]的上确界.

1 +-有界变差函数与有界变差函数的联系

我们知道 +-有界变差函数的定义不直接依赖于这种函数的定义区间的分划,这和一般有界变差函数

的定义不同.但是, +-有界变差函数作为对有界变差函数的一种推广,它们之间还是有一定联系的.

定理 1 设 + = {Kn }是非降的正数列, 且有界.若 f ( x )是 +-有界变差函数,则此时 f ( x )是通常意义

下的有界变差函数.

证明  由题设可知, 存在 M > 0, 使得 0 < Kn [ M, P n I N. 考虑对 [ a, b] 的任一分划

P: a = x0 < x1 < , < xm = b,

则 [ x0, x1 ] , [ x1, x2 ] , ,, [ xm- 1, xm ] 是 [ a, b] 上的互不重叠的闭区间列.因为 f ( x ) I +BV( I ),故存在 K >

0, 使得

E
m

1

| f (xn ) - f ( xn- 1 ) |

Kn

[ K,

从而有

E
m

1

| f ( xn ) - f (xn- 1 ) | = M E
m

1

| f ( xn ) - f (xn- 1 ) |

M
[ M E

m

1

| f (xn ) - f ( xn- 1 ) |

Kn

[ MK.

于是

sup
P E

m

1

| f ( xn ) - f (xn- 1 ) | [ MK,

即 V( f; [ a, b] ) [ MK, f ( x )是有界变差函数.

2 +-有界变差函数的性质

+-有界变差函数作为对有界变差函数的推广,它在其定义区间 [ a, b ]上的许多性质, 例如连续性,有
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些是与有界变差函数的性质
[ 4, 5]
是一致的.下面的 3个定理在文献 [ 3]中有所表述.

定理 2 若 f ( x )是 [ a, b ]上的 +-有界变差函数,则 f ( x )为 [ a, b]上的有界函数.

定理 3 若 f (x )是区间 [ a, b]上的 +-有界变差函数,则对任意 x I [ a, b ), f (x + 0)存在;对 Px I

( a, b ], f (x - 0)存在.

定理 4 若 f ( x )是区间 I = [ a, b ]上的 +-有界变差函数,则 f ( x )的不连续点的全体是可列集.

为了引入 +-本性变差的概念,先回顾一下有关本性变差的一些内容.文献 [ 6]中提到的一个函数在

区间 [ a, b ]上规则的定义,为了本文的需要, 下面的定义已作了合理的推广 (不仅仅局限于有界变差函数

类 ).

定义 4 设 f ( x )是定义在区间 [ a, b]上的实函数,且 f ( x )在 [ a, b]上任一点的左、右极限都存在.若

f ( a ) = f ( a + 0), f ( b ) = f ( b - 0),且

f ( x ) I [ m in{f ( x - 0), f ( x + 0) }, max {f ( x - 0), f ( x + 0) } ] , P x I ( a, b ),

则称 f (x )在区间 [ a, b] 上是规则的 ( no rm al), 或称 f ( x ) 在区间 [ a, b] 上没有外部的跳跃点 ( ex ternal

sa ltus).

事实上,对于 +-有界变差函数,我们将证明类似的结果也是成立的.

定理 5 设 f ( x )是定义在区间 I = [ a, b]上的 +-有界变差函数, 若 f (x )在 I上是规则的,则 V+ ( f; I)

只与 f (x )在 I上连续点的取值有关.

证明  对任意的 E > 0,由定义 3c可知存在不相重叠的闭区间 [ an, bn ] ( n = 1, 2, ,, N ) 使得

V+ (f; I ) < E
N

1
| f ( bn ) - f ( an ) |

1
Kn

+
E
2
,

因此, 如果能找到不相重叠的闭区间 [ An, Bn ] ( n = 1, 2, ,, N c)使得 An和 Bn为 f (x )的连续点,且有

E
N

1
| f ( bn ) - f ( an ) |

1
Kn

[ E
N c

1
| f (Bn ) - f ( An ) |

1
Kn

+
E
2
,

那么就可得

V+ (f; I ) < E
N c

1

| f ( Bn ) - f ( An ) |
1
Kn

+ E,

也就是说 V+ (f; I )只与 f ( x ) 在连续点的取值有关.

事实上,任取一项 | f ( bn ) - f ( an ) |
1
Kn

,若 bn为 f ( x )的不连续点 (对 an为 f ( x )的不连续点的情形可

进行如下类似的处理 ),则由题设可知

m ax{ | f ( an ) - f ( bn - 0) |, | f ( an ) - f ( bn + 0) | } \ | f ( bn ) - f ( an ) |,

由定理 3和定理 4可以取 f (x )的连续点 bcn充分接近 bn并满足

| f ( bn ) - f ( an ) | < | f ( bcn ) - f ( an ) | +
E

2E
N

1

1

Kk

.

假如 bn不是另外的 [ ak, bk ] ( k X n )的端点, 则还可使 bcn满足 [ an, bcn ]代替 [ an, bn ]后与其它的 [ ak, bk ] ( k

X n) 仍不重叠.如果 bn是另外一个 [ a l, bl ] 的端点,那么它必为 [ bn, cn ]的形式,这时

| f ( cn ) - f ( an ) | [ | f ( bn ) - f ( an ) | + | f ( cn ) - f ( bn ) | . (* )

如 (* )式中等号成立,将两个闭区间 [ an, bn ]、[ bn, cn ]换成一个闭区间 [ an, cn ], 并让它对应 m in{Kn, Kl },

记 m ax{ Kn, Kl } = Kk, 然后令 [ ak+ 1, bk+ 1 ]相应于 Kk, [ ak+ 2, bk+ 2 ]相应于 Kk+ 1,如此等等,显然这样得到的新

和式E c满足

E
N

1

| f ( bn ) - f ( an ) |
1
Kn

[ E c,

故有

V+ ( f; I ) < E c+ E
2

.

再对得到的新的闭区间列的使 f ( x )不连续的端点进行如上的同样处理, 由于开始时闭区间的个数N
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是不变的,且若有使 f (x )不连续的两个区间的共同端点使 (* )成立等号,则经过如上处理后得到的新的

闭区间列的个数减少 1. 由此, 可不妨设对于初始的N个闭区间, 若存在两个区间共同的使 f ( x )不连续的

端点,那么它们使 (* )式成立不等号.而若 (* )式成立不等号,则 f ( cn ) - f ( bn )与 f ( bn ) - f ( an )必异号.

先设 f ( an ) < f ( bn ), f ( cn ) < f ( bn ),这时可取 bcn使得 f ( bcn )充分接近 m ax{ f ( bn + 0), f ( bn - 0) },且

| f ( bn ) - f ( an ) | < | f ( bcn ) - f ( an ) | +
E

2E
N

1

1
Kk

,

| f ( cn ) - f ( bn ) | < | f ( cn ) - f ( bcn ) |+
E

2E
N

1

1

Kk

.

而对 f ( an ) > f ( bn ), f ( cn ) > f ( bn )的情形,则可选 bcn, 使 f ( bcn )充分接近 m in{f ( bn + 0), f ( bn - 0) };在

这两种情况下,都将 [ an, bn ]、[ bn, cn ] 代替为 [ an, bcn ]、[ bcn, cn ] .总之,对每个以 f ( x )的不连续点为端点

的闭区间 [ an, bn ]都作如上的处理, 那么我们就可得到所需要的闭区间 [ An, Bn ] ( n = 1, 2, ,, N c).

由定理 5, 我们给出的 +-本性变差的概念如下:

定义 5 设 f ( x ), g ( x )是区间 I = [ a, b]上的 +-有界变差函数,若 f (x ) = g ( x ) a. e. x I I且 g ( x )

在 I上是规则的,那么称 V+ ( g; I )为 f (x )在 I上的 +-本性变差, 记做

V+-es s (f; I ) = V+ ( g; I ).

定理 6 设 f ( x ), g ( x )是区间 I = [ a, b]上的 +-有界变差函数,若 f (x ) = g ( x ) a. e. x I I且 g ( x )

在 I上是规则的,则

V+ (g; I) [ V+ ( f; I).

证明  令 E = I \ ( { x: f ( x ) X g ( x ) } G { y: y是 g ( x )的不连续点 } ).因为 g (x )在 I上是规则的,故

由定理 5可知, V+ (g; I)的值只与 g (x )在 E上的取值有关,即对任意的 E> 0,存在 I上有限个不相重叠的

闭区间 [ an, bn ] ,其中 an, bn I E ( n = 1, 2, ,, N ),使得

V+ (g; I) < E
N

1

| g ( bn ) - g ( an ) |
1

Kn

+ E.

又显然

E
N

1

| g ( bn ) - g ( an ) |
1
Kn

= E
N

1

| f ( bn ) - f ( an ) |
1
Kn

[ V+ ( f; I ),

从而

V+ ( g; I ) [ V+ (f; I ) + E,

最后, 由 E的任意性,即知 V+ ( g; I ) [ V+ (f; I ).

下面给出引入 +-本性变差概念以后所得到的主要结果, 此结果推广了对于有界变差函数情形的结

果:

Vess (f; I ) = in f
gI B V( I)

f = ga. e. x I I 

V( g; I ).

定理 7 设 f ( x )是区间 I = [ a, b ]上的 +-有界变差函数,则有

V+-ess (f; I ) = inf
g I +BV( I )

f= ga. e. xI I  

V+ ( g; I).

证明  首先,对于任意的区间 I = [ a, b ]上的 +-有界变差函数 g ( x ),且 f (x ) = g ( x ) a. e. x I I,则

由定理 6及 +-本性变差的定义可知

V+-es s (f; I ) [ V+ ( g; I ),

因此,

V+-ess (f; I ) [ inf
g I +BV( I )

f= ga. e. xI I  

V+ ( g; I). ( 1)

其次,由定理 3和定理 4我们可以适当改变 f (x )在其不连续点的取值, 使得到的新函数 �g( x )在 I上是规则

的.又显然此时有

f (x ) = �g ( x ) a. e. x I I,
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从而由定理 6, 可得

V+-ess (f; I ) = V+ (�g; I) \ inf
gI +BV( I )
f= g a. e. xI I 

V+ ( g; I ), ( 2)

最后由 ( 1)和 ( 2),即得所证.
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(上接第 20页 )

由引理 2和引理 3的等号成立条件可得 (2)等号成立当且仅当 K 1 = K 2 = , = K n. 定理 1得证.

有关平均值理论的一些新成果可参考文献 [ 5, 6] ;有关几何不等式的新成果可参考文献 [ 13, 14] .
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