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[摘要 ]  研究了一类带有修正的 H o lling- II型响应函数的捕食模型的齐次 D ir ichlet边值问题. 通过分析其相

应的反应扩散系统正解的渐近性, 得到了正解存在的一个必要条件, 并且应用锥上的拓扑度理论指出了该条件

也是正解存在的充分条件. 此外, 研究了一维情形下正解的惟一性.
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Abstrac t: A predato r-prey m ode lw ith M od ified H o lling-Type II Schemes under hom ogeneous D irich le t boundary cond-i

tion is cons ide red. By analyzing the asym ptotic behav io rs of positive so lutions to the corresponding reaction-diffusion

m ode,l a necessary condition fo r the ex istence o f pos itive so lutions is g iven. M o reover, by v irtue of the topo log ical de-

g ree theory in cones, it turns out that the necessary cond ition is suffic ient. Besides, the uniqueness o f positiv e solutions

in one dim ension space is described.
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  本文考察

- $u = u a - u -
v

(1 + bu) ( 1 + cv)
, x I 8,

- $v = v
mu

( 1 + bu ) ( 1 + cv)
- d , x I 8,

u = v = 0, x I 58

( 1)

正解的存在性和惟一性, 其中 8是 R
N
中边界 58光滑的有界区域, $为 Lap lace算子, u、v分别为食物和猎

物的密度, a、b、c、d、m都是正常数. 响应函数 u
( 1 + bu ) ( 1 + cv)

是 B azyk in
[ 1]
在H o lling-II型响应函数的基

础上引入猎物之间的竞争项建立的, 有时称这种响应函数为修正的H o lling-II型响应函数. 对于猎物有正

的出生率的捕食模型, W ang等人在文献 [ 2] 中应用锥上拓扑度、分支理论以及奇异扰动理论做了简单讨

论. 关于捕食模型的研究还可以参看文献 [ 3-5].

1 预备性结果

本节给出一些预备性结果, 这些结果在后面的分析中将经常遇到.
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令 K1 ( q )是下述特征值问题的主特征值:

- $w + q (x )w = Kw, x I 8; w = 0, x I 58, ( 2)

其中 q (x ) I C (�8 ). 众所周知, K1 ( q )是简单的, 即为单重的. 又若 q1 (x ) [ q2 (x ), 且 q1 ( x ) ¢ q2 ( x ),

则有 K1 ( q1 ) < K1 ( q2 ). 为了方便起见, 记 K1 = K1 (0).

考虑下面的边值问题:

- $w = w f( x, w ), x I 8; w = 0, x I 58, ( 3)

其中 f (x, w ): �8 @ [ 0, ] ) y R满足下面的假设:

(H 1) f (x, w )关于 x属于 C
A
, 0 < A< 1;

(H 2) f (x, w )关于 w 属于 C
1
, 并且 P ( x, w ) I �8 @ [ 0, ] ), fw (x, w ) < 0;

(H 3) 存在正常数 C, 使得当 ( x, w ) I �8 @ [C, ] )时, f ( x, w ) [ 0.

本文将反复用到下面的引理, 该引理来源于文献 [ 6, 7] .

引理 1 ( i) 若 K1 ( - f ( x, 0) ) \ 0, 则问题 ( 3)不存在正解, 并且平凡解 0是全局渐近稳定的;

( ii) 若 K1 (- f ( x, 0) ) < 0, 则问题 ( 3)存在惟一正解 w, 同时还满足 w ( x ) [ C. 进一步, 该正解 w

是全局渐近稳定的, 平凡解 0是不稳定的.

定义  C0 (�8 ) = {w I C (�8 ): w | 58 = 0}. 作为问题 ( 3)的特例, 考虑半线性椭圆型方程:

- $w = w ( k - w ), x I 8; w = 0, x I 58. ( 4)

由引理 1知,当 k [ K1时, w = 0是问题 (4)的惟一非负解. 当 k > K1时, 问题 ( 4)有惟一正解, 记作 Hk,

并且 Hk < k.

问题 (4)对应的初边值问题为

w t - $w = w ( k - w ), ( x, t) I 8 @ (0, ] ),

w = 0, (x, t) I 58 @ (0, ] ), w ( x, 0) \ 0, ¢ 0, x I 8 .
( 5)

记问题 ( 5)的惟一正解为 wk ( x, t). 由引理 1知, 若 k [ K1, 则 0是全局渐近稳定的, 而若 k > K1, 则当

ty ] 时, wk ( x, t)在 �8上一致收敛到问题 (4)的正解 Hk.

显然, 当 a [ K1时, 问题 ( 1)的非负解只有 ( 0, 0). 因此以后在本节都假设 a > K1. 类似于文献 [ 4]

的证明, 我们可以得到问题 ( 1)正解的先验界.

命题 1 问题 (1)的任意正解 ( u, v) 满足先验估计:

u( x ) [ Ha ( x ) < a, v( x ) < R: =
m + Ha

~

+ ]

c
, Px I 8 , ( 6)

其中Ha
~

= (- $)
- 1
Ha, 这里 ( - $)

- 1
是算子 ( - $)在 8上带有齐次 D ir ich le t边界条件的逆算子.

2 正解的存在性和惟一性

我们首先分析问题 (1)对应的反应扩散系统:

u t - $u = u a - u -
v

(1 + bu ) (1 + cv )
, ( x, t) I 8 @ ( 0, ] ),

v t - $v = v
mu

( 1 + bu ) ( 1 + cv)
- d , ( x, t) I 8 @ ( 0, ] ),

u = v = 0, (x, t) I 58 @ (0, ] ),

u (x, 0) = u0 (x ), v( x, 0) = v0 (x ), x I 8,

( 7)

其中 u0 ( x ), v0 (x )都为非负的连续函数且不恒为零.

现在,令 ( u (x, t), v (x, t) )是问题 ( 7)的非负解. 显然, ( u (x, t), v (x, t) )是整体存在的, 且利用抛物

型方程组的最大值原理可知, 对所有的 x I 8和 t > 0, 都有 u (x, t) > 0, v(x, t) > 0. 进一步, 我们能断

言下面关于 ( u ( x, t), v( x, t) )的渐近行为的一些结论.从生物学意义上讲, 这些结果意味着食物或者猎物

最终消亡.

命题 2 ( i) 若 a [ K1, 则当 ty ] 时, ( u ( x, t), v( x, t) ) y (0, 0)在 �8上一致成立;

)27)
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( ii) 若 a > K1, d \- K1 -
m Ha

1 + bHa
, 则当 ty ] 时, ( u (x, t), v(x, t) ) y ( Ha, 0)在 �8上一致成立.

证明  ( i) 由于 u t - $u [ au - u
2
, 借助于抛物型方程的比较原理知, 0 [ u (x, t) [ w a ( x, t), 其中

w a (x, t)是问题 ( 5)对应于 k = a且带有初值 w ( x, 0) = u( x, 0)的惟一正解. 注意到 a [ K1, 所以当 ty

] 时, wa ( x, t ) y 0在 �8上一致成立. 故 u ( x, t) y 0在 �8上一致成立. 选取 R > 0, 满足 mR < K1 + d.

利用 ( 7)的第二个方程可得, 存在 T m 1, 使得

vt - $v [ v
mR

1 + cv
- d , (x, t) I 8 @ (T, ] ).

因此由抛物型方程的比较原理和引理 1知, v( x, t ) y 0在 �8上一致成立.

( ii) 同上我们可得 0 [ u (x, t) [ w a ( x, t). 注意到 a > K1, 由引理 1知, wa (x, t) y Ha (x )在 �8上一

致成立, 所以

lim sup
ty ]

u (x, t) [ Ha ( x )在 �8上一致成立. ( 8)

下面分两种情况证明 v( x, t) y 0在 �8上一致成立.

情形 1 d > - K1 -
m Ha

1 + bHa
. 选取 E> 0, 满足 mE < d + K1 -

m Ha
1+ bHa

.由 ( 8)式知, 存在 T m 1,

使得 P ( x, t) I �8 @ [T, ] ), 有 u ( x, t) [ Ha ( x ) + E. 于是, P ( x, t ) I 8 @ [T, ] ), 有

vt - $v [ v
m (Ha + E)

(1 + bHa + bE) (1 + cv )
- d [ v

m Ha
( 1 + bHa ) (1 + cv )

+ m E- d ,

因此由抛物型方程的比较原理知, 0 [ v( x, t+ T ) [ z( x, t), 其中 z ( x, t) 是问题

z t - $z = z
m Ha

(1 + bHa ) ( 1 + cz)
+ m E- d , ( x, t ) I 8 @ ( 0, ] ),

z = 0, (x, t) I 58 @ (0, ] ),

z ( x, 0) = v (x, T ), x I 8

( 9)

的正解. 由引理 1知, v( x, t ) y 0在 �8上一致成立.

情形 2 d = - K1 -
m Ha

1 + bHa
. 同情形 1可证, 任取 S> 0, 存在T S m 1, 使得 0 [ v( x, t+ TS ) [ zS ( x,

t), 其中 zS (x, t)是问题 ( 9)对应于 E= S, T = TS时的正解. 由引理 1知, 当 ty ] 时 zS (x, t)在 �8上一

致收敛到 hS ( x ), 其中 hS是边值问题:

- $h = h
mHa

( 1 + bHa ) ( 1 + ch )
+ mS- d , x I 8,

h = 0, x I 58

(10)

的惟一正解. 因此对每个 S,

lim sup
ty ]

v( x, t ) [ hS ( x )在 �8上一致成立 1 (11)

利用正则性理论和嵌入定理,容易证明当 Sy 0时, hS ( x ) y 0在 �8上一致成立.在 ( 11)式中令 Sy 0, 我

们可得, 在 �8上一致地有,

lim sup
ty ]

v( x, t) [ 0.

因此 v (x, t) y 0在 �8上一致成立.

再次利用 (7)的第一个方程, 存在 �TD m 1,使得

u t - $u \ u ( a - u - D), (x, t) I 8 @ (�TD, ] ),

其中 D> 0满足 a - D> K1. 最终, 利用比较原理有

u ( x, t + �TD) \ wa- D( x, t),

其中 w a- D( x, t )是问题 ( 5)对应于 k = a - D且带有初值 w ( x, 0) = u ( x, TD)的正解. 这导致下面的结果:

l im sup
ty ]

u ( x, t) \ Ha- D( x ) 在 �8上一致成立. (12)

注意到,当 Dy 0时, Ha- D( x ) y Ha在 �8上一致成立.从而借助于 (12) 式可知

)28)
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lim sup
ty ]

u (x, t) \ Ha ( x )在 �8上一致成立. (13)

结合 ( 8)以及 ( 13)知 ( ii)成立.

注 1 记 d
*

= - K1
- mHa
1 + bHa

.由命题 2知, 若问题 ( 1)存在正解, 则 a > K1, d < d
*
. 定义 f ( k ) =

- K1
- mHk
1 + bHk

, 则由文献 [ 4] 知, f ( k ) 是 (K1, ] ) 上的严格单调增函数, 并且 lim
ky ]

f ( k ) = m /b - K1,

l im
ky K1

f ( k ) = - K1. 显然, d
*
> 0成立的一个必要条件是 m /b- K1 > d

*
> 0, 即 m > bK1. 当m > bK1时,

记 a
*
> K1为 f ( k )的惟一零点, 则 d

*
> 0当且仅当 a > a

*
. 因此我们得到问题 (1)存在正解的一个必

要条件:

m > bK1, a > a
*
, d < d

*
. (14)

在下面的讨论中, 没有特殊说明, 我们总认为 a, b, d, m满足条件 ( 14).

锥上的拓扑度理论是研究椭圆型方程组齐次 D ir ich le t边值问题正解存在性的一个有力工具. 这里,

我们采用 [ 2]的框架来讨论问题 (1).为此,引入一些记号.

E = [C
1
0 (�8 ) ]

2
, 其中 C

1
0 (�8 ) = {w I C

1
(�8 ): w | 58 = 0};

W = K @K, 其中 K = {w I C
1
0 (�8 ): w ( x ) \ 0};

D = { ( u, v) I W: u < a, v < R }.

P t I [ 0, 1] , 定义

F t ( u, v) = ( - $ + M )
- 1

tu a - u -
v

( 1 + bu ) ( 1 + cv)
+ M u

tv - d +
mu

( 1 + bu ) ( 1 + cv)
+ M v

,

其中M = m ax 1

c
, d + 1. 根据正则性理论和嵌入定理知, F t是 E上的全连续算子序列. 再根据最大值原

理, 可得 F t ( u, v): [ 0, 1] @�D y W. 同命题 1可以证明, F t的非负不动点都落在D内. 因此 degW ( I - F t,

D )有定义, 并且由同伦不变性知, degW ( I - F t, D )不依赖于 t. 为了方便, 记 F = F1. 显然求解问题 ( 1)

的正解等价于寻找算子 F的正不动点. 同文献 [ 2] 引理 1的分析, 我们得到

引理 2 假设 (0, 0) 和 (Ha, 0) 都是 F的孤立不动点, 则

( i) degW ( I - F, D ) = 1;

( ii) indexW (F, ( 0, 0) ) = indexW (F, (Ha, 0) ) = 0.

结合引理 2和注 1, 我们得到问题 ( 1) 存在正解的充分必要条件.

定理 1 问题 (1)存在正解当且仅当 a, b, d, m满足条件 ( 14).

证明  只需要证明充分性.假设问题 ( 1)没有正解,注意到 a > a
*
> K1, 则问题 ( 1)的非负解只有

( 0, 0)和 ( Ha, 0). 显然它们都是 F的孤立不动点,因此由引理 2知

1 = degW ( I - F, D ) = indexW (F, (0, 0) ) + indexW ( F, (Ha, 0) ) = 0,

矛盾. 因此问题 ( 1) 有正解.

最后, 利用文献 [ 8]中介绍的方法在一维情形下讨论问题 ( 1)正解的惟一性.

定理 2 设 8 = ( p, q ),问题 (1)中的参数满足 m > bK1, a > a
*
, d < d

*
且 Rb [ 1, 其中 R由 ( 6)式

给定, 则问题 ( 1) 的正解惟一.

证明  根据定理 1,问题 ( 1)有正解, 记为 ( u1, v1 ). 设 ( u2, v2 )是问题 ( 1)的另一个正解.令

U: S u1 - u2, V: S v1 - v2,

L1 = -
d

2

dx
2 + u1 + u2 - a +

v1

(1 + bu1 ) (1 + bu2 ) (1 + cv1 )
,

L2 = -
d

2

dx
2 + d -

mu1

( 1 + bu1 ) ( 1 + cv1 ) ( 1 + cv2 )
.

直接计算可得

)29)
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L1U = -
u2

(1 + bu2 ) (1 + cv1 ) (1 + cv2 )
V,

L2V =
mv2

(1 + bu1 ) (1 + bu2 ) (1 + cv2 )
U.

因为 ( u1, v1 )是问题 ( 1)的正解, 所以根据 K re in-Ru tm an定理知

K1 u1 - a +
v1

( 1 + bu1 ) ( 1 + cv1 )
= K1 d -

mu1

( 1 + bu1 ) ( 1 + cv1 )
= 01 (15)

利用 K1 (# ) 的单调性及 (15)式可以推出

K1 d -
mu1

(1 + bu1 ) (1 + cv1 ) (1 + cv2 )
> K1 d -

mu1

( 1 + bu1 ) ( 1 + cv1 )
= 0.

根据先验估计 (6)式和假设知,

v1 < R [ 1

b
<

( 1 + bu1 ) ( 1 + bu2 ) ( 1 + cv1 )

b
,

因此

u2 +
v1

( 1 + bu1 ) ( 1 + bu2 ) (1 + cv1 )
>

v1

(1 + bu1 ) (1 + cv1 )
. (16)

再利用 K1 (# )的单调性,我们可得

K1 u1 + u2 - a +
v1

( 1 + bu1 ) ( 1 + bu2 ) (1 + cv1 )
> K1 u1 - a +

v1

( 1 + bu1 ) ( 1 + cv1 )
= 0.

因此由文献 [ 8]中的定理 3. 1知, ( U, V) = ( 0, 0).故问题 ( 1)的正解惟一.

注 2 当参数 b n 1充分小或 c m 1充分大时, 都能保证 Rb [ 1. 因为 c代表猎物之间的竞争强度,

所以, 从生物学意义上讲, 定理 2的结果说明猎物之间的强竞争限制了两种群的多样性.
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