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[摘要 ]  研究了一类含 H ardy位势的 p阶 Laplace方程, 运用 H ardy不等式验证了 Ceram i条件.进一步,通过带

Ceram i条件的喷泉定理讨论了无穷多解的存在性.
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Abstrac t: Th is paper considers a supe rlinear p-Laplac ian equation w ith H ardy po ten tia.l Thanks to H ardy. s inequa lity,

infinite ly m any solutions are obtained through the Founta in theo rem w ith Ceram i. s cond ition.

K ey words:H ardy. s inequa lity, infin itely many so lutions, Ce ram i. s condition, Founta in theorem

 收稿日期: 2009-06-10.

基金项目:国家自然科学基金 ( 10471047) .

通讯联系人:姚仰新,教授,研究方向:非线性偏微分方程及其应用. E-m ai:l m ayxyao@ scut. edu. cn

  有关 p-Laplace方程非平凡解和无穷多解的存在性已经有了很多好的结果, Garc ia Azorero J等在文

[ 1, 2]中都有所讨论.在文 [ 3]中, U billa P在较弱的条件下研究了 p-Lap lace方程的边值问题, 得到了无穷

多解的存在性,本文研究了一类含 H ardy位势的 p-Lap lace方程

- d iv( | Du |
p- 2

Du ) = L
| u |

p- 2
u

| x |
p + f ( x, u ), x I 8,

u = 0, x I 58,
( 1)

其中 1 < p < N, 0 [ L< �L =
N - p

p

p

, 8是 R
N
中的有界光滑区域, 引进如下记法, F ( x, t) = Q

t

0
f ( x, s) ds,

定义泛函

I( u ) =
1
p Q8 | Du |

p
dx -

L
p Q8 | u |

p

| x |
p dx - Q8F ( x, u ) dx. ( 2)

众所周知,问题 ( 1) 的弱解恰为泛函 I ( u )的临界点.对任意 u, UI W
1, p

0 ( 8 ),

3Ic( u ), U4 = Q8 | Du |
p- 2

D uDUdx - LQ8 | u |
p- 2

uU
| x |

p dx - Q8 f (x, u) Udx, ( 3)

记 F (x, s) = f (x, s) s - pF ( x, s).对于问题 (1)中的非线性项 f ( x, s) 我们做如下假设:

( f1 ) f ( x, s) I C (�% @ R, R ),且存在 q I ( p, p
*

), p
*

= N p /(N - p ) 表示 Sobo lev嵌入的临界指数,

使得对 ( x, s) I 8 @ R有 | f ( x, s) | [ C (1 + | s |
q- 1

).

( f2 ) lim
| s |y ]

f (x, s) s

| s |
p = + ] 对于 x I 8 一致.
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( f3 ) 存在 H\ 1,M > 0,对 (x, s) I 8 @ R且 | s | \ M, t I [ 0, 1] ,有 HF (x, s) \ F ( x, ts).

( f4 ) 对 ( x, s) I 8 @ R,有 f ( x, - s) = - f ( x, s).

本文 L
p
空间的范数用 |# |p表示, W

1, p

0 ( 8 )空间的范数记为 + # + ,即 + u+ = Q8 | Du |
p
dx

1
p

, u I

W
1, p

0 (8 ).由于条件 ( f2 )的存在,我们称问题 (1) 为超线性问题,容易验证条件 ( f3 ) 也可以写成如下形式,

存在 M 0 > 0使得当 t I [ 0, 1] 时

HF ( x, s) + M 0 \ F (x, ts). ( 4)

我们通过验证泛函 I ( u )满足 Ceram i条件,并利用带 Ceram i条件的喷泉定理得到如下结论:

定理  如果 f ( x, u ) 满足条件 ( f1 ) ~ ( f4 ) ,则问题 ( 1) 存在无穷多个弱解 { un }
]
n= 1, 且当 n y ] 时,

有 I ( un ) y + ] .

1 引理

在论证定理之前我们先给出 H ardy不等式并验证 Ceram i条件,对于任意 u I W
1, p

0 ( 8 ), 有如下 H ardy

不等式
[ 4]

Q8 | u |
p

| x |
p dx [ 1

�L Q8 | Du |
p
dx.

下面给出 Ceram i条件的定义:

定义  假设 X 是一 Banach空间,称 I( u ) I C
1
(X, R ) 对于 c I R满足 Ceram i条件,如果

( i) 任何满足 I ( un ) y c及 Ic( un ) y 0的有界点列 { un } < X 都有收敛子列;

( ii) 存在正常数 D, R 及 B,使得 + u+ # + Ic( u ) +X* \ B当 u I I
- 1

[ c - D, c + D]且 + u+ \ R时成

立.这里 + # +X* 表示 X 的对偶空间 X
*
中的范数.

由条件 ( f1 ),不难验证 I( u ) I C
1
(W

1, p

0 ( 8 ), R ),接着我们引入本文的引理.

引理  假设条件 ( f1 ) ~ ( f3 )成立,则泛函 I ( u) 满足 Ceram i条件.

证明  由 Sobo lev嵌入 W
1, p

0 ( 8 ) L
r
( 8 ) ( 1 [ r < p

*
)的紧性容易验证定义中的条件 ( i),详细可

参考文 [ 1] .下面我们验证定义中的条件 ( ii).

采用反证法,假设有某个 c I R使得引理结论不成立, 因而存在 { un } < W
1, p

0 ( 8 ) 满足 I( un ) y c,

+ un + y ] ,但却有 + un + # + Ic( un ) +W- 1, pc( 8 ) y 0 ( n y ] ),其中 + # +W- 1, pc( 8 )表示 W
1, p

0 ( 8 )的对偶

空间 W
- 1, pc

(8 ) 中的范数,这里
1

p
+
1

pc
= 1.由此容易知道3 Ic( un ), un 4 [ +un + # + Ic( un ) +W - 1, pc( 8 ) y

0, 因此

Q8 1
p

f ( x, un ) - F ( x, un ) dx = I ( un ) -
1
p

3Ic( un ), un 4 y c, ( n y ] ), ( 5)

记 w n = un /+ un +, 显然 +wn + = 1,故 {w n }
]
n = 1是 W

1, p

0 (8 ) 中的有界序列,因此存在子列 (不妨依然记为

{wn } ) 和 w I W
1, p

0 ( 8 ),使得

wn _ w, inW
1, p

0 (8 ),

w n y w, in L
r
( 8 ), ( 1 [ r < p

*
),

w n ( x ) y w (x ), a. e in 8.

( 6)

下面分两种情况产生矛盾, 如果w不恒为零,记 8 0 = { x I 8, w (x ) = 0},则 | 8 \80 | > 0,将3Ic( un ),

un 4记为 o (1),于是

+un + p
= Q8 | D un |

p
dx \ Q8 | Dun |

p
- L

| un |
p

| x |
p
dx = Q8 f (x, un ) un dx + o( 1),

两边除以 + un + p
,上式变为

1 \ Q8 f ( x, un ) un

+ un + p dx + o( 1) = Q8 0 + Q8 \8 0
f ( x, un ) un

| un |
p | w n |

p
dx + o ( 1). ( 7)
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当 x I 8 \8 0时, | un | y + ] ,由条件 ( f2 ) 知,

f ( x, un ) un

| un |
p | wn |

p y + ] , n y + ] .

由 Fatou引理可得

Q8 \8
0

f ( x, un ) un

| un |
p | wn |

p
dx y + ] , n y + ] . ( 8)

另一方面,由 ( f2 )知道,存在常数 G > 0,使得 f ( x, u ) u \ 0当 (x, u) I 8 @ - ] , - G ] G [G, + ] .因

此,对于所有的 n, 我们有

Q8 0
f ( x, un ) un

+ un + p dx =
1

+ un + p Q8 0( |un | [ G)
+ Q8 0( |un | >G )

f ( x, un ) un dx \

-
1

+ un + p Q8 0( |un | [ G )
| f (x, un ) un | dx \-

C

+ un + p Q8 0( |un | [ G )
( | un | + | un |

q
) dx \-

C

+ un + p (G + G
q
) | 8 |.

注意到当 n y ] 时, + un + y + ] ,故上式右端有下界, 即存在常数 A \ 0,使得

Q8 0
f (x, un ) un

+ un +
p dx \- A. ( 9)

由 ( 7) ~ ( 9) 得出矛盾,故 w 不恒为零不成立.

如果 w恒为零, 对于 t I [ 0, 1] 我们可以定义 C
1
类函数 I ( tu),并通过下式定义一列实数 { tn },

I( tnun ) = max
tI [ 0, 1]

I ( tun ), (10)

如果对于某个自然数 n有多个 tn满足上式,我们任取其中一个.

可以断言 + un + y ] 蕴含着 (在子列意义下 ) | un | q y ] .事实上,如果不然,则存在 M > 0, 使得

| un | q [ M. 由 ( f1 )可以得到 | F (x, s) | [ C ( | s | + | s |
q

),利用 H ardy不等式我们有

I( un ) =
1
p Q8 | Dun |

p
dx -

L
p Q8 | un |

p

| x |
p dx - Q8 F ( x, un ) dx \

C
p

+un + p
- C Q8 ( | un | + | un |

q
)dx \ C

p
+un + p

- C (M c+ M
q
),

其中 M c是与M有关的常数, C= 1 -
L
�L
.故 I( un ) y ] ,这与假设中 I( un ) y c矛盾.因此 | un | q y ] 成

立.记 m n = +un + / | un |q,由 | un | q y ] 知当 n充分大时,

m n

+un + =
+ un +
| un | q

# 1
+ un + =

1
| un | q

[ 1.

故由 ( 10) 式知

I( tn un ) \ I
mn

un

+ un + = I (m nw n ) \ C
p

m
p

n - Q8F ( x, m nwn ) dx. (11)

另外由 ( f1 )可知

Q8F (x, mnw n ) dx [ C ( | m nw n | 1 + | m nwn |
q

q ) = C
| un | 1

| un |q
+ 1 [ C c,

因此当 n充分大时, ( 11) 可变为

I( tnun ) \ C
p

m
p

n - Q8F ( x, m nwn ) dx \ C
p

m
p

n - C c.

另外可以验证 m n y ] ,事实上, 由 (6)知 | w n | q y | w | q = 0,即得

m n =
+un +
| un | q

=
| un | q

+ un +

- 1

=
un

+ un +

- 1

q

=
1

| w n | q

y ] ,

故 I ( tn un ) y + ] 当 n y ] . 又由 I( 0) = 0, I ( un ) y c可知 0 < tn < 1,故当 n充分大时

3Ic( tnun ), tnun 4 = tn
dI ( tun )

dt t= t
n

= 0. (12)

由 ( 4)和 ( 12)可知

)16)
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HQ8 f ( x, un ) un

p
- F ( x, un ) dx \ Q8 f ( x, tnun ) tnun

p
- F (x, tnun ) dx -

M 0

p
| 8 | =

I( tn un ) -
1

p
3Ic( tn un ), tn un 4-

M 0

p
| 8 | = I ( tn un ) -

M 0

p
| 8 | y + ] .

因此由上式可得

I( un ) -
1
p

3Ic( un ), un 4 = Q8 f ( x, un ) un

p
- F (x, un ) dx \ 1

H I( tn un ) -
M 0

p
| 8 | y + ] .

这与 ( 5)式矛盾,因此 w恒为零不成立.

综上可得 w 恒为零和不恒为零均不可,这是不可能的,引理得证.

至此, 我们完整地证明了泛函 I ( u) 满足 Ceram i条件. 众所周知, C eram i条件比 ( PS) 条件弱, 但

Ceram i条件完全能使形变定理成立.

2 定理的证明

下面我们利用带 Ceram i条件的喷泉定理证明问题 ( 1)无穷多解的存在性.在论证定理之前,我们给出

Bartsch的喷泉定理.

假设 X是可分的 Banach空间,且存在 { en } nI N < X, {<n }nI N < X
*

,使得

( i) 3<n, em 4 = D
m

n ,其中 D
m

n = 1,当 n = m 时. D
m

n = 0,当 n X m 时.

( ii) span{ en, n I N } = X, span
w*

{ <n, n I N} = X
*
.

令 X j = span{ ej },则 X = © j\1X j, 再记 Yk = © k

j= 1X j, Zk = © j\ kX j,有如下喷泉定理
[ 5 ]

.

命题  若 I I C
1
(X, R) 满足 Ceram i条件, I( - u) = I( u ), 又设对每个 k I N,存在 Qk > rk > 0,使

得

( i) bk = in f
u I Zk, + u+ = rk

I ( u ) y + ] , 当 k y + ] ,

( ii) ak = max
uI Y

k
, + u+ = Q

k

I ( u ) [ 0,

则 I ( u) 有一列使之趋于 + ] 的临界点.

下面我们介绍前面所述定理的证明.

定理的证明  对可分的 Banach空间 X = W
1, p

0 (8 ),引进上面定义的 X k, Yk, Zk.首先由 ( f4 )知, 对任

给的 u I W
1, p

0 ( 8 )有 I (- u ) = I ( u ),由前述引理知 I (u )满足 Ceram i条件.下面我们逐一验证泛函 (2)满

足喷泉定理的条件.

( i) 由 ( f1 ) ,存在 C0 > 0, 使得 | F ( x, s) | [ C0 ( 1+ | s |
q
), 令 Bk = sup

uI Zk, + u+ = 1
| u | q, k = 1, 2, ,,由文

[ 6] ,当 k y ] , Bk y 0.取 rk =
2C0p

C
B

q

k

1 /( p- q)

,则对 u I Zk, + u+ = rk利用 H ardy不等式以及 Bk的定义

有

I ( u) =
1

p Q8 | D u |
p

- L
| u |

p

| x |
p dx - Q8F ( x, u ) dx \

C
p

+u + p
- C0 | u |

q

q - C0 | 8 | \ C
p

+ u+ p
- C0B

q

k + u+ q
- C0 | 8 | =

C0
2C0p

C

q / (p- q)

B
pq / (p- q)

k - C0 | 8 |.

因为 Bk y 0,再由 q > p,所以由上式可得

bk = in f
u I Z

k
, + u+ = r

k

I ( u ) y + ] , k y + ] .

( ii) 为了直观, 我们定义范数 + u+ L, p = Q8 | Du |
p

- L
| u |

p

| x |
p dx

1
p

. 因为 d imYk < + ] ,而有限维

空间上各种范数等价,故存在 Ck, Bk > 0,对任意 u I Yk有

)17)
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1
p Q8 | Du |

p
- L

| u |
p

| x |
p dx =

1
p

+ u+ p

L, p [ Ck | u |
p

p = Ck Q8 | u |
p
dx, (13)

+u+
p

[ Bk | u |
p

p. (14)

由 ( f2 )知存在 Rk > 0,当 | s | > Rk时, F (x, s) \ 2Ck | s |
p
, 另一方面当 | s | [ Rk时,我们取M k = max{ 0,

inf
xI 8, | s | [ R k

F (x, s) },则对任意 ( x, s) I 8 @ R有

F ( x, s) \ 2Ck | s |
p

- M k. (15)

由 ( 13) ~ (15) 式,对 u I Yk 有

I( u ) =
1

p
+ u+ p

L, p - Q8 F (x, u) dx [ - Ck | u |
p

p + M k | 8 | [ -
Ck

Bk

+ u+ p
+ M k | 8 |.

由此可见对充分大的 Qk > 0(可以要求 Qk > rk ) 有 ak = max
u I Yk, + u+ = Qk

I( u ) [ 0.于是喷泉定理得证,因此

I ( u)有一列临界点 { uk } kI N,使得 I( uk ) y + ] ,证毕.
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