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[摘要 ]  研究了在权矩阵M, N 可逆的条件下加权广义逆的几个恒等式.
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  随着控制论、信息安全、数据分析、数理统计等学科的发展,近年来,作为其研究工具之一的广义逆矩

阵理论也飞速发展,其中加权 Moore-Penrose逆的研究越来越受到人们的重视.文 [ 1-7]均研究了矩阵乘积

加权广义逆 (AB )
+

M, N的恒等式或反序律.而本文是在权矩阵M, N为可逆阵的前提下, 将文 [ 6]中加权广

义逆的几个恒等式加以推广,从而使其应用更为广泛.由于条件的减弱,所以本文在证明方法上与相关文

献有所不同.

定义 1 设矩阵 A I C
m @n

,M, N分别为 m, n阶可逆矩阵,若存在矩阵 X满足下列四个等式:

AXA = A, XAX = X, (MAX )
*

= MAX, (NXA )
*

= NXA,

则称 X为 A的关于M, N的加权广义逆,记为 A
+

M, N.

本文所用的记号与文 [ 1]相同,只是 r (# ) 表示矩阵#的秩.

下文所提及的矩阵M, N 分别为 m, n阶可逆矩阵.

引理 1
[ 1]  

AB (AB )
( 1 )
A = A Z r(AB ) = r(A ), ( 1)

B (AB )
( 1 )
AB = B Z r(AB ) = r(B ). ( 2)

引理 2
[ 8]  A

+

M, N存在 Z A
*
M

*
A, AN

- 1
A
*
均为 H erm it ian, 且

r (A
*
M

*
A ) = r(AN

-1
A
*

) = r (A ). ( 3)

引理 3
[ 8]  若 A

+

M, N存在,则必惟一,且可表示为

A
+

M, N = N
- 1
A
*
(AN

- 1
A
*
)
( 1)
A (A

*
M

*
A )

( 1)
A
*
M

*
. ( 4)

(其中 ( 1) - 逆均可任取 )

1 主要结果

定理 1 设 A I C
m @p

, B I C
p @n

,若 (AB )
+

M, N存在,则
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( 1) (AB )
+

M, N = (A
+
AB )

+

I, N (ABB
+
)
+

M, I,

( 2) (AB )
+

M, N = ( (A
+
)
*
B )

+

I, N (B
+
A

+
)
*
(A (B

+
)
*

)
+

M, I.

证明  ( 1) 令 K = A
+
AB, 由 (AB )

+

M, N存在, 据引理 2知 (AB )
*
M

*
(AB ), (AB )N

- 1
(AB )

*
均为

H erm it ian矩阵, 且 r(AB ) = r( (AB )
*
M

*
(AB ) ) = r( (AB )N

- 1
(AB )

*
).

所以, KN
- 1
K
*

= A
+
ABN

- 1
(AB )

*
(A

+
)
*
为 H erm itian. 又

r (AB ) = r (AA
+
ABN

- 1
(AA

+
AB )

*
) [ r(KN

- 1
K
*

) [ r(K ) [ r(AB ),故 r (K ) = r (KN
- 1
K
*
) .

从而由引理 2知 K
+

I, N存在,即 (A
+
AB )

+

I, N存在.

同理可证 r(S ) = r (S
*
M

*
S),从而 (ABB

+
)
+

M, I存在.

因为 r(ABB
+

) = r (AA
+
ABB

+

) [ r (A
+
AB ) = r (A

+

ABB
+
B ) [ r(ABB

+

),

所以 r(ABB
+
) = r (A

+
AB ) = r( (A

+
AB )

*
(A

+
AB ) ) = r (B

*
A

+
AB ) = r (ABB

+
A
*

).

由引理 1易得

AB (B
*
A

+
AB )

( 1)
B
*
A

+
ABB

+
A
*
(ABB

+
A
*
)
( 1)
AB = AB. ( 5)

取 (A
+
ABN

- 1
(A

+
AB )

*
)
( 1)
为 A

*
(ABN

-1
(AB )

*
)
( 1)
A,取 ( (ABB

+
)
*
M

*
ABB

+
)
( 1)
为 B ( (AB )

*

M
*
AB )

( 1)
B
*
, 由 (5)式得

(A
+
AB )

+

I, N = N
- 1
(AB )

*
(ABN

- 1
(AB )

*
)
( 1)
AB (B

*
A

+
AB )

( 1 )
B
*
A

+
A,

(ABB
+

)
+

M, I = BB
+
A
*
(ABB

+
A
*
)
( 1 )
AB ( (AB )

*
M

*
AB )

( 1 )
(AB )

*
M

*
.

上述两式相乘并由 (4)式可得定理 1的 ( 1)式.

( 2) 令 K = (A
+
)
*
B, S = A (B

+
)
*
, 则

KN
- 1
K
*

= ( (A
+
)
*
A

+
AB )N

- 1
( (A

+
)
*
A

+
AB )

*
= ( (A

+
)
*
A

+
)ABN

- 1
(AB )

*
( (A

+
)
*
A

+
)
*
,

所以, KN
- 1
K
*
为 H erm itian.同理可证 S

*
M

*
S为 H erm it ian.

另外,

AB = AA
*
(A

+
)
*
B = AA

*
K = A (B

+
)
*
B
*
B = SB

*
B . ( 6)

由 ( 5)与 ( 6) 式

r (AB ) = r (ABN
- 1
(AB )

*
) = r (AA

*
KN

- 1
K
*
AA

*
) [

r (KN
- 1
K
*
) [ r(K ) = r( (A

+
)
*
A

+
AB ) [ r(AB ),

所以 r(KN
- 1
K
*

) = r(K ).同理可证 r(S
*
M

*
S ) = r(S ).

根据引理 2知 K
+

I, N = ( (A
+
)
*
B )

+

I, N与 S
+

M, I = (A (B
+
)
*

)
+

M, I存在.由

r(A
+*
B ) = r ( (A

+*
B )

*
A

+*
B ) = r(B

*
A

+
A

+*
B ),

r(AB
+*

) = r (AB
+*

(AB
+*

)
*

) = r(AB
+*
B

+
A
*

),

根据引理 1得

A
+*

B (B
*
A

+
A

+*
B )

( 1)
B
*
A

+
A

+*
B = B, AB

+*
B

+
A
*
(AB

+*
B

+
A
*
)
( 1)
AB

+*
= AB

+*
. ( 7)

取 (A
+*
BN

- 1
B
*
A

+
)
( 1) S ( (AA

*
)
+
ABN

- 1
(AB )

*
(AA

*
)
+
)
( 1 )
为 AA

*
(ABN

- 1
(AB )

*
)
( 1)
AA

*
,

取 (B
+
A
*
M

*
A (B

+
)
*
)
( 1) S ( (B

*
B )

+
(AB )

*
M

*
AB (B

*
B )

+
)
( 1)
为 B

*
B ( (AB )

*
M

*
AB )

( 1)
B
*
B,

由引理 3

( (A
+
)
*
B )

+

I, N = N
- 1
(AB )

*
(ABN

- 1
(AB )

*
)
( 1 )
AB (B

*
A

+
(A

+
)
*
B )

( 1)
B
*
A

+
,

(A (B
+
)
*
)
+

M, I = B
+
A
*
(A (B

+
)
*
B

+
A
*
)
( 1)
AB ( (AB )

*
M

*
AB )

( 1)
(AB )

*
M

*
,

上述两式相乘结合 (7)式即可证得定理 1的 ( 2) 式.

定理 2 设 A I C
m @p

, B I C
p @q

, C I C
q@n

,若 (ABC)
+

M, N存在,则

( 1) (ABC)
+

M, N = (A
+
ABC )

+

I, N B (ABCC
+
)
+

M, I,

( 2) (ABC)
+

M, N = ( (AB )
+
ABC )

+

I, N B
+
(ABC(BC )

+
)
+

M, I,

( 3) (ABC)
+

M, N = ( (ABB
+
)
+
ABC )

+

I, N B (ABC (B
+
BC)

+
)
+

M, I,

( 4) (ABC)
+

M, N = (A
+*
BC )

+

I, N A
+*
BC

+*
(ABC

+*
)
+

M, I,

( 5) (ABC)
+

M, N = ( (AB
+*

)
+
ABC )

+

I, N B
*
BB

*
(ABC (B

+*
C )

+
)
+

M, I,

( 6) (ABC)
+

M, N = ( (AB )
+*

C)
+

I, N (AB )
+*

B
+
(BC )

+*
(A (BC)

+*
)
+

M, I.
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证明  由 (ABC )
+

M, N存在及引理 2知, (ABC)
*
M

*
(ABC)与 (ABC )N

- 1
(ABC )

*
均为 H erm itian,且

r ( (ABC)
*
M

*
(ABC) ) = r( (ABC )N

- 1
(ABC )

*
) = r (ABC ).

( 1) 令 K = A
+
ABC, S = ABCC

+
, 则 KN

- 1
K
*

= A
+
ABCN

- 1
(ABC )

*
(A

+
)
*
为 Herm it ian.

另一方面, r (KN
- 1
K
*
) [ r (K ) [ r (ABC),又

r(KN
- 1
K
*

) \ r(AKN
- 1
K
*
A
*
) = r (ABCN

- 1
(ABC

*
) ) = r (ABC),

所以, r (KN
- 1
K
*
) = r(K ).根据引理 2, K

+

I, N = (A
+
ABC )

+

I, N存在.

同理可证 S
*
M

*
S是 H erm it ian, 且 r (S

*
M

*
S ) = r(S ),因此 S

+

M, I = (ABCC
+
)
+

M, I存在.

取 (A
+
ABCN

- 1
(A

+
ABC )

*
)
( 1)
为 A

*
(ABCN

- 1
(ABC)

*
)
( 1)
A,

取 ( (ABCC
+
)
*
M

*
ABCC

+
)
( 1)
为 C( (ABC )

*
M

*
ABC )

( 1)
C
*
,

由引理 3

(ABC )
+

M, N = N
- 1
(ABC )

*
(ABCN

- 1
(ABC )

*
)
( 1)
ABC ( (ABC )

*
M

*
ABC )

( 1)
(ABC)

*
M

*
, ( 8)

(A
+
ABC )

+

I, N = N
- 1
(ABC)

*
( (ABC)N

- 1
(ABC )

*
)
( 1)
ABC ( (BC )

*
A

+
ABC)

( 1)
(BC )

*
A

+
A, ( 9)

(ABCC
+
)
+

M, I = CC
+
(AB )

*
(ABCC

+
(AB )

*
)
( 1)
ABC ( (ABC)

*
M

*
(ABC ) )

( 1)
(ABC )

*
M

*
, (10)

将 ( 9)与 ( 10)式代入 (1)式等号右端并与 ( 8)式相比较知只需证明

ABC( (BC )
*
A

+
ABC )

( 1)
(BC)

*
A

+
ABCC

+
(AB )

*
(ABCC

+
(AB )

*
)
( 1)
ABC = ABC. (11)

由 r (ABC ) = r (AA
+
ABC ) [ r(A

+
ABC ) = ( (BC)

*
A

+
ABC ) [ r (ABC ),知

r(ABC ) = r( (BC )
*
A

+
ABC ),

依据引理 1得

ABC( (BC )
*
A

+
ABC )

( 1)
(BC)

*
A

+
ABC = ABC. (12)

同理

ABCC
+
(AB )

*
(ABCC

+
(AB )

*
)
( 1)
ABC = ABC. (13)

由 ( 12)与 ( 13)式可直接证得 ( 11)式成立.因此定理 2的 ( 1)式成立.

( 2) 令 K = (AB )
+
ABC, S = ABC (BC)

+
. 类似于定理 2的 ( 1)式的证明,可证得 KN

- 1
K
*
, S

*
M

*
S

为 H erm itian.而 ABC = AB (AB )
+
ABC = ABK, 故有

r (ABC) = r ( (ABC )N
- 1
(ABC)

*
) = r(ABKN

- 1
K
*
(AB )

*
) [ r(KN

- 1
K
*

) [ r(K ) [ r(ABC ),

即有 r(KN
- 1
K
*

) = r(K ).同理可证 r(S
*
M

*
S ) = r(S ).

所以由引理 2知, K
+

I, N = ( (AB )
+
ABC )

+

I, N与 S
+

M, I = (ABC (BC)
+
)
+

M, I均存在.

仿照 (1)的证明方法,由 ( 4) 式得到 ( (AB )
+
ABC )

+

I, N与 (ABC (BC )
+
)
+

M, I的表达式.

取 ( (AB )
+
ABCN

- 1
( (AB )

+
ABC )

*
)
( 1)
为 (AB )

*
(ABCN

- 1
(ABC)

*
)
( 1)
AB,

取 ( (ABC (BC)
+
)
*
M

*
ABC (BC)

+
)
( 1)
为 BC( (ABC )

*
M

*
ABC )

( 1)
(BC )

*
.

化简 ( (AB )
+
ABC )

+

I, N与 (ABC (BC )
+
)
+

M, I的表达式,并代入定理 2的 ( 2)式右边即可证之.

( 3) 令 K = (ABB
+
)
+
ABC, S = ABC (B

+
BC )

+
, 仿照定理 2的 ( 1) 的证明, 可类似证得 KN

- 1
K
*
与

S
*
M

*
S都是 H erm it ian.注意到 ABC = ABB

+
(ABB

+
)
+
ABB

+
BC = ABB

+
K,我们有

r(ABC ) = r (ABCN
- 1
(ABC )

*
) [ r (KN

- 1
K
*
) [ r (K ) [ r (ABC ).

即 r (KN
- 1
K
*
) = r (K ).

又 ABC = ABB
+
BC = ABB

+
BC (B

+
BC)

+
B

+
BC = SB

+
BC,同理可证 r (S

*
M

*
S ) = r (S ).

因此,根据引理 2知, K
+

I, N = ( (ABB
+
)
+
ABC)

+

I, N与 S
+

M, I = (ABC (B
+
BC )

+
)
+

M, I均存在.

由 ( 4)式得到 ( (ABB
+
)
+
ABC )

+

I, N与 (ABC (B
+
BC)

+
)
+

M, I的表达式,然后分别取

( (ABB
+
)
+
ABCN

- 1
( (ABB

+
)
+
ABC )

*
)
( 1)
为 (ABB

+
)
*
(ABCN

- 1
(ABC )

*
)
( 1)
ABB

+
,

( (ABC (B
+
BC )

+
)
*
M

*
(ABC(B

+
BC )

+
) )

( 1)
为 B

+
BC ( (ABC )

*
M

*
(ABC) )

( 1)
(B

+
BC )

*
,

化简 ( (ABB
+
)
+
ABC )

+

I, N与 (ABC (B
+
BC )

+
)
+

M, I的表达式,并代入 ( 3)式右端,仿照 (1)式证明即可证明定

理 2的 ( 3)式成立.

( 4) ~ ( 6)式的证明方法与定理 2的 (1) 、(2)、(3)式证明方法类似.

( 4)式的证明过程中,只需取
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(A
+*

BCN
- 1
(A

+*
BC )

*
)
( 1)
为 AA

*
(ABCN

- 1
(ABC )

*
)
( 1 )
AA

*
,

( (ABC
+*

)
*
M

*
ABC

+*
)
( 1)
为 CC

*
( (ABC )

*
M

*
ABC )

( 1)
CC

*
.

( 5)式证明过程中, 只需取

( (AB
+*

)
+
ABCN

- 1
( (AB

+*
)
+
AB )

*
)
( 1)
为 B

+
A
*
(ABCN

- 1
(ABC )

*
)
( 1 )
AB

+*
,

( (ABC (B
+*
C )

+
)
*
M

*
ABC (B

+*
C)

+
)
( 1)
为 B

+*
C ( (ABC )

*
M

*
ABC )

( 1)
C
*
B

+
.

( 6)式证明过程中, 只需取

( (AB )
+*
CN

- 1
( (AB )

+*
C )

*
)
( 1)
为 AB (AB )

*
(ABCN

- 1
(ABC )

*
)
( 1)
AB (AB )

*
,

( (A (BC)
+*

)
*
M

*
A (BC )

+*
)
( 1 )
为 (BC )

*
(BC) ( (ABC)

*
M

*
A (BC)

+
)
( 1)

(BC )
*
(BC ).

( 4) ~ ( 6)式的详细证明不再赘述.

文 [ 6]中有关加权广义逆的恒等式均是本文的主要结论 (定理 1、2)的特例.

致谢  审稿人提出了许多宝贵意见,特别是定理的证明方法,使本文质量得到很大地提高, 在此, 对

审稿人表示衷心感谢和敬佩.
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