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[摘要 ]  设 Tn为 n个顶点的树的集合. H ofm e ister已经对 T n的最大特征值进行了排序,给出了第 1至第 5位的

序及它们所对应的树, 常安给出第 6至第 8位的序,梁修东确定了第 9位的值及对应的树 .本文主要讨论了树的

最大特征值的上界, 并确定了第 10位的值及对应的树.
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Abstrac t: LetT n be a set o f trees w ith n ve rtices. H ofme ister has determ ined the first to the fifth va lues o f the largest e-i

genva lue o f trees in T n and the correspond ing trees for these va lues. ChangAn has de term ined the six th to the eighth va-l

ues o f the largest e igenva lue in T
n
. L iang X iudong has de term ined the ninth va lue of the largest eigenva lue in T

n
and g iv-

en the co rresponding tree. Th is paper studied the uppe r bound of the largest e ig envalue of trees, and determ ined the

ten th va lue of the largest e igenvalue in T n and present the corresponding tree.
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  设 G是有 n个顶点 { v1, v2, v3, ,, vn }的简单连通图
[ 1]
, G的邻接矩阵 A = ( a ij ) n @n是 ( 0, 1)矩阵,其中

aij = 1当且仅当 vi与 vj相邻, G的特征多项式 det( KI - A )记为 V( G, K)
[ 2]

.由于 A是实对称矩阵,所以它

的特征值全是实数.我们总假定它们按不升的次序排列,即 K1 (G ) \ K2 (G ) \ , \ Kn (G ).

定理 1
[ 2]  G是有 n个顶点的简单图,令 V( G, K) = K

n
+ c1K

n- 1
+ c2K

n- 2
+ , + cn,则

( 1) c1 = 0; (2) - c2等于图 G的边数; ( 3) - c3等于图 G中三角形个数的两倍.

定理 2
[ 2]  G是有 n个顶点 m条边的图,则 K1 [ 2m (n - 1)

n

1
2

.

定理 3
[ 2]  如果 G是树,则 Ki (G ) = - Kn- i+ 1 (G ),  i = 1, 2, ,,

n

2
.

设 T n为 n个顶点的树的集合,关于 T n的特征值的排序到目前为止已经得到许多结论
[ 2-8]

, 对于 n个顶

点的树的最大特征值的上界我们列出有关前九位的结果.

定理 4
[ 3]  设 T I T n,则 K1 (T ) [ n - 1,当且仅当 T µ S

1
n时等号成立.

定理 5
[ 3]  设 T I T n \ {S

1
n },且 n \ 4,则

K1 (T ) [ 1

2
( n - 1 + n

2
- 6n + 13),当且仅当 T µ S

2
n时等号成立.
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定理 6
[ 3]  设 T I T n \ {S

1
n, S

2
n },且 n \ 4,则

K1 (T ) [ 1

2
( n - 1 + n

2
- 10n + 33),当且仅当 T µ S

3
n时等号成立.

定理 7
[ 3]

 设 T I T n \ {S
1

n, S
2

n, S
3

n },且 n \ 5, 则

K1 (T ) [ 1
2
( n - 2 + n

2
- 8n + 24),当且仅当 T µ S

4
n时等号成立.

定理 8
[ 3]  设 T I T n \ {S

1
n, S

2
n, S

3
n, S

4
n }, 且 n \ 6,则

K1 (T ) [ 1

2
( n - 1 + n

2
- 10n + 29),当且仅当 T µ S

5
n或 T µ S

5
8时等号成立.

定理 9
[ 5]  设 T I T n \ {S

1
n, S

2
n, S

3
n, S

4
n, S

5
n },且 n \ 11,则

K1 (T ) [ 1

2
( n - 1 + n

2
- 14n + 61),当且仅当 T µ S

6
n时等号成立.

定理 10
[ 5]  设T I T n \ { S

1
n, S

2
n, S

3
n, S

4
n, S

5
n, S

6
n }, 且 n \ 11,则 K1 (T ) [ C1,当且仅当 T µ S

7
n时等号成立,

其中 C1为 K
6
- ( n - 1) K

4
+ ( 3n - 13) K

2
- 2( n - 6) = 0最大根.

定理 11
[ 5]  设 T I T n \ { S

1
n, S

2
n, S

3
n, S

4
n, S

5
n, S

6
n, S

7
n },且 n \ 11,则

K1 (T ) [ 1
2
( n - 3 + n

2
- 10n + 37),当且仅当 T µ S

8
n时等号成立.

定理 12
[ 7]  设 T I T n \ {S

1
n, S

2
n, S

3
n, S

4
n, S

5
n, S

6
n, S

7
n, S

8
n },当 n \ 11时, K1 (T ) [ C2,当且仅当 T µ T

1
1, n- 5, 1

时等号成立,其中 C2为 K
6
- ( n - 1) K

4
+ ( 3n - 13) K

2
- ( n - 5) = 0的最大根.

S
1
n, S

2
n, S

3
n, S

4
n, S

5
n ( S

5
8 ), S

6
n, S

7
n, S

8
n, S

9
n (T

1
1, n-5, 1 )如图 1所示.

从以上结论中我们知道了按树的最大特征值的排序中前 9位的值及对应的树.

设 T
i

n = {T T I T n,且 T中恰有 i条非悬挂边 },则T n = G
n-3

i= 0
T

i

n.显然T
0
n、T

n- 3
n 分别只包含星树 S

1
n与路P n,

T
1
n与 T

2
n中的树具有如图 2所示的形状,其中 i + j = n - 2, 1 [ i [ j [ n - 3; r + s + t = n - 3, 1 [ r [

s, t \ 0.

1 主要结论

定理 A  设 T I T
2
n \ {S

4
n, S

5
n, S

7
n, S

9
n }, 则

K1 (T ) [ n - 1 + n
2
- 14n + 53

2
, n \ 10,当且仅当 T µ T

2
2, n- 5, 0时等号成立.
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定理 B 设 T I T
2
n \ { S

4
n, S

5
n, S

7
n, S

9
n, T

2
2, n-5, 0 },则 K1 (T ) [ C1, n \ 10,当且仅当 T µ T

2
1, 3, n- 7时等号成

立,其中 C1为 g ( K) = K
6
- ( n - 1) K

4
+ ( 4n - 21) K

2
- 3( n - 7)的最大根.

2 定理证明

因为图的特征多项式的根是实数,因此约定本文讨论的多项式 f ( x ) 都是首 1多项式, 且它的根是实

数.定理证明将用到以下引理.

引理 1
[ 8]  设 G是由 G1, G2连结 u, v而成,其中 u I V (G1 ), v I V (G2 ),则

V(G, K) = V(G 1, K) V(G 2, K) - V(G1 \u, K) V (G2 \v, K).

引理 2
[ 8]  设 v是图 G的度为 1的点, u是 v的邻点, 则

V(G, K) = KV (G \v, K) - V( G \{ u, v }, K).

引理 3
[ 9]  设多项式 f (x )、g ( x )都是首 1根是实数的多项式, 且 5( f ) \ 5(g ).若 f ( x ) = q (x )g ( x )

+ r( x ),且 r( x ) = 0或 5( g ) > 5( r),其中 q ( x )也是首 1多项式.若 K1 ( g ) \ K1 ( q ),则

( 1) 当 r (x ) = 0时, K1 (f ) = K1 ( g );  ( 2) 当 x \ K1 ( g )时, r (x ) > 0, 则 K1 ( r ) < K1 ( g ).

定理 A的证明  由引理 1、2,树 T
2
2, n- 5, 0的特征多项式为

V(T
2
2, n- 5, 0, K) = K

n- 4
[K

4
- ( n - 1)K

2
+ ( 3n - 13) ].

由求根公式,易得其最大根为 n - 1 + n
2
- 14n + 53

2
,定理 A得证.

定理 B的证明  由引理 1、2, 树 T
2
r, s, t的特征多项式为

V (T
2
r, s, t, K) = K

n- 6
[ K

6
- ( n - 1) K

4
+ ( rs + rt+ st+ r + s)K

2
- rst] .

下面分两种情形进行讨论.

情形 1: r = 1, s \ 4,且 s X n - 4, n - 5.

注意到 r + s + t = n - 3, 1 [ r [ s, t \ 0,则 t \ 2, n \ t+ 8.

因为 T
2
1, 3, n- 7和 T

2
1, s, t的特征多项式分别为

V(T
2
1, 3, n- 7, K) = K

n- 6
[ K

6
- ( n - 1) K

4
+ ( 4n - 21) K

2
- 3( n - 7) ] ,

V(T
2
1, s, t, K) = K

n- 6
[ K

6
- ( n - 1) K

4
+ (2s + t+ st+ 1) K

2
- st ],

令

f1 (K) = K
6
- ( n - 1)K

4
+ (2s + t+ st + 1) K

2
- st,

又

g ( K) = K
6
- ( n - 1) K

4
+ ( 4n - 21) K

2
- 3( n - 7),

则

f 1 (K) = g (K) + ( s + st - 3n + 18)K
2
- st + 3( n - 7) = g (K) + r1 ( K),

其中 r1 ( K) = ( s + st - 3n + 18)K
2
- st + 3( n - 7),而 rc1 ( K) = 2( st+ s - 3n + 18)K.

因为

st+ s - 3n + 18 = n - 4 - t + ( n - 4 - t) t- 3n + 18 = ( t- 2) n - t
2
- 5t + 14 =

( t - 2) n - ( t- 2) ( t + 7) = ( t- 2) ( n - t - 7),

又因为 n \ t+ 8 > t+ 7, 所以当 t\ 3时, st+ s - 3n + 18 > 0,因此当 K > 0时, rc1 ( K) > 0, 故 r1 ( K)在

( 0, + ] )上是单调递增的.

又因为 r1 ( 1) = ( s+ st- 3n + 18) - st+ 3( n - 7) = s- 3 > 0(因为 s \ 4),因而当 K\ 1时,有 r1 (K)

)3)
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> 0. 当 t = 2时, s = n - 4 - t = n - 6, 有 r1 ( K) = - 2( n - 6) + 3( n - 7) = n - 9 > 0(因为 n \ t+

8 = 10 > 9).

因此, 当 K\ K1 (T
2
1, 3, n- 7 ) ( > 1), n \ 10,有 r1 ( K) > 0.而 f 1 (K) = g ( K) + r1 ( K),因此由引理 3有,

K1 (T
2
1, s, t ) < K1 (T

2
1, 3, n- 7 ) = C1.

情形 2: r \ 2, s \ 2, 注意到 r + s + t = n - 3, 则 n \ t+ 7.

令 f 2 ( K) = K
6
- ( n - 1) K

4
+ ( rs + rt + st + r + s)K

2
- rst,则

f2 ( K) = g ( K) + ( rs + r t+ st+ r + s - 4n + 21)K
2
+ 3( n - 7) - rst = g ( K) + r2 ( K),

rc2 ( K) = 2( rs + rt + st + r + s - 4n + 21) K.

因为

rs + rt + st + r + s - 4n + 21 = rs + ( n - 3 - t) t + n - 3 - t - 4n + 21 =

rs + ( t - 3) n - t
2
- 4t + 18 = rs - 3 + ( t- 3) ( n - t- 7). (* )

情形 211: 当 t \ 3时,有 rs + rt+ st + r + s - 4n + 21 \ rs - 3 > 0(因为 r \ 2, s \ 2且 n \ t+ 7).

因此当 K > 0时, rc2 (K) > 0,所以 r2 ( K)在 ( 0, + ] )上是单调递增的.

注意到 T
2
r, s, t含 S

1
t+ 1星树,由引理 3, 有 K1 (T

2
r, s, t ) > K1 (S

1
t+ 1 ) = t.而

r2 ( t) = [ rs - 3 + ( t - 3) + ( n - t- 7) ] t + 3( n - 7) - rst = [ t ( t- 3) + 3] ( n - t - 7) \ 0,

所以对于任意的 K\ K1 (T
2
1, 3, n- 7 ) ( > t ), 有 r2 ( K) > 0.因此由引理 3,有

K1 (T
2

r, s, t ) < K1 (T
2

1, 3, n- 7 ).

情形 212: 当 t = 0时, 由 (* )有

rs + rt + st+ r + s - 4n + 21 = rs - 3n + 18 = s( n - 3 - s) - 3n + 18

= ( s - 3) n - ( s - 3) ( s + 6) = ( s - 3) ( n - s - 6).

因为 s \ r = n - 3 - s,所以 s \ n - 3

2
> 3( n \ 10).

1)当 r \ 3时, n - s - 6 \ 0,故这时有 rc2 ( K) > 0, 即 r2 ( K)在 ( 0, + ] )上是递增函数.

又 r2 (1) = rs+ n - 3- 4n + 21+ 3( n - 7) = rs- 3 > 0, 则对于任意的 K\ K1 (T
2
1, 3, n- 7 ) ( > 1), r2 (K)

> 0,因此由引理 3,有

K1 (T
2
r, s, 0 ) < K1 (T

2
1, 3, n- 7 ) = C1.

2)当 r = 2时, 有 s = n - 5,此时 T
2

2, n- 5, 0的特征多项式为 V(T
2

2, n- 5, 0, K) = K
n- 4

[K
4
- ( n - 1)K

2
+ (3n

- 13) ].

令 h( K) = K
4
- ( n - 1)K

2
+ ( 3n - 13), 则

g (K) = K
2
h ( K) + ( n - 8) K

2
- 3( n - 7) = K

2
h (K) + r3 ( K), rc3 (K) = 2( n - 8) K.

当 K > 0时, rc3 (K) > 0,所以 r3 ( K)在 ( 0, + ] ) 上是单调递增的.

又因为 T
2
2, n- 5, 0中含有星树 S

1
n- 4, 由引理 3, 有 K1 (T

2
2, n- 5, 0 ) > K1 (S

1
n-4 ) = n - 5.

而 r3 ( n - 5) = ( n - 8) ( n - 5) - 3( n - 7) = n
2
- 16n + 61 = ( n - 8)

2
- 3 > 0 ( n \ 10),

所以对以上任意的 K\ K1 (T
2

2, n- 5, 0 ) ( > n - 5) ( n \ 10),有 r3 ( K) > 0, 因此由引理 3,有

K1 (T
2
2, n- 5, 0 ) < K1 (T

2
1, 3, n- 7 ).

情形 213: 当 t = 1时,由 (* )有

rs + rt+ st+ r + s - 4n + 21 = rs - 2n + 13 = ( n - 4 - s) s - 2n + 13 = ( s - 2) n - s
2
- 4s + 13 =

( s - 2) ( n - s - 6) + 1 > 0(因为 s \ 2, n \ s + 6).

因此 rc2 (K) > 0, 所以 r2 ( K)在 ( 0, + ] )上是单调递增的.而

r2 (1) = [ rs + 2( n - 4) - 4n + 21] + 3( n - 7) - rs = n - 8 > 0(因为 n \ 10),

所以对于任意的 K\ K1 (T
2
1, 3, n- 7 ) ( > 1),有 r2 (K) > r2 ( 1) > 0,因此由引理 3, 有

K1 (T
2
r, s, 1 ) < K1 (T

2
1, 3, n- 7 ).

情形 214: 当 t = 2时,由 (* )有

rs + rt + st + r + s - 4n + 21 = rs + 3( n - 5) - 4n + 21 = ( n - 5 - s) s - n + 6 =

)4)
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( s - 1) n - s
2
- 5s + 6 = ( s - 1) ( n - s - 6) > 0,

因为 s \ 2, n = s + r + 5 \ s + 7 > s+ 6,所以当 K > 0时, rc2 ( K) > 0, 即 r2 ( K)在 (0, + ] )上是

单调递增的.又

r2 ( 2) = 2[ rs + 3( n - 5) - 4n + 21] + 3( n - 7) - 2rs = n - 9 > 0(因为 n \ 10).

所以对于任意 K > K1 (T
2
1, 3, n- 7 ) > K1 (S

1
3 ) = 2,有 r2 (K) > 0,因此由引理 3, 有

K1 (T
2
r, s, 2 ) < K1 (T

2
1, 3, n- 7 ).

综合以上情形,有 K1 (T
2
r, s, t ) < K1 (T

2
1, 3, n- 7 ) = C1.

至此定理 B得证.
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