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[摘要 ]  利用文 [ 1]中提出的求解一般有限维算子方程的抽象算法和理论,获得求解带主子阵约束下矩阵方程

AXB = C反对称最小二乘解及最佳逼近解的一个迭代算法, 进行了理论分析. 并给出数值例子说明算法的计算

效果.
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Abstrac t: By use of the abstract a lgor ithm and theoretica l analysis in [ 1] for so lv ing a finite-d imensional ope rato r equa-

tion, this pape r proposes an iterativ e a lgor ithm s for getting the skew- symm etr ic least-squares so lution and the best ap-

prox im ation solution of the ma tr ix equationAXB = C w ith a subm atrix constrain t. The convergence ana lys is of the algo-

rithm is presented and several num er ica l examp les are reported to illustra te its compu tational pe rfo rm ance.
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  约束矩阵方程问题是指在满足一定约束条件下的矩阵集合中求矩阵方程的解,它在结构设计、振动

分析、自动控制等领域有着广泛的实用背景.关于这方面的研究成果参见文献 [ 2-6]及这些文献所附参考

文献. 求解这类问题有两种典型方法,一个是基于矩阵奇异值分解的直接法
[ 2-4]

, 另一个是迭代法
[ 5, 6]

. 一

般来说,迭代法更适合求解大规模问题数值解.在文献 [ 5, 6] 等的基础上, 作者给出了求解有限维算子方

程的抽象算法并建立系统收敛性结果
[ 1]
.本文旨在将该抽象算法应用于主子阵约束下的矩阵方程 AXB =

C的求解. 这个问题可视为文 [ 2] 中所研究问题的推广, 它最初来源于子系统的扩张, 本质上是一个约束

矩阵方程问题,只是其约束矩阵集合中的矩阵具有同一事先给定的子矩阵. 记 + # + 为矩阵的 Froben ius

范数, 本文欲研究的问题具体如下:

问题 1 给定 A I R
m @n

, B I R
n @ s
, C I R

m @ s
, X 0 I ASR

k@k
, 求 X̂ I S使得

+AX̂B - C+ = m in,

其中 S = {X | X I ASR
n @n
, X ( [ 1 Bk ] ) = X 0 },这里 ASR

n @n
表示 n阶实反对称矩阵的集合, X ( [ 1 Bk ] )

为矩阵 X的 k阶顺序主子阵.

问题 2 给定 X
* I R

n @n
,求 X LS I SE 使得

+X LS - X
* + = m in

X̂I SE
+X̂ - X

* + ,

其中 SE 为问题 1的解集合.

)19)

第 33卷第 4期

2010年 12月
    南京师大学报 (自然科学版 )

JOURNAL OF NANJING NORM AL UNIVERSITY ( Natural Sc ience Edition)
    

Vo.l 33 No. 4

Dec, 2010



1 求解约束矩阵方程问题的新算法

为后文需要,先回顾文 [ 1]中所提算法和有关理论分析结果. 任给两个有限维向量空间 H 1和 H 2,它

们的内积和诱导范数分别记为 3#, # 4i和 + # + i = 3#, # 41 /2
i , 1 [ i [ 2,设 T I L(H1,H 2 )是 H 1到 H2

的线性算子.欲求解算子方程

T ( x ) = f. ( 1)

先按常规方式定义 T的共轭算子 T
* I L(H 2,H 1 )为

3T ( y ), z42 = 3y, T*
( z) 41,  P y I H 1,  z I H 2, ( 2)

则有求解方程 (1)的如下迭代法:

算法 1

Step 1 任取 x1 I H 1,计算

R1 = f - T ( x1 ),  P 1 = Q 1 = T
*
(R 1 ),

令 k: = 1.

Step 2 如果 R k = 0,或 Rk X 0而 Q k = 0则停机; 否则, 计算

xk+ 1 = xk + AkQ k,

Ak =
+R k+

2
2

+Q k + 2
1

,

Rk+ 1 = f - T (xk+ 1 ),

Pk+ 1 = T
*
(R k+ 1 ),

Q k+ 1 = P k+ 1 + BkQ k,

Bk = -
3P k+ 1, Q k 41

+Q k+
2
1

,

令 k: = k + 1, 转 Step 2.

对以上算法,成立如下收敛性结果
[ 1]
:

定理 1 如果不考虑舍入误差, 算法 1在有限步终止,并获得相容问题 ( 1) 的精确解.

对于相应于问题 ( 1)的最小二乘问题:

m in
xI H 1

+T ( x ) - f+ 2
2 ( 3)

可通过算法 1求解法方程

(T
*
T ) (x ) = T

*
(f ) ( 4)

而得问题 (3)之解. 且成立以下结果:

定理 2 若取初值 x1 = T
*
(x0 ),其中 x0为 H 2中任一元素, 例如取 x0 = 0,则用算法 1求解问题 ( 4)

经有限步迭代可获得问题 ( 3)的惟一的极小范数解.

2 问题 1与问题 2的迭代算法

首先给出以下引理:

引理 1 给定 A I R
m @n

, B I R
n@ s
, C I R

m @ s
, X 0 I ASR

k@k
,设 S1 = { Y | Y I ASR

n @n
, Y( [ 1 Bk ] ) =

0},则问题 1的通解为 X̂ = �X + Y.其中 Y为问题m in
YI S1

+AYB - �C+的通解, 而

�C = C - A�XB,  �X =
X 0 0

0 0
I ASR

n @n
. ( 5)

证明  事实上, 若 �X如 (5)所示,易见 S = �X + S1,又 S1是一个子空间, 故 S是一个线性流形,且有

m in
XI S

+AXB - C+ = m in
YI S1

+A (�X + Y )B - C+ = m in
YI S1

+A YB - �C+ ,

故引理成立.

由引理 1知,求解问题 1等价于求解问题

m in
YI S

1

+AYB - �C+. ( 6)
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下面根据前一节的抽象算法来获得求解 ( 6) 的迭代算法.用符号 3#, # 4i, i = 1, 2,表示常规的定义在相应

矩阵空间上的自然内积;为行文方便,简记为 3#, # 4, 而相应的诱导范数恰为前面给出矩阵的 Frouben ius

范数 + # +. 用符号 X
#
表示将 n阶矩阵 X的 k阶主子阵用零矩阵代换后得到的 n阶矩阵.

取

H1 = { Y I ASR
n @n

| Y( [ 1 Bk ] ) = 0},  H 2 = R
m @ s
,  T (Y ) = A YB, P Y I H 1.

对 PW I H 2,由于

3Y, T*
(W )41 = 3T (Y ), W42 = 3AYB, W4 = 3Y, AT

WB
T 4 =

3Y, (A T
WB

T
- BW

T
A ) /24 = 3Y, (AT

WB
T
- BW

T
A )

#
/241,

所以

T
*
(W ) = (A

T
WB

T
- BW

T
A )

#
/2,  PW I H 2.

由 T
*
(T ( Y) ) = T

*
(�C) 则得问题 ( 6) 的法方程为

(A
T
AYBB

T
+ BB

T
YA

T
A )

#
= (A

T
�CB

T
- B�C

T
A )

#
. ( 7)

再对 ( 7)用算法 1求反对称解,此时取

H 1 = {Y I ASR
n @n

| Y( [ 1 Bk ] ) = 0},  H2 = R
n@n
,

以及

T (Y ) = (A
T
A YBB

T
+ BB

T
YA

T
A )

#
,  P Y I H 1. ( 8)

对 PW I H 2,由于

3Y, T*
(W )41 = 3T (Y ), W42 = 3(AT

A YBB
T
+ BB

T
YA

T
A )

#
, W4 =

3Y, (A
T
A (W - W

T
)BB

T
+ BB

T
(W - W

T
)A

T
A )

#
/241,

所以

T
*
(W ) = (A

T
A (W - W

T
)BB

T
+ BB

T
(W - W

T
)A

T
A )

#
/2. ( 9)

将 ( 8)、( 9)代入算法 1,我们即可获得求解问题 (6)的迭代算法. 由定理 1和定理 2知道,算法 1经有限步

迭代可获得 ( 6)之解,从而获得问题 1的解.

下面考虑问题 2的解. 对问题 2中给定的 X
* I R

n @n
,若 X I SE,则

+X - X
* + 2

= +X - (X
*
- X

* T
) /2+ 2

+ + (X
*
+ X

* T
) /2+ 2

=

+ (�X + X
#
) - (X

*
- X

* T
) /2+ 2

+ + (X
*
+ X

* T
) /2+ 2

.

故问题 2中求 XLS I SE, 使得

+X LS - X
* + = m in

X̂I SE
+X̂ - X

* + ,

等价于求 Z I S1使

m in
ZI S1

+ Z - (X
*
- X

* T
)

#
/2+ 2

.

记 �X = (X
*
- X

* T
)

#
/2,因为法方程总是相容的,即问题 1的解集 SE 非空,从而问题 2等价于求下列

相容矩阵方程:

(A
T
A�YBB

T
+ BB

T
�YA

T
A )

#
= �C

#
, (10)

其中 �Y = Y- �X, �C = (A
T
�CB

T
- B�C

T
A ) - (A

T
A�XBB

T
+ BB

T
�XA

T
A ).对 (10)求极小范数反对称解,此时取

H 1 = {�Y I ASR
n@n

| �Y ( [ 1 Bk] ) = 0},H 2 = R
n @n
,

T (�Y ) = (A
T
A�YBB

T
+ BB

T
�YA

T
A )

#
,  P�Y I H 1, (11)

T
*
(W ) = (A

T
A (W - W

T
)BB

T
+ BB

T
(W - W

T
)A

T
A )

#
/2. (12)

将 ( 11)、( 12)代入算法 1,我们获得求解问题 2的迭代算法,整理归纳为如下的算法 2:

算法 2

Step 1 任取 �Y1 I H 1, 比如 �Y1 = 0,计算

R 1 = (�C
#
- (A

T
A�Y1BB

T
+ BB

T
�Y1A

T
A ) )

#
,

P1 = Q 1 = (A
T
A (R 1 - R

T
1 )BB

T
+ BB

T
(R 1 - R

T
1 )A

T
A )

#
/2,

令 k: = 1.

Step 2 如果 Rk = 0,或 Rk X 0而 Qk = 0则停机;否则,计算

�Yk+ 1 = �Yk + AkQk,
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Ak =
+R k + 2

2

+Qk + 2
1

,

R k+ 1 = (�C
#
- (A

T
A�Yk+ 1BB

T
+ BB

T
�Yk+ 1A

T
A ) )

#
,

Pk+ 1 = (A
T
A (Rk+ 1 - R

T
k+ 1 )BB

T
+ BB

T
(Rk+ 1 - R

T
k+ 1 )A

T
A )

#
/2,

Qk+ 1 = Pk+ 1 + BkQk,

Bk = -
3Pk+ 1, Qk 41

+Qk + 2
1

,

令 k: = k + 1, 转 Step 2.

由定理 2立知

定理 3 如果不考虑舍入误差, 经有限次迭代算法 2可获得相容矩阵方程 (10)的惟一极小范数反对

称解 �Y
*
.进而可得问题 2的解为 XLS = �Y

*
+ �X + �X,其中

�X = (X
*
- X

* T
)
#
/2,  �X =

X 0 0

0 0
.

3 数值例子

给定问题 1与问题 2中矩阵如下,求问题 2中的 XLS .

A =

8 - 3 6 2

1 - 6 4 2

2 8 2 1

,  B =

7 - 3 14

5 - 2 - 3

0 - 4 6

6 - 2 7

,  C =

- 4 1 - 1

- 16 1 7

1 0 - 5

,

X 0 =
0 1

- 1 0
,  X

*
=

7 9 - 9 - 2

5 - 5 - 3 0

- 8 3 - 1 1

- 2 2 - 1 - 3

.

由于在迭代过程中存在误差,余项 R k一般都不等于零,取充分小的 E,如取 E= 1 @ 10
- 10
,当 +R k+ [

E时停止迭代,利用 M atlab程序设计语言按以上算法 2计算,结果如下:

XLS =

01000 0 11000 0 01274 9 - 01209 3

- 11000 0 01000 0 01485 1 11346 8

- 01274 9 - 01485 1 01000 0 01329 5

01209 3 - 11346 8 - 01329 5 0100 00

.

此时 +R k+ = 41722 4 @ 10
- 11
, +XLS - X

* + = 191390 6.由此可知本文所提算法是有效的.
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