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[摘要 ]  讨论了分圆域 Q(F40 )的幂元整基问题. 证明了对于任何代数整数 AI Z [ F40 ], 当 A+ �A| Z时, Z [A] =

Z [F40 ]当且仅当 A与 F40等价.
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Abstrac t: In this paper, we discuss the genera to rs o f powe r integra l bases of the cyc loyom ic fie ldQ (F40 ). W e prove that

for any a lgebraic integer AI Z [F40 ], ifA+ �A| Z, then Z [A] = Z [F40 ] if and on ly ifA is equ iva lent toF40.
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  对于一个数域 K, 其幂元整基不一定存在, Dedek ind给出了不具有幂元整基的三次域的例子. 但对于

分圆域 Q (Fn ),幂元整基总是存在的, 这里 Fn是一个 n次本原单位根, Fn就是幂元整基的一个生成元,我们

感兴趣的是找出它的所有幂元整基生成元.

对于一个伽罗华数域 K,幂元整基生成元集在整数平移、伽罗华自同构、乘以 - 1的情况下是不变的.

即若 A是 K的幂元整基生成元,则 Ac= n ? R (A)仍是K的幂元整基生成元,其中 n I Z, R I Ga l(K /Q ),

我们称 A与 Ac等价.

B remner
[ 1]
猜测分圆域 Q (Fp ) (p为奇素数 )的幂元整基生成元在等价意义下仅有Fp与 1 /1+ Fp两个,

并证明了 p = 7时结论成立. R obertson L
[ 2]
证明了 B remner猜测在 p [ 23且 p X 17时成立. Robertson

[ 3]

找出了 2的幂次分圆域的所有幂元整基.本文研究的是分圆域 Q (F40 ),我们要证明的是: 当 A+ �A| Z时,

Z [A] = Z [ F40 ]当且仅当 A与 F40等价. 以下我们用 F表示 F40. G表示 G al(Q (F) /Q ).

1 主要结论研究

由参考文献 [ 4], G = { R1, R3, R7, R9, R11, R13, R17, R19, R21, R23, R27, R29, R31, R33, R37, R39 }, 其中

R i (F) = F
i
,进而 G = 3R- 14 @ 3R7 4 @ 3R114.

引理 1
[ 4]  设 E是 Z [F]的单位,则 E/ E是 Z [ F]的单位根.

引理 2
[ 5]  设 A I Z [F], H = {3, 7, 9, 11, 13, 17, 19, 21, 23, 27, 29, 31, 33, 37, 39},则下列几个结论是

等价的:

( i) Z [ A] = Z [ F] .
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( ii )NQ (F) /Q ( A- Ri ( A) ) = ?NQ (F) /Q (F- F
i
), P i I H.

( iii)
A- Ri ( A)

F- F
i 是 Z [ F]中的一个单位, P i I H.

引理 3 设 A是 Q (F)的幂元整基生成元, C7 =
A- R7 ( A)
A- �A

,

B 1 = { l1 ( - F
4
+ F

9
) + l2 ( - F

3
+ F

5
+ F

7
- F

11
+ F

14
) + l3 ( - F

5
+ F

15
) | l1, l2, l3 I Z},

B2 = { l1 (F- F
5
+ F

11
) + l2 ( - F

5
+ F

15
) + l3 ( - 2F

6
+ F

10
) | l1, l2, l3 I Z},

B 3 = { l1 (F
3
- F

5
- F

7
+ F

11
) + l2 (- F

4
+ F

14
) + l3 ( - F

5
+ F

15
) | l1, l2, l3 I Z},

B4 = { l1 (F
3
- F

5
- F

7
- F

9
+ F

11
) + l2F

14
+ l3 ( - F

5
+ F

15
) | l1, l2, l3 I Z}.

若 C7 | R,则 A与 B 1 G B2 G B3 G B 4中的某一个元素等价.

证明  设 S7 = 1 - C7, P1 = 1- F
8
,由引理 2知 C7和

S7
P1
均为单位,由引理 1知

C7
C7
为单位根,

S7
P1

S7
P1

=
S7
S7
(- F

8
)为单位根,

S7
S7
也为单位根, 故存在 s, r I Z, 使得 C7 = F

s
C7, S7 = F

r
S7. 由

C7 + S7 = 1

C7 + S7 = 1
解得

C7 =
F
r
- 1

F
r

- F
s

S7 =
1 - F

s

F
r
- F

s

, ( 1 [ r, s [ 39).

因为
S7
P1

=
1 - F

s

F
r
- F

s #
1

1 - F
8为单位,所以 s S 0(m od 8), 即 s I { 8, 16, 24, 32}.又因为存在 R i I G使

R i (C7 ) =
F
r
- 1

F
r
- F

8 , 故不妨设 s = 8,即 C7 =
F
r
- 1

F
r
- F

8.

下面分析 r. 因为 C7 =
F
r
- 1

F
r
- F

8,
S7
P1

=
1

F
r
- F

8均为单位,故 F
r
- F

8
= F

8
(F

r- 8
- 1), F

r
- 1也都是单位.

又易知 F
8
- 1, F

5
- 1均不是单位,所以 58 r, 88 r, 58 ( r- 8),即 r I { 1, 2, 4, 6, 7, 9, 11, 12, 14, 17, 19, 21, 22,

26, 27, 29, 31, 34, 36, 37, 39}. 又因为 r = 11, 21, 31时,存在 R i I G, 使 Ri ( C7 ) =
F- 1

F- F
8 ,其中 i分别取 11,

21, 31; r = 22, 26时,存在 R11 I G,分别使 R11 ( C7 ) =
F
2
- 1

F
2
- F

8, R11 ( C7 ) =
F
6
- 1

F
6
- F

8 ; r = 17, 27, 37时,存在

R i I G,使 R i (C7 ) =
F
7
- 1

F
7
- F

8,其中 i分别取 31, 21, 11; r = 19, 29, 39时,存在 Ri I G,使 R i (C7 ) =
F
9
- 1

F
9
- F

8,

其中 i分别取 11, 21, 31; r = 34时, 存在 R11 I G, 使 R11 ( C7 ) =
F
14
- 1

F
14
- F

8 ;故可设

r I { 1, 2, 4, 6, 7, 9, 12, 14, 36}.

设 A = E
15

i= 0

a iF
i
, a i I Z, 将它代入方程

A- R7 ( A)
A- �A

=
F
r
- 1

F
r
- F

8. ( 1)

( i)当 r = 1时,方程 ( 1) 变为

A- R7 (A)
A- �A

=
F- 1

F- F
8, ( 2)

由于 g ( x ) = x
16
- x

12
+ x

8
- x

4
+ 1是 F的极小多项式,故

F
16
- F

12
+ F

8
- F

4
+ 1 = 0 . ( 3)

联合 (2)及 (3)得到关于 a1, ,, a15的 16个方程组成的齐次线性方程组,解得其基础解系为:

N1 = ( 0, 0, 0, - 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0),
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N2 = (0, 0, - 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, - 1, 0, 0, 1, 0),

N3 = ( 0, 0, 0, 0, - 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1),

故 A = l1 ( - F
4
+ F

9
) + l2 (- F

3
+ F

5
+ F

7
- F

11
+ F

14
) + l3 (- F

5
+ F

15
) I B 1.

( ii) 当 r = 2时,由方程 ( 1)得

( A- R7 (A) ) (F
2
- F

8
) + (�A- A) (F

2
- 1) = 0, ( 4)

联合 (3)及 (4)同理可得方程组并解得: a1 = a2 = a3 = a4 = a6 = a7 = a8 = a9 = a10 = a11 = a12

= a13 = a14 = 0, a15 = - a5.

因此 A= a5 (F
5
- F

15
). 又因为 A= a5 (F

5
- F

15
) I R,故 A不是分圆域 Q (F)的幂元整基的一个生成

元. 所以 r X 2.同理可证 r X 7, 9, 12, 14.

( iii) 当 r = 4时,同理可得

A= l1 (F- F
5
+ F

11
) + l2 ( - F

5
+ F

15
) + l3 ( - 2F

6
+ F

10
) I B2.

( iv) 当 r = 6时,同理可得

A= l1 (F
3
- F

5
- F

7
+ F

11
) + l2 ( - F

4
+ F

14
) + l3 ( - F

5
+ F

15
) I B 3.

( v) 当 r = 36时,同理可得

A= l1 (F
3
- F

5
- F

7
- F

9
+ F

11
) + l2F

14
+ l3 ( - F

5
+ F

15
) I B4.

综上,我们证明了引理 3.

引理 4 设 A是 Q (F)的幂元整基生成元, C11 =
A- R11 ( A)
A- �A

,

A = { k1F
3
+ k2 ( - F

4
+ F

6
+ F

10
) + k3 (F- F

7
- F

9
+ F

11
) + k4 ( - F

8
+ F

12
) +

k5 ( - F+ F
5
- F

7
- F

9
+ 2F

13
) + k6 (F

2
+ F

4
- F

8
+ F

14
) + k7 (F- F

7
- F

9
+ F

15
), k1, ,, k7 I Z},

若 C11 | R, 则 A与集合 A中某一元素等价.

证明  设 S11 = 1 - C11, P2 = 1 - F
10
,易知

C11
P2
和 S11均为单位,则存在 m, n I Z,使 C11 = F

m
C11, S11 =

F
n
S11.由

C11 + S11 = 1

C11 + S11 = 1
解得

C11 =
1 - F

n

F
m
- F

n

S11 =
F
m
- 1

F
m

- F
n

, ( 1 [ m, n [ 39).因为
C11
P2
和 S11均为单位, 故 n I { 10, 20,

30}.而 R3 (F
30
) = F

10
,所以可设 n I { 10, 20}.

设 A = E
15

i= 0

a iF
i
, a i I Z,

情形 1 n = 20,

C11
P2

=
1 - F

20

(F
m
- F

20
) (1 - F

10
)
=
1 + F

10

1 + F
m. 要使

C11
P2
为单位,须 m = 10, 30.

当 m = 10时 C11 = 1 - F
10
.由 C11 =

A- R11 (A)
A- �A

及 ( 3)式得方程组并解得其基础解系为:

N1 = ( 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, - 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0),

N2 = (1, 0, 1, 0, - 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, - 2, 0, 0),

N3 = (- 1, 0, - 1, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, - 2, 0, 0, 0, 1),

故 A = k1 (- F
8
+ F

12
) + k2 (F+ F

3
- F

5
+ F

7
+ F

9
- 2F

13
) + k3 ( - F- F

3
+ F

7
+ F

9
- 2F

11
+ F

15
).

但 �A = A, 即 AI R.故 A不是分圆域 Q (F)的幂元整基的一个生成元. 所以 m X 10.

同理可得 m X 30. 故 n X 20.

情形 2 n = 10,

C11
P2

=
1 - F

10

(F
m
- F

10
) ( 1 - F

10
)
=

1

F
10
(F

m- 10
- 1)

为单位, S11 =
F
m
- 1

F
10
(F

m- 10
- 1)

为单位,那么 F
m-10

- 1, F
m
-

1均为单位.而 1 - F
5
, 1 - F

8
均不是单位,因此, 58m, 88m, 88 (m - 10).从而 m I { 1, 3, 4, 6, 7, 9, 11, 12,

)30)

南京师大学报 (自然科学版 )                              第 33卷第 4期 ( 2010年 )



13, 14, 17, 19, 21, 22, 23, 27, 28, 29, 31, 33, 36, 37, 38, 39}. 又因为m I { 1, 9, 13, 17, 21, 29, 33, 37}时,存在

R i I G使 R i ( C11 ) =
F
10
- 1

F
10
- F

;同理 m I {3, 7, 11, 19, 23, 27, 31, 39}时,存在 Ri I G使 Ri (F11 ) =
F
10
- 1

F
10
- F

3;

m I { 4, 12, 28, 36}时, 存在 Ri I G使 R i ( C11 ) =
F
10
- 1

F
10
- F

4; m I { 6, 14, 22, 38}时, 存在 Ri I G使 R i (F11 )

=
F
10
- 1

F
10
- F

6 ,所以不妨设 m I {1, 3, 4, 6}.

将 A = E
15

i= 0
a iF

i
, a i I Z,代入方程

A- R11 ( A)
A- �A

=
1 - F

10

F
m
- F

10. ( 5)

( i) 当 m = 1时,解由方程 (5)及 ( 3)组成的方程组得

A= k1 ( - F
8
+ F

12
) + k2 (F+ F

3
- F

5
+ F

7
+ F

9
- 2F

13
) + k3 ( - F- F

3
+ F

7
+ F

9
- 2F

11
+ F

15
).

但 �A = A, 即 AI R.故 A不是分圆域 Q (F)的幂元整基的一个生成元, 所以 m X 1.

同理 m X 3, 6.

( ii) 当 m = 4时, 解由方程 (5)及 ( 3)组成的方程组得

A= k1F
3
+ k2 ( - F

4
+ F

6
+ F

10
) + k3 (F- F

7
- F

9
+ F

11
) + k4 ( - F

8
+ F

12
) +

k5 ( - F+ F
5
- F

7
- F

9
+ 2F

13
) + k6 (F

2
+ F

4
- F

8
+ F

14
) + k7 (F- F

7
- F

9
+ F

15
),

此时 A I A.

综上,我们证明了引理 4.

定理 1 设 A是 Q (F)的幂元整基生成元,且 A+ �A | Z,则 A与 F等价.

证明  由于 A+ �A | Z,故 A+ �A不被 G固定. 因为 G = 3R- 14 @ 3R7 4 @ 3R114,所以 A+ �AX R7 ( A

+ �A)或 A+ �AX R11 ( A+ �A).

若 A+ �AX R7 ( A+ �A), 则 C7 =
A- R7 ( A)
A- �A

| R.若 A+ �AX R11 (A+ �A),则 C11 =
A- R11 (A)
A- �A

| R.

下面我们分三种情形来证明.

情形 1 C7 | R, C11 | R

由引理 3与引理 4知, A与集合 B1 G B 2 G B 3 G B 4中的某一个元素等价, A又与集合 A中某一元素

等价, 故集合 A中存在某一幂元整基生成元与集合 B 1 G B2 G B3 G B 4中的某一个元素等价.

注意到若 BI A,则 - BI A,故存在 BI A, CI B 1 G B2 G B3 G B 4及 R i I G使得

C= R i (B) + n. ( 6)

注意到 R20+ i ( B)与 R i ( B)之间的关系,等式 ( 6)中我们只需考虑 i = 1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19的情形.

设 B= k1F
3
+ k2 ( - F

4
+ F

6
+ F

10
) + k3 (F- F

7
- F

9
+ F

11
) + k4 (- F

8
+ F

12
) + k5 ( - F+ F

5
- F

7
- F

9
+

2F
13
) + k6 (F

2
+ F

4
- F

8
+ F

14
) + k7 (F- F

7
- F

9
+ F

15
) I A.

若 CI B 1, 则可设

C= l1 ( - F
4
+ F

9
) + l2 ( - F

3
+ F

5
+ F

7
- F

11
+ F

14
) + l3 ( - F

5
+ F

15
),其中 l1, l2, l3 I Z.

当 i = 1时,由 ( 6)式可得关于 k1, ,, k7, l1, l2, l3的齐次线性方程组,此方程组仅有零解. 所以 B= 0,

这与 B是幂元整基生成元矛盾,故 i X 1.

同理可证 i X 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19. 故 C | B 1. 同理可证 C| B2 G B 4.

若 CI B 3, 则可设

C= l1 (F
3
- F

5
- F

7
+ F

11
) + l2 ( - F

4
+ F

14
) + l3 ( - F

5
+ F

15
), 其中 l1, l2, l3 I Z.

当 i = 1时,由 ( 6)式可得关于 k1, ,, k7, l1, l2, l3的齐次线性方程组,此方程组仅有零解. 所以 B= 0,

这与 B是幂元整基生成元矛盾,故 i X 1.

同理可证 i X 3, 7, 9, 11, 17, 19.

当 i = 13时,由 (6)式可得关于 k1, ,, k7, l1, l2, l3的齐次线性方程组并解得: k2 = k3 = k4 = k5 = k6
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= k7 = 0, l1 = k1, l2 = 0, l3 = - k1,故 B= k1F
3
. 由 B为幂元整基生成元,易知 k1 = ? 1,所以 A与 ? F3等

价,从而 A与 F等价.

情形 2 C7 | R, C11 I R

由引理 3, A等价于 B1 G B 2 G B3 G B4中的某一个元素.不妨设 A I B 1 G B2 G B3 G B 4.

( i) 若 A I B1,可设 A= l1 ( - F
4
+ F

9
) + l2 (- F

3
+ F

5
+ F

7
- F

11
+ F

14
) + l3 ( - F

5
+ F

15
), 由 C11 I R

可得 A+ �A- R11 (A+ �A) = 0, 由此可推得 A = 0, 矛盾.

( ii) 若 A I B2,可设 A= l1 (F- F
5
+ F

11
) + l2 (- F

5
+ F

15
) + l3 ( - 2F

6
+ F

10
), 由 C11 I R可得 A+ �A

- R11 ( A+ �A) = 0, 由此可推得 A= l2 (F
15
- 2F

11
+ F

5
- 2F),但此时有 A= R11 ( A), d ( A) = 0, 故 A不是

分圆域 Q (F)的幂元整基的一个生成元, 矛盾.

( iii) 若 AI B3,可设 A= l1 (F
3
- F

5
- F

7
+ F

11
) + l2 (- F

4
+ F

14
) + l3 (- F

5
+ F

15
),由 C11 I R可得 A

+ �A- R11 ( A+ �A) = 0, 由此可推得 A = 0,矛盾.

( iv) 若 A I B4,可设 A= l1 (F
3
- F

5
- F

7
- F

9
+ F

11
) + l2F

14
+ l3 ( - F

5
+ F

15
), 由 C11 I R可得 A+ �A

- R11 ( A+ �A) = 0, 由此可推得 A= - l3 (F
15
- F

11
+ F

9
+ F

7
- F

3
),但 A= R11 (A), d (A) = 0,故 A不是分

圆域 Q (F)的幂元整基的一个生成元, 矛盾.

故 C7 | R, C11 I R不成立.

情形 3 C7 I R, C11 | R

由引理 4, A等价于集合 A中的某一个元素. 不妨设 A I A,设

A= k1F
3
+ k2 ( - F

4
+ F

6
+ F

10
) + k3 (F- F

7
- F

9
+ F

11
) + k4 ( - F

8
+ F

12
) +

k5 ( - F+ F
5
- F

7
- F

9
+ 2F

13
) + k6 (F

2
+ F

4
- F

8
+ F

14
) + k7 (F- F

7
- F

9
+ F

15
) ,

由 C7 I R可得 A+ �A- R7 ( A+ �A) = 0, 由此可得 A = k5 ( - 3F
15
+ 2F

13
+ 2F

11
+ F

5
+ 2F

3
- 2F). 但

由于 d ( A) = 2
392 # 512 # 11

8 # 1014 # 401# k
240
5 , d (F) = 2

32# 5
12
, d ( A) X d (F). 矛盾.

综上,我们证明了定理.
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