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[摘要 ]  右截尾数据在实际数据中经常出现, 如材料的疲劳试验等. 本文研究基于右截尾数据的近极值事件的

态密度 ( DOS)估计问题. 首先定义右截尾数据类型下的态密度, 接着推导了平均态密度的精确表达式. 然后在

大样本情形, 利用蒙特卡洛 (M onte-C arlo)方法、核密度估计方法等来估计平均态密度. 最后应用 M onte-Car lo模

拟和亚马尔半岛的夏天气温数据说明了本文的方法, 结果表明平均态密度的近似结果与经验结果均拟合得

很好.
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Abstrac t: R igh t-censored data o ften occur in the ac tua l data, such as the fatigue test and so on. This paper studies the

estim ation o f dens ity o f states( DOS) fo r r ight-censored data. W e first rede fine theDOS and the exac t expression o fm ean

DOS is der ived. W e show the approx ima te form s of them ean DOS by the theo ry o f ex trem e value sta tistics and dom a ins

o f attraction under the large- sam ple cases. F ina lly, Som eM on teC arlo simu la tions and Yam a l Peninsu la summer temper-

a ture da ta are been used to study the density o f near-ex trem e events, wh ich a re found to ag ree w ith the theo re tica l re-

su lts.
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  极值统计理论的历史可以追溯到 1928年, F isher和 T ippett
[ 1]
共同提出了 3个著名的极值分布族; von

M ises
[ 2]
年提出了广义极值分布 ( GEV ), 用一个统一的参数模型来描述 3大极值分布; P ickands

[ 3]
提出了

广义 Pareto分布模型 ( GPD ),该模型对于峰值超过阈值方法 ( POT)的应用有深远的影响; de H aan和 Fer-

re ira
[ 4]
进一步给出了极值统计中的吸引场理论.

与极值统计相关的问题是近极值事件 (即接近极值的事件 )的聚集现象, 即对于一个给定的点近极值

事件在总样本中所占的比例大小. 这种近极值事件的聚集现象出现在很多实际问题中, 例如对于保险公

司,保障自己抵御过分大的索赔是非常重要的,但是同样重要或许更重要的是保障自己抵御众多数目的相

当大索赔同时发生. 所以在诸如此类的情况下, 研究极值附近事件的聚集是非常有必要的. 接近极大值

的观测数目的渐近表现已经被一些作者研究过
[ 5-7]

. 最近的许多文献研究近极值事件的密度来反映近极

值事件的聚集. 文 [ 8]提出在独立同分布情况下通过计算近极值事件的态密度 ( DOS)来分析近极值事件

的聚集现象, 并利用极值统计中的理论给出了平均态密度的一些渐近性质以及很好的近似形式, 大大简

化了计算; 在此基础上, 文 [ 9]提出了广义态密度 ( GDOS), 利用过去的极值来估计未来的近极值事件密
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度,是对 DOS的一种推广.

已有若干文献研究普通独立同分布数据的态密度估计问题,但对于截尾数据的态密度研究目前还相

对缺乏. 截尾数据又分为左截尾和右截尾,本文主要考虑右截尾数据的态密度估计问题. 所谓右截尾数

据,是指对于事先给定的值 r0,若观测值小于 r0就用观测值表示, 若大于等于 r0就用 r0表示. 右截尾数据

在实际数据中经常出现,如材料的疲劳试验等等. 在本文中,一些常用的统计方法被用来推导平均态密度

的估计,如蒙特卡洛 (M onte-C arlo) 方法、核密度估计方法等. 近似表达式和相关的估计在模拟算例和实

际数据中与精确的平均态密度表达式拟合得很好. 第一节给出了右截尾数据的态密度定义并推导得出了

平均态密度的精确表达式; 进一步地还给出了右截尾数据的平均 态密度的近似和估计形式;第二节对于

不同的吸引场给出了一些数值模拟. 第三节通过 1个在实际例子,说明了态密度在实际数据中的应用.

1 平均态密度的估计

设 X 1, X 2, ,, Xn为来自分布为 F的总体中的独立同分布样本,

X ( n ) = m ax{X 1, X 2, ,, X n }.

如果存在数列 an > 0及 bn使得 anX ( n) + bn依分布收敛于 G ( x ),则称 G ( x )为一个极大值分布.上述

分布 F称为底分布. 文 [ 1]不加详细的数学证明给出了极值理论中的一个重要结论: 如果一个非退化的 G

存在, 则它必是以下 3种类型之一:

G ( x ) = exp( - e
-x

),所有 x ( 1)

G ( x ) =
0, x < 0,

exp( - x
- A
), x > 0,

( 2)

G ( x ) =
exp( - | x |

A
), x < 0,

1, x > 0.
( 3)

( 1)叫做 Gum be l型, ( 2)叫做 F r�chet型, ( 3)叫做 W eibu ll型. 在 (2)和 ( 3)中, A> 0.

文 [ 2]提出了广义极值分布 ( GEV ) , 用一个统一的参数模型来描述三大极值分布. 样本极大值的

GEV分布如下:

G ( x ) = exp - 1 + N
x - L
R

- 1 /N

, 1 + N
x - L
R

> 0, ( 4)

其中 L是位置参数, R > 0是尺度参数, N是形状参数.当 Ny 0对应 Gum be l分布, N> 0且 A= 1 /N

时对应 Fr�chet分布, N< 0且 A= - 1 /N对应W eibul l分布.

设 X 1, X 2, ,, X n为抽自分布为 F的总体中的独立同分布样本, 若存在常数列 an > 0及 bn,使得当 ny
] 时, anX ( n ) + bn依分布收敛于 ( 4)型极值分布, 则称底分布F属于 ( 4)型分布的吸引场.文 [ 4]讨论了底

分布F属于极值分布 G的必要和充分条件;文 [ 9]进一步给出了对不同的极值行分布、数列 an > 0及 bn的

表达式. 这些表达式在推导态密度公式时非常重要.

下面讨论截尾数据的态密度估计问题.令 X ~ F (X ),截断点为 r0,设右截尾数据为 Z. 则

Z =
X, X < r0,

r0, X \ r0.
( 5)

因此, Z的分布函数为

FZ ( z ) =
F ( z )F ( r0 ), z < r0,

1, z \ r0.
( 6)

对于截断点 r0,我们可以得到一列独立同分布截尾数据 Z1, Z2, ,, Zn. 对于极大值 Z ( n ) ,由于数据右

截尾,最大值为 r0,所以有可能存在多个 Z i = Z ( n ) , 我们仍只去除 Z ( n ) . 类似于文 [ 8, 9], 对于右截尾数据

Z, 我们定义态密度如下:

Q( r, n ) =
1
n E

n-m

{ Z iX Z ( n) }

D[ r - (Z ( n) - Z i ) ] + E
n- 1

{Z i=Z ( n) }

D[ r - (Z ( n) - Z i ) ] , ( 7)

其中 Z1, Z 2, ,, Zn i. i. d ~ FZ , Z ( n ) > m ax( Z1, Z 2, ,, Zn ), r: = Z ( n ) - Z i, i = 1, 2, ,, n, Z i X Z ( n) , D(# )

是单位脉冲函数.
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上述定义的 Q( r, n) 仍然是一个随机变量,并不是严格意义上的密度函数, 需要求出右截尾数据的平

均态密度Q( r, n).因为 Z i, i = 1, 2, ,, n独立同分布,故省略下标仅考虑其中某一个.

首先,当 Z i X Z ( n )时,

E ( D[ r - (Z ( n) - Z ) ] ) = E (E ( D[ r - (Z ( n ) - Z ) ] | Z ( n) = y ) ) =

Q
r0

- ]
E ( D[ r - (Z ( n ) - Z ) ] | Z ( n ) = y ) dFZ

( n)
( y ) + E ( D[ r - (Z ( n ) - Z ) ] | Z ( n ) = r0 )P (Z ( n) = r0 ) =

Q
r0

- ] Q
]

- ]
D[ z - ( y - r ) ] dF (Z | Z ( n ) = y ) dFZ ( n)

( y ) + P (Z ( n ) = r0 )

( Q
r
0

- ]
( D[ z - ( r0 - r) ] dF (Z | Z ( n) = r0 ) + D[ r0 - ( r0 - r) ]P (Z = r0 | Z ( n ) = r0 ) ) =

Q
r 0

- ]

Q
]

- ]
D[ z - ( y - r) ] f ( z )F ( r0 ) dz

F (y )F ( r0 )
dFZ (n)

(y ) + Q
r0

- ]
D[ z - ( r0 - r) ] f ( z )F ( r0 ) dzP (Z ( n ) = r0 ) =

( A)

Q
r0

- ]

f ( y - r)

F (y )
dzFZ ( n)

( y ) + f ( r0 - r)F ( r0 )P (Z ( n) = r0 ). ( 8)

其中 (A )步用到了狄拉克 D函数的性质.

其次,当 Z i = Z ( n )时,

E ( D[ r - (Z ( n) - Z ) ] ) = E (E ( D[ r - (Z ( n ) - Z ) ] | Z ( n) = y ) ) =

Q
r 0

- ]
E ( D[ r - (Z ( n) - Z ) ] | Z ( n ) = y ) # dFZ

( n)
(y ) + E ( D[ r - (Z ( n ) - Z ) ] | Z ( n) = r0 )P (Z ( n ) = r0 ) =

Q
r0

- ]
D( r )dF (Z = y ) | Z ( n) = y ) dFZ( n)

( y ) +

D( r)P (Z = r0 | Z ( n ) = r0 )P (Z ( n ) = r0 ) = D( r)P (Z = r0 )PZ
( n)

= r0 ). ( 9)

因此, 由式 ( 8) 及式 ( 9)得平均态密度为

Q( r, n ) =
1
n

( n - m ) Q
r0

- ]

f ( y - r )
F ( y )

dFZ (n )
( y ) + f ( r0 - r)F ( r0 )P (Z ( n ) = r0 ) +

(m - 1) D( r )P (Z = r0 )P (Z ( n ) = r0 ) . (10)

对于 y < r0,我们有 P (Z [ y ) = F (y )F ( r0 ),所以可以得到

P (Z ( n ) [ y ) = (F ( y )F ( r0 ) )
n
.

进一步可得 P (Z = r0 ) = 1 - F
2
( r0 ), P (Z ( n) = r0 ) = 1 - F

2n
( r0 ). 从而 (10)化简后可得

Q( r, n ) = 1
n

( n - m ) nF
n
( r0 ) Q

r
0

- ]
f ( y - r )F

n- 2
( y ) f (y ) dy + f( r0 - r)F ( r0 ) ( 1 - F

2n
( r0 ) ) +

(m - 1)D( r) (1 - F
2
( r0 ) ) ( 1 - F

2n
( r0 ) ) ] . (11)

Q( r, n) 的表达式非常复杂,我们首先在 n y ] 时对其进行近似简化.当 n y ] 时,有 F
n
( r0 ) y 0,所

以平均态密度的近似形式为

Q( r, n ) U 1
n
[ ( n - m ) f( r0 - r )F ( r0 ) + (m - 1) D( r ) ( 1 - F

2
( r0 ) ) ] . (12)

在实际情况中观测值的分布一般未知,我们需要对 Q( r, n )进行估计:

因为 P (Z < r0 ) = F
2
( r0 ) U 1 -

m

n
,所以 F ( r0 )的估计为

F̂ ( r0 ) = 1 - m
n
. (14)

对于密度函数 f ( x ) (x < r0 ),我们采用核密度估计. 给定一个核函数 K和一个称为带宽的正数 h,核

密度估计定义为

)35)
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f (̂ z ) =
1
n E

n

i= 1

1
h
K

Z - Z i

h
(15)

常用的核函数有 boxcar核、G aussian核、Epanechn ikov核和 tricube核等. 核密度估计对核K的选择并

不重要,但对带宽 h的选择则是至关重要的. 这里我们考虑交叉验证 ( CV) 方法来确定带宽 h. 风险的交

叉验证估计定义为

J (̂ h ) = Q[ f (̂ z ) ] 2
dx -

2
n E

n

i= 1
f
^
- i (Z i ),

这里 f-̂ i为在删去第 i个观测之后得到的密度估计.称 J^( h) 为交叉验证得分或估计的风险.

我们根据使 J^( h)最小来确定带宽 h.对于本文需要估计的 f (x ), 有 Z i < r0.文 [ 10]给出了 J^( h)的一

个简单表达式:

Ĵ ( h ) =
1

hn
2 E

i
E
j

K
* Z i - Z j

h
+

2

nh
K ( 0) + O

1

n
2 ,

这里 K
*
= K

( 2)
(x ) - 2K ( x ),而 K

( 2 )
( x ) = QK ( z - y )K ( y ) dy. 当K为一个 N ( 0, 1)的 Gaussian核时,那

么 K
( 2)
为正态分布N (0, 2)的密度函数.

2 数值模拟

本节, 我们对于属于 3个不同吸引场的底分布举例来观察平均态密度的近似及估计结果与精确表达

式的拟合程度.

例 1 F I D (GN> 0 ).

取 F (x )为 Fr�che t分布:

f ( x; C) = Cx
- 1- C

exp( - x
- C
), C> 0, x > 0,

属于 Fr�che t类吸引场. 设截断点 r0 = 20,取 C= 1,从而由式 ( 6)得到实际数据 Z的分布函数 FZ ( z ).

首先我们从分布FZ ( z )中产生 5 000个随机数.计算其中等于 r0的个数m,由式 (14)估计 F̂ ( r0 ).由其中的

5 000- m个小于 r0的数据,根据 CV方法选择 h = 01146 8,由式 ( 15)得核密度估计 f (̂ z ). 拟合的结果见图

1.

例 2 F I D (GN< 0 ).

取 F (x )为 Be ta分布 B eta( a, b):

f ( x; a, b ) =
1

B ( a, b)
x
a- 1

(1 - x )
b- 1
, 0 < x < 1, (16)

属于W eibu ll类吸引场.设截断点 r0 = 017,取 a = 10, b = 10,从而由式 ( 6)得到实际数据 Z的分布函

数 FZ ( z). 首先我们从分布 FZ ( z ) 中产生 5 000个随机数. 计算其中等于 r0的个数 m, 由式 (14) 估计

F̂ ( r0 ).由其中的 5 000- m个小于 r0的数据, 根据 CV方法选择 h = 01040 1,由式 (15)得核密度估计 f (̂ z ).

拟合的结果见图 2.

例 3 F I D (GN= 0 ) ( an y ] ).

取 F (x )为W eibu ll分布:

f (x; A) = AKx
A- 1

e
- Kx A

, A, K> 0, x > 0,

属于 Gum be l类吸引场,同时当 n y ] 时归一化参数 an y ] . 设截断点 r0 = 10,取 A=
1
2
, K= 1,从而

由式 (6)得到实际数据 Z的分布函数 FZ ( z). 首先我们从分布 FZ ( z )中产生 5 000个随机数.计算其中等

于 r0的个数 m, 由式 ( 14)估计 F̂ ( r0 ). 由其中的 5 000- m个小于 r0的数据,由 CV方法选择 h = 01097 5,

由式 ( 15) 得核密度估计 f (̂ z).拟合的结果见图 3.

例 4 F I D (GN= 0 ) ( an y 0).

取 F (x )为正态分布N (L, R
2
):

)36)
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f ( x; L, R
2
) =

1

2PR
2
e
-
(x- L) 2

2R 2 , (17)

属于 Gum be l类吸引场,同时当 n y ] 时归一化参数 an y 0. 设截断点 r0 = 115,取 L = 0, R
2
= 1,从而由

式 ( 6)得到实际数据 Z的分布函数 FZ ( z ). 首先我们从分布 FZ ( z )中产生 5 000个随机数.计算其中等于

r0的个数 m, 由式 ( 14)估计 F̂ ( r0 ).由其中的 5 000 - m个小于 r0的数据,根据 CV方法选择 h = 01577 4,

由式 ( 15) 得核密度估计 f (̂ z).拟合的结果见图 4.

例 5 F I D (GN= 0 ) ( an y a ).

取 F (x )为指数分布 exp(K);

f ( x; K) = Ke
- Kx
, K > 0, x > 0,

属于 Gum be l类吸引场, 同时当 n y ] 时归一化参数 an趋于某个常数 a. 设截断点 r0 = 3,取 K= 1,

从而由式 (6)得到实际数据 Z的分布函数 FZ ( z). 首先我们从分布 FZ ( z )中产生 5 000个随机数.计算其

中等于 r0的个数 m, 由式 ( 14)估计 F̂ ( r0 ). 由其中的 5 000 - m个小于 r0的数据,根据 CV方法选择 h =

01081 2,由式 (15)得核密度估计 f (̂ z ).拟合的结果见图 5.

3 实际例子

这里我们使用亚马尔半岛的夏天气温数据来检验我们上面得到的有关右截尾数据平均态密度的结

果. 我们仍将这组数据每 100年分成一组,共分成 40组. 设截断点 r0 = 2, 然后对于每一组应用式 ( 7) 计

算 Q( r, n). 对所有组求期望我们得到 Q( r, n) 的经验结果. 计算其中等于 r0的个数 m, 由式 (14) 估计

)37)
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F̂ ( r0 ).利用其中小于 r0的数据, 根据 CV方法选择 h = 01085 6, 由式 (15)得核密度估计 f (̂ z ),从而得到

Q2 ( r, n) 的近似结果. Q( r, n)的经验结果和近似结果都在图 6中给出. 可以看出两者拟合得很好.
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