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[摘要 ] � 逼近空间理论最早由 V. A. E frem ov i 教授于 1952年从拓扑角度建立起来, 最近, D im iter Vakarelov和

Ivo Duntsch等应用该理论于空间推理.本文从格及拓扑角度来研究逼近空间的若干性质, 研究了弱逼近空间以

及其与正则开集簇的联系,同时研究了逼近空间的和, 给出了从一簇逼近空间来构造和空间的一般方法. 最后

给出了构造严格 (弱 )预逼近空间的一种方法.
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Abstract: The theory of prox im ity spaces w as found ear ly in 1952 by professorV. A. E fremov i from topo log ica l po int o f

v iew. Recen tly D im iterVakare lov and Ivo Duntsch e tc. applied th is theory to the field of QSR. In th is paper, w ema in ly

investig ate som e properties o f prox im ity spaces from la ttice and topo log ica l po int of v iew. Th is paper investigate weak

prox im ity space and it� s re lationsh ip w ith regular open se ts, m eanwh ile th is paper investigated the sum o f prox im ity

space, we g ive a gene ra l m ethod o f constructing sum space from a fam ily o f prox im ity spaces. A t last, we propo se a

m e thod o f constructing o f strict( w eak) pre- prox im ity space.
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� � 区域连接演算 (RCC )是定性空间推理
[ 1-4]
的一个研究热点. 连接关系 C是空间区域的一个基本关

系. 在这个基本关系 C定义了以后, 我们可以定义以下拓扑关系: (A, B, C 为空间区域 )

DC (A, B ) � � C (A, B ).

P (A, B )� � C [C (C, A ) � C (C, B ) ].

PP (A, B )� P (A, B ) � � P (B, A ).

PP i(A, B ) � P (B, A ) � � P (A, B ).

EQ (A, B ) � P (A, B ) � P (B, A ).

PO (A, B ) � O (A, B ) � �P (A, B ) � � P (B, A ).

EC (A, B )� C (A, B ) � � O (A, B ).

TPP (A, B )� PP (A, B ) � � C [EC (C, A ) � EC (C, B ) ] .

TPP i(A, B ) � PP (B, A ) � � C [EC (C, B ) � EC (C, A ) ].

NTPP (A, B ) � PP (A, B ) � � � C [ EC (C, A ) � EC (C, B ) ].

NTPP i(A, B )� PP (B, A ) � � � C [EC (C, B ) � EC (C, A ) ] .
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一个重要的空间推理模型是完全正则连通拓扑空间中的非空正则闭子集簇. 每一个非空正则闭子集

被看作空间中的一个非空区域 ( reg ion). 设 x, y为非空正则闭子集, 我们定义连接关系 C为: xCy� x � y

� � . 逼近空间理论 [ 5-7]
中有一个逼近关系 �, 这个逼近关系 �与区域连接演算理论中的连接关系 C具有

非常相似的性质,从而有助于我们对逼近空间理论的研究进行定性空间推理.

本文研究了逼近空间以及一种弱逼近空间, 并给出一些拓扑性质, 同时给出了一个构造严格 (弱 ) 预

逼近空间的方法.

1� 弱逼近空间及其拓扑

定义 1
[ 5 ] � 令 X为一非空集合. �为定义在 X 的幂集 P(X )上的一个二元关系. 当 �满足下列条件

( c1) ~ ( c5)时, 我们称 �为弱逼近. 称 (X, �)为一个弱逼近空间.

( c1) 若 A � B � � ,则有 A �B.

( c2) 若 A �B,则有 A, B � � .

( c3) A �B蕴含 B�A.

( c4) 若 A � B, C�A, 则有 C�B.

( c5) 若 A (- �)B,则存在 C,使得 A (- �) C, B ( - �) (X \C ).

以上的 - �表示二元关系 �的否定.如果我们把 ( c4)替换成以下条件:

( c4�) A �(B � C ) � A�B或 A�C,

则我们称 (X, �)为逼近空间.若 �满足条件 ( c1) ~ ( c4) , 则称 (X, �) 为弱预逼近空间. 若 �满足 ( c1),

( c2), ( c3)和 ( c4�) ,则称 (X, �)为预逼近空间.我们知道若 (X, �)为一个逼近空间,则 C l� (A ) = {x � A |

x�A }为一个闭包算子, 从而 �� = {X \A | A = C l� (A ) }构成了 X上一个拓扑.令 C l��为由 ��生成的闭包算

子, 则有 C l�� = C l�.

对于弱闭包空间 (X, �), 我们有以下事实:

事实 1� � ( - �)A.

事实 2� 对于非空集 A, A �A.

定义 2
[ 5 ]

� 令 X为非空集合. 若算子 C
*
: P(X ) � P(X ) 满足以下条件:

( 1) C
*
( � ) = � .

( 2) A � B� C
*

(A ) � C
*

(B ).

( 3) A � C
*

(A ).

( 4) C
*
(C

*
(A ) ) = C

*
(A ).

我们称 C
*
为一个弱闭包算子.

若把条件 ( 2)替换成 (2�): C*
(A � B ) = C

*
(A ) � C

*
(B ), 我们就得到一个闭包算子. 显然, 给定

X上一个闭包算子 C
*
就有一个惟一的拓扑 �, 使得 � A � X, C

*
(A )是拓扑空间 (X, �) 中 A的闭包.

令 B为拓扑空间 (X, �)的一簇闭集, 若空间中每一个闭集都能表示成 B中若干成员的交集, 我们称

B是一个拓扑闭基.令 S为拓扑空间 (X, �)的一簇闭集,若 S中成员作有限交构成新的集簇是一个拓扑闭

基, 我们则称 S为一个拓扑闭子基.

定理 1� 设 C
*
为非空集X上弱闭包算子, 则存在 X上一个拓扑 �, 而且 S = {S | S = C

*
(S ) }为拓

扑闭子基. 进而若令 CS (A ) = � {S | S � S, A � S }, 则有 CS = C
*
.

证明 � 因 � � S, 从而存在 X上拓扑 �, 而且 S为拓扑闭子基. 对于任意 A � X, 下面证明 CS (A )

= C
*

(A ). 对于任意 A � S, S � S, 我们有 C
*

(A ) � C
*
( S ) = S, 即 C

*
(A ) � CS (A ).若 C

*
(A ) = X,

显然有 CS (A ) � C
*

(A ). 若 C
*

(A ) � X, 则由 C
*

(C
*

(A ) ) = C
*

(A ), 得 C
*

(A ) � S. 同时由 A �

C
*
(A ), 得 CS (A ) � C

*
(A ). 从而 C

*
(A ) = C S (A ). 证毕.

定理 2� 设 (X, �) 为弱逼近空间, 则算子 C l�: C l� (A ) = { x � X | {x }�A }为弱闭包算子.

证明 � 令 (X, �)为弱逼近空间.

( 1) 由定义 1( c2)得 C l� ( � ) = � .
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( 2) 由定义 1( c3)得 A � B� C l� (A ) � C l� (B ).

( 3) 由定义 1( c4)得 A � C
*
(A ).

( 4) 只需要证明 C l� (C l� (A ) ) � C l� (A ). 对于任意 x � C l� (A ), 即 x ( - �)A, 则由定义 1( c5),存在

C � X 使得 x ( - �)C, (X \C ) ( - �)A. 从而有 y � X \C, y (- �)A, (X \C ) � C l� (A ) = � . 由定义 1( c4)

有 C l� (A ) � C及 x ( - �) C. 从而 x ( - �)C l� (A ), x � C l� ( C l� (A ) ).证毕.

设 (X, �)为一个弱逼近空间, 则由定理 1、定理 2知道: 存在 X 上一个拓扑 �, 而且 S = {S | S =

C l� (S ) }为它的拓扑闭子基.

令 CS (A ) = � {S | S � S以及 A � S },则有 CS (A ) = C l� (A ).

令 C (A )为拓扑空间 (X, �)中子集 A的 K ura tow sk i闭包, 我们知道 Ku ratow sk i闭包算子 C 未必就是

C l�. 我们有如下事实: C (A ) � CS (A ).

令 (D, 0, 1, +, � )为有界分配格.我们定义D上两个关系:一个为重叠关系 O: xOy� x� y � � .另一个

是反重叠关系 U: xUy� x + y � 1. 令 O( x ) = { y | x Oy }, U ( x ) = { y | xUy }. 若 ( � x, y ) [ O(x ) =

O( y )� x = y ],我们称 O是扩展的.类似地,若 ( � x, y ) [U ( x ) = U ( y )� x = y ] ,我们称 U为扩展的.

文 [ 6, 8]给出以下事实.

事实 3� O是扩展的当且仅当 ( � a, b) [ O( a) � O( b )� a � b] .

事实 4� U是扩展的当且仅当 (� a, b ) [U ( b) � U ( a )� a � b] .

定理 3� 设 (X, �)为弱逼近空间, 则存在X上一个拓扑 �, �有拓扑子基 S = {A | A�= C l� (A �) }. 令

B为由 S生成的拓扑基, 假设�为定义在B上的二元运算,使得 (B, � , X, +, . )是一个格. 令 RO (X )为

拓扑空间 (X, �)中正则开集簇. 则以下条件等价:

( 1) B是 O扩展的.

( 2) B � RO (X ).

( 3) 对于 A, B � B (X ), 有 A + B = int(C l(A � B ) ).

证明 � 注意到:

int(A ) = � {B � B | B � A }.

C l(A ) = X \ � {B � B | A � B = � } = � {X \B | B � B (X ), A � B = � }.

( 1)� ( 2). � A � B,

int(C l(A ) ) = � { B � B | B � C l(A ) } = � {B � B | B � A } = int(A ) = A.

需证明对于任意 A, B � B, B � C l(A )� B � A.

B � C l(A ) � B � X \ � {C � B | A � C = � }�
B � (� {C | C � B, A � C = � } ) = � �
� {B � C | C � B, A � C = � } = � �
� C � B, A � C = � � B � C = � �

� C � B (X ), B � C � � � A � C = � � B � A.

( 2)� ( 1). 令 A � B,下面证明 O(A ) � O(B ). 由 A � B, 可证 A � C l(B ): 若 A � C l(B ), 有 A =

in t(C l(B ) ) = B,得出矛盾.

从而

A � C l(B ) � A � (X \C l(B ) ) � � �
A � ( � { C | C � B, B � C = � } ) � � �
� {A � C | C � B, B � C = � } � � �
� C � B,使得 A � C � � ,而 C � B = � �

C � O(A )以及 C � O(B )�
O(A ) � O(B ).

( 2)� ( 3). 令 B � RC (X ),则有 A + B � B, A + B = in t(C l(A + B ) ), A � A + B, B � A + B, A �

B � A + B. 则有A + B = int(C l(A + B ) ) � int( C l(A � B ) ). 另一方面, 由 int( C l(A � B ) ) � int(C l(A ) )

= A和 int(C l(A � B ) ) � int(C l(B ) ) = B, 我们有 int(C l(A � B ) ) � A � B.

�3�
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( 3)� ( 2). 令 A + B = int(C l(A � B ) ). 则有 A = A + A = in t(C l(A � A ) ) = int(C l(A ) ), 从而有

B � RO (X ). 证毕.

注 � 在空间推理领域, 正则开 (闭 )集簇构成 RCC 8的两个拓扑模型. 从而定理 3给出了弱逼近空间

和正则开集簇的联系,进而为从弱逼近空间角度来研究拓扑空间推理提供了依据
[ 9, 10]

.

2� 逼近空间的和与拓扑和

定义 3
[ 11 ] � 令 { (X s, �s ) } s� S为一簇互不相交的拓扑空间. 即X s � X t = � , s� t. 令 X = �

s� S
X s, �为

X的子集簇, 满足: � U � X 以及任意 s � S, 都有 U
s� S
X s为 X s中开集. 显然 �为 X上一个拓扑, 称之为

{X s } s� S的拓扑和, 记为 ( �
s� S

X s, �
s� S
�s ).

性质 1
[ 11] � 集 A � �

s� S
X s是闭集当且仅当对于任意 s � S, A � X s为 X s中闭集.

性质 2
[ 11 ]

�X s在拓扑和 �
s� S

X s中 既是开集也是闭集.

性质 3
[ 11] � 令 {X s } s� S为一簇互不相交的拓扑空间. 若 S = �

t� T
S t, 其中 S t � S t� = � , t � t�, 则有 �

s� S

X s = �
t� T

( �
s� S t

X s ).

定理 4� 令 (X i, �i ) ( i � I )为一簇逼近空间. (X i, ��
i
) ( i � I )为由给定的那一簇逼近空间 (X i, �i )

( i � I )所诱导的拓扑空间. 定义 �
i� I

X i上二元关系 �为: ( � A, B � �
i� I

X i ) A�B� � i � I, (A � X i ) �i (B �

X i ). 则 �是一个逼近关系. 进而令 ��为 �
i� I

X i上由 �所诱导的拓扑, 令 �
i� I
��i为 �i� I

X i上拓扑和,则有 �� = �
i� I

��i.

证明 � 首先我们证明 �是 �
i� I

X i上一个逼近关系.

( C1) 若A � B � � , 即存在 i� I,使得 (A � X i ) � (B � X i ) � � ,有 (A � X i ) �i (B � X i ). 从而A �B.

( C2) 若 A�B,即存在 i � I,使得 (A � X i ) �i (B � X i ),则有 A � X i � � , B � X i � � .从而A, B � � .
( C3) 显然有 ADB蕴含 BDA.

( C4c) A D(B G C ) Z ( v i I I ) (A H X i ) Di [ (B G C ) H X i ] Z ( v i I I) (A H X i )Di [ (B H X i ) G (C

H X i ) ] Z ( v i I I ) (A H X i ) Di (B H X i )或 (A H X i ) Di (C H X i ) Z A DB或 A DC.

( C5) 若 A (- D)B,即对于任意 i I I, (A H X i ) ( - Di ) (B H X i ). 若 A H X i X Á 以及 B H X i X Á ,

则存在 C i使得 (A H X i ) ( - Di )C i且 (B H X i ) ( - Di ) (X i \C i );若 A H X i = Á 以及 B H X i X Á ,则取 C i

= X i; 若 A H X i X Á 以及 B H X i = Á,则取 C i = Á. 令 C = G C i,则有 A (- D)C及 B (- D) (X \C ).

我们下面证明 SD = ©
iI I

S Di
.

注意到: SD= { ©
iI I

X i \A | A = C lD(A ) },

C lD(A ) = { x I ©
iI I

X i | {x }DA } = G
iI I

{x I X i | {x }DiA } = G
iI I

C lDi (A H X i ).

SDi = {X i \A i | A i = C lDi (A i ) }.

所以有: SD= {©
iI I

X i \A | A = C lD(A ) } = { G
iI I

(X i \ (A H X i ) ) | A H X i = C lDi (A H X i ) } = ©
iI I

S Di
. 证毕.

注  在空间推理领域,对于路径一致的 RCC 8基本关系网络能否一定有一个拓扑实现是一个重要的

问题, 我国学者李三江给出了一个直接的构造和空间的方法解决了这个问题, 从而和空间可应用于空间

拓扑实现. 定理 4给出了从一簇逼近空间来构造和空间的一般方法.

3 严格模型的构造

在一个 (弱 ) 预逼近空间 (X, D) 中, 我们定义二元关系 P和 EQ如下: P (A, B ) Z P C (CDA y CDB );

EQ (A, B ) Z P (A, B ) C P (B, A ). 在空间推理模型中, 二元关系 EQ并不一定是相等关系 = , 也就是说对

于两个空间区域 A和 B来说, 可能出现 EQ (A, B )但是 A X B的情况. 当二元关系 EQ和 = 相一致时, 我

们就称此 (弱 )逼近空间 (X, D)是严格的 ( strict). 下面, 我们给出构造严格 (弱 )预逼近空间的一种方法.

定理 5 令 (X, D)为 (弱 )预逼近空间. 定义等价类: [A ] = {AcP (A, A c)及 P (Ac, A ) }. 显然 { [A ]A

I P (X ) }形成 P (P (X ) )的一个分划. 定义如下关系 [A ] Dc[B ] Z v A c I [A ]及 B c I [B ]使得 A cDB c,

)4)
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则 (P (X ), Dc)为严格 (弱 )预逼近空间.

证明  易证 (P (X ), Dc)为一个 (弱 )预逼近空间. 下证它是严格的. 先定义 P c如下:

[A ]P c[B ] Z P [C ] ( [C ] Dc[A ] y [C ] Dc[B ] ) Z [ P C A X ] (CDA y CDB ).

若 [A ]P c[B ]及 [ B ]P c[A ], 则有 [A ] = [B ] . 需证明 [A ] = [B ] Z PX I [A ] \ X I [B ] .

现证明 X I [A ] y X I [B ] Z XPA 及 APX y XPB及 BPX.

XPBZ P CDX y CDB.

对于任意 CDX, 存在 [ C c], 使得 C I [C c], [C c] Dc[A ], 又由 [A ]P c[B ], 得 [C c] Dc[B ] y v C d I

[ C c], B c I [B ], 从而有 CdDB c y CdDB y BDCdy BDC y CDB. 类似可证 BPX. 证毕.

注意到 Dc一般来说不满足定义 1的条件 ( c5).

最后, 设 (X, D) 为一个逼近空间. 我们知道每个逼近空间 (X, D)诱导一个拓扑空间 (X, SD), 其中 SD

= {X \A | A = C lD(A ) }. 如果我们定义逼近关系 D为: A DBZ A H B X Á, 则逼近空间 (X, D)诱导一个离

散拓扑空间. 如果我们定义逼近关系 D为: 对于任意A, B < X, 都有 A DB, 则逼近空间 (X, D)诱导一个平

庸拓扑空间. 当然这是两个极端情形.
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