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  设 (X, d )为紧致的度量空间, T: X y X是连续映射, L是非原子的 Bo re l不变测度. 重分形分析的主要

问题是描述测度的局部奇异性. 一般地,重分形分析主要是与研究 Bore l测度 L的局部 (点态 ) 维数相关

联. 对于 A\ 0,记 X A = {x I suppL | dL( x ) = A},重分形的研究主要是通过以下函数 fL (A) = d im (X A )

和 F L( A) = D im (X A )来估计 X A的大小, 其中 d im, D im分别是 H ausdo rff维数和填充维数. 自 1986年

H a lsey等人在 [ 1] 中定义函数 f ( A) 以来, 重分形理论和函数 f (A)一直受到人们的关注. 上世纪 90年代,

人们对计算各种不同类型测度的重分形谱非常感兴趣,这些测度都具有不同程度的自相似性,见文 [ 2-4].

除了局部 (点态 ) 维数,人们对动力系统或几何结构其他局部数量的渐近行为也感兴趣.比如,人们感兴趣

于连续函数的遍历平均、局部熵、局部 Laypunov指数等,这些数量可以提供描述测度或者动力系统的很多

信息,如混沌性、敏感依赖等.

动力系统维数论
[ 5]
的兴起,使得局部特征函数的选取更加多样化. 2000年, T akens和 V erb itski

[ 6]
用不

变测度的局部熵取代了局部点态维数, 同时用集合的拓扑熵取代了集合的 H ausdorff维数, 其重分形谱是

熵谱 N( A) = h top (T, { hL(T, x ) = A} ). 他们研究了任意不变测度局部熵的重分形分析, 并且给出了局部熵

重分形谱的上界估计.文 [ 7, 8]研究了高维局部熵重分形谱,并给出了上界估计. 动力系统的维数论的兴

起也对经典 Po incar�回归有了新的定量描述. A fraimov ich等
[ 9, 10 ]
引进与 Po incar�回归有关的维数,并得到

了在光滑系统中它们与熵和指数的关系.文 [ 11]讨论了回归时间维数的拓扑熵重分形谱. 本文将对回归

时间维数 (回归率 )作特定的重分形分解, 给出回归时间维数的 H ausdorff维数谱的上界估计.
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1 集合的 ( q, S)-维数的定义

设 L为 (X, d )上的有限测度, T: X y X是保测变换.设 U A X, x I U第一次回归到 U的回归时间定义

为

SU ( x ) = inf{ k > 0 | T
k
( x ) I U }.

为了方便,假如 x不回到 U,将回归时间记为无穷大.

设 r > 0, x I X.下面的定义来自于文 [ 12] . x处的下、上局部 (点态 )回归时间维数分别定义为

dS ( x ) = lim
ry 0

in f
- logSB ( x, r) (x )

logr
, �dS ( x ) = lim

ry 0
sup

- logSB ( x, r ) ( x )
logr

.

由文 [ 12]的定理 4、定理 5,可以给出下面的定义.

定义 1 若dS (x ) = �dS ( x ),则称这个共同的数为 x I X处的局部 (点态 )回归时间维数,记为 dS ( x ).

下面将用 Cara th�odory结构理论定义集合的 ( q, S) -维数.先给出集合 E A X的 ( q, S) -维数的定义,

这种思想来自文 [ 5, 13].设 q, t I R以及 D> 0.称 X中的有限或可数闭球族 B = {B (x i, ri ) } i是 E的中

心 D- 覆盖,如果 E A G iB (x i, ri ), xi I E且对任意的 i\ 1都有 0 < ri < D.当 E X Á ,记

�H
q, t

S, D(E ) = inf{E
i

S
- q

B( x i, r i)
( xi ) ( 2ri )

t
| {B ( xi, ri ) } i是 E的中心 D覆盖 }.

若 E = Á ,令 �H q, t

S, D( Á ) = 0. 集合 E的 t - 维 ( q, S)-测度定义为

�H
q, t

S (E ) = sup
D> 0
�H
q, t

S, D(E ) = lim
Dy 0
�H
q, t

S, D(E ).

这里采用的是集合 E的中心 D- 覆盖, �H
q, t

S (E ) 关于集合 E不具有单调性. 因此,令

H
q, t

S (E ) = sup
F AE
�H
q, t

S, D(E ).

由上述定义,参考文 [ 5], 不难证明下面各引理成立.

引理 1 集函数H
q, t

S (# ) 具有以下性质.

( 1) H
q, t

S ( Á ) = 0.

( 2) 若 E 1 A E2 A X,则 H
q, t

S (E1 ) [ H
q, t

S (E 2 ).

( 3) 设 E i A X, i = 1, 2, ,,则 H
q, t

S (G i\1E i ) [ E i\ 1
H

q, t

S (E i ).

引理 2 存在惟一确定的数 d im
q

S (E ) I [ - ] , + ] ] ,使得

H
q, t

S (E ) =
+ ] , t < dim

q

S (E ),

0, t > dim
q

S (E ).

引理 3 下面的结论成立.

( 1) d im
q

S ( Á ) = - ] .

( 2) 若 E 1 A E2 A X,则 d im
q

S (E1 ) [ d im
q

S (E2 ).

( 3) 设 E i A X, i = 1, 2, ,,则 d im
q

S ( G i\ 1E i ) = supi\1 { d im
q

S (E i ) }.

定义 2 称d im
q

S (E )为集合 E的 ( q, S) - 维数.

由引理 2,集合 E的 ( q, S) - 维数还可以表示为下面的形式.

dim
q

S (E ) = sup{ t:H
q, t

S (E ) = + ] } = inf{ t: H
q, t

S (E ) = 0}.

2 集合的 ( q, S)-维数与 H au sdorff维数之间的关系

从重分形的观点来看,集合 E的 ( q, S) - 维数 d im
q

S (E )与集合 E的 H ausdorff维数 d im (E )类似.事实

上, 当 q = 0时, 这两者是一致的.

定理 1 对任意的 E A X,有 d im
0
S (E ) = d im ( E ).

证明  设 E A X以及任意的 t I R.若 E = Á ,两边均为 - ] ,结论成立. 若 E X Á ,设 B = {B ( xi,

ri ) } i是 E的任一有限或可数中心 D覆盖 (0 < ri < D).取 E i = B ( xi, ri ), 则 {E i } i是 E的一个 2D覆盖.因

此,
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H
t

D(E ) [ E
i

| E i |
t

= E
i

(2r i )
t

.

由 B = {B ( xi, ri ) } i的任意性,

H
t

D(E ) [ in f
B E

i

( 2ri )
t
= �H

0, t
S, D( E ) [ H

0, t
S, D(E ).

令 Dy 0, 则

H
t
(E ) [ H

0, t
S (E ). ( 1)

另一方面,设 F A E,且 F = {E i } i为 F的任一 D- 覆盖.不妨假设对任意的 i\ 1, E i H F X Á ,否则
可以选择更小的且仍能覆盖 F的 {E i } i.对任意的 i\ 1,记 ri = | E i | < D.取 xi I E i H F,则 E i A B ( xi, r i ).
因此, B = {B ( xi, ri ) } i为 F的中心 D- 覆盖. 从而,

�H
0, t
S, D(F ) = in f

B E
i

( 2ri )
t
= in f

F
2
t E

i

| E i |
t [ 2

t
H

t

D(F ).

令 Dy 0, 则�H
0, t

S (F ) [ 2
t

H
t

(F ) [ 2
t

H
t

(E ).由于 F A E的任意性, 有

H
0, t
S (E ) = sup

F AE
�H

0, t
S, D(F ) [ 2

t
H

t
(E ). ( 2)

联立 ( 1)和 ( 2),得

2
- t
H

0, t
S (E ) [ H

t
(E ) [ H

0, t
S (E ). ( 3)

对任意的 t < d im ( E ),有H
t
(E ) = + ] . 由 (3)式的右边,有H

0, t
S (E ) = + ] .由引理 2, t [ d im

0
S (E ).

由 t < d im (E ) 的任意性,

d im (E ) [ d im
0
S (E ). ( 4)

反之,对任意的 s < d im
0
S (E ),由引理 2, H

0, s
S (E ) = + ] .由 ( 3)式的左边,有H

s
( E ) = + ] , 从而 s [

d im (E ).由 s < d im
0
S (E ) 的任意性,

d im
0
S (E ) [ d im (E ). ( 5)

联立式 (4)和 ( 5), 即得结论成立.

3 回归时间维数重分形谱的上界估计

设 A\ 0,记

�X
A
= {x I X | �dS (x ) [ A},   �X A = {x I X | �dS ( x ) \ A},

X
A
= {x I X | dS (x ) [ A},   X A = {x I X | dS ( x ) \ A}.

令 K A = { x I X | dS (x ) = A},则 K A = �X
A H X A.

引理 4 设 A\ 0, q, t I R, D> 0,且 0 < D< qA+ t,则下面的结论成立.

( 1) 当 q\ 0时,H
qA+ t+ D

(�X
A
) [ 2

qA+ D
H

q, t

S (�X
A
).

( 2) 当 q [ 0时,H
qA+ t+ D

(X A) [ 2
qA+ D
H

q, t

S (X A ).

( 3) 设 qA+ d im
q

S (X ) \ 0. 当 q \ 0时, dim (�X
A
) [ qA+ d im

q

S (X ); 当 q [ 0时, d im (X A ) [ qA+

d im
q

S (X ).

证明  当 q = 0时, 由 (3)式, (1)和 ( 2)成立,而 ( 3) 显然成立.下面假设 q X 0.

( 1) 由于 q > 0,对任意的 m I N,记

Km = x I �X
A
|
- logSB (x, r) (x )

logr
[ A+

D
q
, 0 < r <

1
m

.

令 0 < G < 1 /m.设 B = {B ( xi, ri ) } i是 Km 的任一 G- 中心覆盖, 则

- logSB ( xi, ri) (x i )

logr i
[ A+

D
q
.

当 q > 0时,

S
- q

B ( xi, r i)
( xi ) ( 2ri )

t \ 2
t
r
qA+ t+ D
i .

因此,

H
qA+ D+ t
G (Km ) [ E

i

| B ( xi, r i ) |
qA+ D+ t

= E
i

(2r i )
qA+ D+ t

= 2
qA+ D+ t E

i

r
qA+ D+ t
i [ 2

qA+DE
i

S
-q

B ( xi, ri)
(x i ) (2r i )

t

.
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由 B = {B ( xi, ri ) } i的任意性,当 G < 1 /m时,

H
qA+ D+ t
G (Km ) [ 2

qA+ D
�H
q, t

S, G (Km ).

令 Gg 0,则

H
qA+ D+ t

(Km ) [ 2
qA+ D
�H
q, t

S (K m ).

又当 m y + ] 时, Km h �X A. 因此,

H
qA+ D+ t

(�XA ) = sup
m
H

qA+ D+ t
(Km ) [ 2

qA+ D
sup
m
�H
q, t

S (Km ) [ 2
qA+ D
�H
q, t

S (�XA ).

( 2) 由于 q < 0,对任意的 m I N,记

Km = x I X A | A+
D
q

[
- logSB ( x, r) ( x )

logr
, 0 < r <

1
m

.

后面的证明类似于 ( 1)的证明.

( 3) 设 t > d im
q

S (X ),由引理 2, H
q, t

S (X ) = 0.

当 q > 0时,由 ( 1),

H
qA+ t+ D

(�X
A
) [ 2

qA+ D
H

q, t

S (�X
A
) [ 2

qA+ D
H

q, t

S (X ) = 0.

从而, qA+ t + D\ d im (�X
A
). 由 D> 0和 t > d im

q

S (X ) 的任意性, 有

qA+ d im
q

S (X ) \ d im (�X
A
).

当 q < 0时,由 ( 2) 类似可以证明

qA+ d im
q

S (X ) \ d im (X A ).

引理 5 设 A\ 0, q, t I R, D> 0,且 0 < D< qA+ t,则下面的结论成立.

( 1) 当 q [ 0时,若 A A �XA
,则H

q, t

S (A ) [ 2
t
H

qA+ t- D
(A ).

( 2) 当 q\ 0时,若 A A XA,则H
q, t

S (A ) [ 2
t
H

qA+ t- D
(A ).

证明  当 q = 0时, 由 (3)式,结论成立.下面假设 q X 0.

( 1) 由于 q < 0,对任意的 m I N,记

Km = x I A |
- logSB ( x, r) ( x )

logr
[ A-

D
q
, 0 < r <

1

m
.

对任意的 m I N, 假设 E A Km, 并且令 0 < G < 1 /m.设 { E i } i是 E的任一 G- 覆盖,则 r i = | E i | <

G.记 I = { i I N | E i H E X Á }.取 x i I E i H E,则 B = {B (x i, r i ) } iI I是 E的一个 G- 中心覆盖,由于

xi I E A Km, 故

- logSB ( xi, ri) (x i )

logr i
[ A-

D
q
.

当 q < 0时,

S
- q

B ( xi, r i)
( xi ) ( 2ri )

t [ 2
t
r
qA+ t- D
i .

因此,

�H
q, t

S, G (E ) [ E
iI I

S
- q

B (x i, r i)
( ri ) ( 2ri )

t [ E
i

2
t
r
qA+ D+ t
i = 2

t E
i

| E i |
qA+ D+ t

.

由于 {E i } i是 E任意一个 G- 覆盖,当 G < 1 /m时,

�H
q, t

S, G (E ) [ 2
t
H

qA+ t- D
(E ).

令 Gg 0,则

�H
q, t

S (E ) [ 2
t
H

qA+ t- D
(E ) [ 2

t
H

qA+ t-D
(Km ).

又由 E A K m的任意性,对任意的 m I N,有

H
q, t

S (Km ) = sup
EAK

m

�H
q, t

S (E ) [ 2
t
H

qA+ t- D
(Km ).

由于 G mKm = A,则

H
q, t

S (A ) [ 2
t
H

qA+ t- D
(A ).

( 2) 由于 q > 0,对任意的 m I N,记

Km = x I A | A-
D
q

[
- logSB( x, r ) ( x )

logr
, 0 < r <

1

m
.
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后面的证明类似于 ( 1)的证明.

下面将讨论回归维数重分形谱的上界估计. 为此,记

a = sup
q> 0

- d im
q

S (X )

q
, �a = inf

q< 0

- dim
q

S (X )

q
.

引理 6 设 A\ 0,则

( 1) 当 A> �a时, X A = Á ;

( 2) 当 A< a时, �X
A
= Á .

证明  ( 1) 采用反证法.因为

�a = inf
q < 0

- d im
q

S (X )

q
< A,

则存在 E > 0以及 q0 < 0,使得

- d im
q
0
S (X )

q0
< A- E,

从而,

- q0 (A- E) > d im
q
0
S (X ) \ d im

q
0
S (XA ). ( 6)

记 t = - q0 ( A- E).假设当 A> �a时, X A X Á ,取 x I X, 则

A- E < A< lim
ry 0

inf
- logSB (x, r) (x )

logr
.

选取 r0 > 0,使得对任意的 r: 0 < r < r0, 满足

A- E <
- logSB ( x, r ) ( x )

logr
.

由于 q0 < 0,从而

r
q0(A- E) [ S

- q0
B( x, r ) ( x ).

由 t + q0 ( A- E) = 0,故

2
t
= 2

t
r
q0(A- E) + t = ( 2r)

t
r
q0(A- E) [ S

- q0
B( x, r ) ( x ) (2r )

t
.

因此,

H
q0, t

S ( {x } ) \ �H q0, t

S ( {x } ) \ �H q0, t

S, r 0 ( { x } ) \ 2
t
> 0.

由引理 2,

t = - q0 (A- E) [ d im
q0
S ( {x } ) [ d im

q0
S (X A ). ( 7)

( 6)与 ( 7) 矛盾,从而假设不成立.

( 2) 与 ( 1)的证明类似.

记 d ( q ) = dim
q

S (X ). 下面用映射 d ( q )的 Legend re映射

d
*
( A) = inf

qI R
{ qA+ d ( q ) }

给出层次集 K A的 H ausdorff维数谱的上界估计.

定理 2 设 A\ 0以及 q I R,则

( 1) 当 A I R \ [ a, �a ]时, d im
q

S (K A ) = 0.

( 2) 当 A I ( a, �a )时, d im
q

S (K A ) [ d
*
( A).

证明  ( 1) 当 AI R \ [ a, �a]时, 若 A< a, 由引理 6(2), �X
A
= Á .若 A> �a,由引理 6( 1), X A = Á .因

此, K A = �X
A H X A = Á , 故d im

q

S (K A ) = 0.

( 2) 当 q = 0时, K A A X, 结论显然成立. 下面假设 q X 0.当 A I ( a, �a )时,

sup
q> 0

- d im
q

S (X )

q
[ A[ inf

q < 0

- dim
q

S (X )

q
.

因此,当 q X 0时, dim
q

S (X ) + qA> 0.由引理 4(3), 当 q > 0时, d im (�X
A
) [ qA+ d im

q

S (X );当 q < 0

时, d im (X A ) [ qA+ d im
q

S (X ).从而, d im (K A ) = d im X A H �X
A [ qA+ d im

q

S (X ).因此,
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dim (K A ) [ inf
qI R

{ qA+ d im
q

S (X ) } = in f
qI R

{ qA+ d ( q) } = d
*
( A).
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