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[摘要 ]  研究了一种 m ortar型旋转 Q 1元的多重网格方法, 证明了 W 循环多重网格算法的最优收敛性,即收敛

率与网格层数和尺寸无关,数值仿真验证了理论分析.
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  旋转 Q 1元是一种重要的非协调有限元, 文 [ 1] 在处理 S tokes问题时首次提出该有限元, 在文 [ 2]

中,作者证明了 R - T 混合四边形元方法与旋转 Q 1元方法的等价性, [ 3] 和 [ 4]分别讨论了旋转 Q 1元的

多重网格法和 Schw arz区域分解法.

近几十年来,许多学者广泛研究了 m ortar有限元方法,该方法是一种不重叠的区域分解方法, 不同子

区域的网格可以在子区域的交面上不匹配.每个子区域的有限元离散在交面上只要满足一个弱连续条件,

即 m ortar条件.利用这种方法可以在不同的子区域上选择不同的网格尺寸以便处理间断系数和各向异性

问题
[ 5-7]

. 但是, 许多提出的这些 m ortar条件不仅与界面自由度有关, 且与界面附近的自由度密切相关,所

以处理 m orta r条件的计算量较大. 在文 [ 8]中,作者提出了一种新颖的 m orta r条件, 这种 m oratr条件仅与

子区域界面的自由度有关,从而大大缩小了计算量.

针对文 [ 9]中提出的 m ortar型旋转 Q 1元,本文研究了其多重网格方法, 证明了 W循环多重网格算法

的最优收敛性,即收敛率与网格层数和尺寸无关.

1 M ortar型旋转 Q1元及M ortar条件

设 8 < R
2
为一个矩型有界区域, 它的边界为 58. 考虑如下椭圆问题

)1)
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- $u = f, 在 8中,

u = 0,在 58上.
( 1)

方程 ( 1) 的变分形式是找一个惟一解 u I H
1
0 (8 ) 满足

a ( u, v) = (f, v ), P v I H
1
0 ( 8 ), ( 2)

其中

a ( u, v) = Q8 ý u# ý vdx, ( f, v) = Q8 f vdx. ( 3)

对于 f I L
2
(8 ),方程 ( 2) 有如下正则性

+ u+ 2 t + f+ 0. ( 4)

对 8 进行几何协调的矩形网格剖分, 即

�8 = G
N

k= 1
�8k, 8k H 8 l = Á , k X l.

如果 k X l, �8 k H �8 l是空集或一条边或一个点. 设T
i

1是子区域 8 i的一个最粗的拟一致剖分,剖分中的

每一个单元为四条边平行于 x轴或 y轴的矩形. 记T 1 = G
N

i= 1
T1

i
. h1表示 T1中最大单元直径.连接 T1中单元

的边的中点得到较细剖分 T2,显然 T2的参数 h2满足 h2 =
1
2
h1.重复这一过程,得到一簇剖分 Tl ( l = 1, 2,

,, L ).假设 8 i, l, 58 i, l分别为�8 i和 58 i的顶点.

定义在子区域 Tl ( 8 i ) 的旋转 Q 1有限元空间为

X l ( 8 i ) = { v I L
2
( 8 i ) v E = a

1
E + a

2
E x + a

3
E y + a

4
E ( x

2
- y

2
),

a
i

E I R, Qevds = 0, P e I 5E H 58,其中 E I Tl ( 8 i );

对于 E1, E 2 I Tl (8 i ),如果 5E 1 H 5E2 = e,则 Qev 5E1
ds = Qe v 5E 2

ds}.

全局的离散空间可写成如下形式

X l ( 8 ) = F
N

i= 1
X l (8 i ).

容易看出

X 1 ( 8 ) ¾ X 2 ( 8 ) ¾ , ¾ X L (8 ).

边界 # = G
N

i= 1
58 i \58被分成一组不连续的开边 Cm ( 1 [ m [ M ),也就是说 # = G

M

m = 1
�Cm, Cm H Cn = Á ,对于

m X n. 定义交界的一边为 m ortar边,记为 Cm ( i) , 同时另一边为非 m orta r边,记为 Dm ( j ) ,实际上 Cm( i) = Dm ( j )

= Cm. 因此对于边界 Cm有两个不同的剖分,即 Tl (Cm ( i) )和 Tl (Dm ( j ) ), 不妨假定较细一边为 m ortar边.设

分片常数空间 S l (Dm ( j ) ),它的维数与 Dm ( j )上元素个数相等. 对于非 m ortar边 Dm( j ) , 定义一个 L
2
投影算子

Q l, D: L
2
(Cm ) y S l ( Dm( j) ),

(Q l, Dv, W)L 2(Dm ( j ) )
= ( v, W)L 2(Dm ( j) )

, P WI S l (Dm ( j ) ). ( 5)

类似定义 S l (Cm ( i) )和 Q l, C.接下来,再设 Tl
1 /2

(8 i )为连接 Tl (8 i )的单元对边中点形成的剖分,如下的辅

助空间是定义在 l层上的一个双线形协调有限元空间:

V
1 /2
l, i = V

1 /2
l ( 8 i ) = { v I C

0
( 8 i ) v K 是双线性的, PK I Tl

1/2
(8 i ) }.

设 V
1 /2
l = F

N

i= 1
V

1 /2
l, i 且 V

1 /2
l ( s) = V

1 /2
l | s对于 s< ( # G 58 ). 根据 [ 9], 定义一个局部映射 I

C
l y V

1 /2
l ( C):

( 1) 当 P是 e I C的中点时, I
C
l v (P ) =

1
| e | Qe vds;

( 2) 当 P是 C的端点时, I
C
l v(P ) = I

C
l v(PCR ),其中 PCR 是 C上离 P最近的一个中点;

( 3) 当 P是 T l ( C)上单元的顶点时, I
C
l v (P ) =

1
2
( I
C
l v(P l ) + I

C
l v(P r ) ),其中 P l, P r分别是 P在 C上

的左邻中点与右邻中点.

全局的 m ortar有限元空间可以定义为

)2)
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Vl = { v I X l ( 8 ) | Q l, D( I
C
l Q l, Cvi ) = Q l, Dvj, PDm ( j ) = Cm( i) < # },

其中 vi = v Cm ( i)
, vj = v Dm ( j )

.界面 #上满足的条件称为 m ortar条件.问题 (2)的离散形式为: 求 u l I Vl满

足

al ( u l, vl ) = (f, vl ), P vl I V l, ( 6)

其中

al ( u l, vl ) = E
N

i= 1

a l, i ( u l, vl ), a l, i ( ul, vl ) = E
EI T

l
i

(ý u l, ý vl )E .

此外, 在 m ortar有限元空间上装配如下范数

+ v+ 2
l, i B= al, i ( v, v ), + v+ 2

l B= E
N

i= 12

+ v+ 2
l, i.

由 [ 1]可知, 方程 ( 6)存在惟一解,且有下面的误差估计.

定理 1 假设 u, u l分别为方程 (2)和 ( 6)的解, 则

+ u - ul + l t E
N

i= 1
hl, i u 2, 8 ,

其中 h l, i = m axE I T i
l
hE, hE 为单元 E I T

i

l的直径.

2 多重网格算法

为了在不嵌套的有限元空间 Vl中定义一个合适的网格转移算子,首先定义一个局部空间上的网格转

移算子 J
i

l: X l- 1 (8 i ) y X l ( 8 i ),

1

| e | QeJ
i

l vds

0, e < 58 i H 58,

1
| e | Qe vds, e < 58 i \58,

1
| e | Qe vds, e¤ 5E, E I Tl- 1

i
,

1

2 | e | Qe ( v E 1
+ v E 2

) ds, e < 5E1 H 5E 2, E 1, E2 I Tl- 1
i
,

其中 e I 5E, E I Tl
i
.

基于算子 J
i

l, 定义相应的全局空间算子 Jl: X l- 1 ( 8 ) y X l ( 8 ),

J lv = ( J
1
l v

1
, J

2
l v

2
, ,, J

N

l v
N
), P v = ( v

1
, v

2
, ,, v

N
) I X l- 1 (8 ).

再定义一个算子 El, Dm ( j)
: X l (8 ) y X l ( 8 ),

QeEl, Dm ( j )
( v) ds = QeQ l, D( I

C
l Q l, Cv Cm ( i)

- v Dm ( j)
) ds, e I Tl ( Dm( j ) ),

0, o therw ise.

此时, 对于任意 v I X l ( 8 ), 取

v
*

= v + E
M

m= 1

El, Dm ( j)
( v), ( 7)

有 v
* I Vl, 事实上由于 WI S l ( Dm( j ) ), 则

QDl, m (j )

v
*

D
m ( j )
Wds = QDm ( j)

v D
m ( j )
Wds + QDm ( j )

El, D
m ( j)

( v) D
m ( j)
Wds =

QDm ( j)

v Dm ( j )
Wds + QDm ( j )

Q l, D( I
C
lQ l, Cv Cm ( i)

- v Dm ( j )
) Wds =

QDm (j )

v Dm ( j)
Wds + QDm ( j)

( I
C
l Q l, Cv Cm ( i)

- v Dm ( j)
) Wds =

QDm (j )

I
C
lQ l, Cv Cm ( i)

Wds = QDm ( j)

I
C
lQ l, Cv

*
Cm ( i)

Wds.

基于算子 Jl和 El, D
m ( j)
, 构造 m ortar有限元空间中的网格转移算子 I l: X l- 1 ( 8 ) y Vl,

)3)
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I l v = J lv + E
M

m = 1
El, Dm ( j )

(J l v),  P v I X l- 1 ( 8 ). ( 8)

在提出多重网格算法之前,需要介绍几个辅助算子, 对于 l = 1, ,, L,定义A l: Vl y Vl, P l- 1: Vl y Vl- 1

和 P
0
l- 1: Vl y Vl- 1分别如下:

(A lu, v) = a l ( u, v ), P u, v I Vl, (P
0
l- 1 u, v) = ( u, Il v), P u I Vl, v I Vl- 1,

a l- 1 (P l- 1u, v) = al ( u, I lv ), P u I Vl, v I Vl- 1.

此外, 还需要满足下列条件的光滑算子 R l (例如 G auss-Se ide,l con jugate grad ient迭代法等 ),

+ u+ 2
0

Kl
[ CR (�R lu, u), P u I Vl, ( 9)

其中 CR \ 1与网格层数无关.且�R l = ( I - K
*
l K l )A

- 1
l 或�R l = ( I - K lK

*
l )A

- 1
l , K l = I - R lA l, K

*
l = I - R

T

l

A l, R
T

l是 R l关于内积 (#, # )的伴随算子, Kl是 A l的最大特征值.定义

R
( k)

l =
R l, k是奇数,

R
T

l, k是偶数.

现在介绍多重网格算法,设 B l: Vl y Vl为多重网格算子.

算法  取 B 1 = A
- 1
1 .设 2 [ l [ L, p为正整数,在 B l- 1的基础上按下列方式定义 B lg, 对于任取的 g

I Vl,

( 1) 设初始值 x
0
,取 q

0
= 0.

( 2) 通过下列方式计算 x
k

for k = 1, ,, m ( l),

x
k
= x

k- 1
+ R

( k+m ( l) )

l (g - A lx
k- 1

).

( 3) 再计算 y
m ( l)

= x
m ( l)

+ I lq
p
, 其中 q

i
( i = 1, ,, p )满足

q
i
= q

i- 1
+ B l- 1 (P

0
l- 1 ( g - A lx

m ( l)
) - A l- 1q

i- 1
).

( 4) 对于 k = m ( l) + 1, ,, 2m ( l),计算 y
k

y
k
= y

k- 1
+ R

( k+m ( l) )

l (g - A ly
k- 1

).

( 5) 定义 B lg = y
2m ( l)

.

注  理论上光滑次数 m ( l)足够多,实际计算时不需要很多.

3 主要结论

为了得到多重网格算法的收敛性,先证明下面一些引理.

定义 1 定义算子M l, i: X l (8 i ) y V
1 /2
l (8 i ), 任取 v I X l (8 i ),

( 1) 如果 P 是单元 E的中心, E I Tl (8 i ), 则

(M l, i v) (P ) =
1
4 E
eiI 5E

1
| ei | Qe i vds;

( 2) 如果 P 是边 e I 5E, E I Tl ( 8 i )的中点, 则

(Ml, i v) (P ) =
1

| e | Qevds;
( 3) 如果 P I 8 i, l \58 i, l, 则

(M l, i v) (P ) =
1
4 E

e i

1
| ei | Qei vds,

其中求和是针对所有以 P为公共顶点的边 ei, ei I 5E i, E i I Tl ( 8 i );

( 4) 如果 P I 58 i, l \ { c1, ,, cn }, 则

(M l, i v) (P ) =
1

2
1

| el | Qe lvds +
1

| er | Qer vds ,
其中 el I 5E1 H 58 i、er I 5E2 H 58 i是点 P的左邻边和右邻边, E 1, E 2 I Tl (8 i ), c1, ,, cn是子区域 8 i的

顶点;

( 5)如果 P I { c1, ,, cn },则

)4)
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+J
i

l v
i + l, i t + v

i+ l- 1, i, + v
i
- J

i

l v
i+ 0, i t h l+ v

i + l- 1, i.

所以全局网格转移算子 I l: Vl- 1 y Vl也有如下相同性质.

引理 5 任取 v I Vl- 1, 则

(1) + I l v+ l t + v+ l- 1, (16)

( 2) + v - I l v+ 0 t hl + v+ l- 1. (17)

证明  先证明 ( 1). 由上面的引理得

+ I lv+ 2
l = + Jl v + E

M

i= 1
El, Dm ( j)

(J lv )+ 2
l t ( +Jl v+ 2

l + E
M

m= 1
+ El, Dm ( j)

(J l v)+ 2
l ) t

t + v+ 2
l- 1 + E

M

m = 1

+El, D
m ( j)

( Jl v) + 2
l. (18)

在非 m ortar边 Dm ( j )上, 有

+El, Dm (j )
( Jl v) + 2

l = E
E I Tl( 8 j)

QE ý (El, Dm ( j)
( Jl v) )

2
dx t E

EI T l( 8 j )
E
eI 5E

(
1
| e | QeEl, Dm ( j)

( Jl v )ds)
2
=

E
eI T l(Dm ( j) )

1
| e | QeQ l, D( I

C
lQ l, C (J l v) Cm ( i)

- (J lv ) Dm (j )
) ds

2

t

h
- 2
l E

eI T l(Dm ( j) )
QeQ l, D( I

C
lQ l, C (J l v) Cm ( i)

- ( Jl v) Dm ( j )
) ds

2

t

h
- 2
l E

eI T l( Dm ( j ) )
Qe ( ICQ l, C ( Jl v) Cm ( i)

- (J lv ) Dm ( j)
) ds

2

t

h
- 1
l + I

C
Q l, C( Jl v ) | Cm ( i)

- (J l v) | Dm ( j )
+ 2

L2( Cm ) t

h
- 1
l (+ I

C
l Q l, C ( Jl v) | Cm ( i)

- Q l, DI
C
l Q l, C ( Jl v) | Cm ( i)

+ 2
L2( Cm ) +

+Q l, D( Jl v ) | D
m ( j)

- (J l v) | D
m ( j )

+ 2
L2( C

m
) ) B= h

- 1
l (F 1 + F2 ). (19)

利用引理 3, 4和 sca ling技巧, 推出

F1 t hl ( + v+ 2
l- 1, i + + v+ 2

l- 1, j ), F 2 t h l+ v+ 2
l- 1, j.

利用上面 4个不等式可以得到本引理的第一个结论.

接下来证明不等式 (2),根据 I l的定义,可以推出

+ v - I l v+
2
l t + v - J l v+

2
0 + E

M

m = 1
+El, Dm (j )

( Jl v) + 2
0 t h

2
l + v+ 2

l- 1 + E
M

m= 1
+El, Dm ( j)

(J lv )+ 2
0 . (20)

类似于证明不等式 (1), 推得

+El, Dm (j )
( Jl v) + 2

0 t Ch
2
l (+ v+ 2

l- 1, i + + v+ 2
l- 1, j ),

再由 ( 20) 得到本引理的第二个结论.

此外,还须定义一个从 H
2
( 8 i ) 到 X l (8 i )的插值算子 P

i

l, 并且成立如下结论
[ 12]

+ N- P
i

l N+ L 2( 8 i) + hl +N- P
i

l N+ l t h
2
l | N|H 2( 8 i) , P N I H

2
( 8 i ) . (21)

基于 P
i

l,有全局空间算子 Pl: H
1
0 (8 ) H H

2
( 8 ) y X l (8 ),

PlN= ( P
1
l N

1
, P

2
l N

2
, ,, P

N

l N
N
), P N= (N

1
, N

2
, ,, N

N
) I H

1
0 ( 8 ) H H

2
(8 ).

再定义 0 l:H
1
0 (8 ) H H

2
( 8 ) y V l,

0 lN= PlN+ E
M

m = 1
El, Dm ( j )

( Pl N),

其中 NI H
1
0 ( 8 ) H H

2
( 8 ), 0 lNI Vl.

引理 6 对于算子 0 l, 有下面结论成立

+ N- 0 lN+ 0 + hl+ N- 0 lN+ l t h
2
l | N| 2, P N I H

1
0 ( 8 ) H H

2
(8 ).

证明  根据 0 l的定义,三角不等式和 ( 21), 推得

+ N- 0 lN+
2
0 t + N- Pl N+

2
0 + E

M

m = 1

+El, Dm ( j)
( PlN) + 2

0 t h
4
l + N+ 2

2 + E
M

m = 1

+El, Dm ( j)
( PlN) + 2

0 ,

同时

)6)
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+ N- 0 lN+
2
l t + N- Pl N+

2
l + E

M

m = 1
+El, Dm (j )

( PlN) + 2
l t h

2
l + N+ 2

2 + E
M

m = 1
+El, Dm ( j)

( PlN) + 2
l.

利用范数等价性和 Schw arz不等式, 得到

+ El, Dm ( j )
( Pl N) + 2

0 = E
E I T

l
QE | El, Dm ( j)

(PlN) |
2
dx t h

2
l E
E I T

l

E
eI 5E

1

| e | QeEl, Dm ( j )
(PlN) ds

2

t

h
2
l E
eI Tl(Dm ( j ) )

1

| e | QeQ l, Dm ( j)
( I

C
lQ l, Cm ( i)

(PlN) Cm ( i)
- ( PlN) Dm ( j) ) ds

2

t

E
eI Tl(Dm ( j) )

Qe ( IClQ l, C
m ( i)

( Pl N) C
m ( i)

- (PlN) D
m (j )

) ds
2

t

h l+ I
C
lQ l, Cm ( i)

( PlN) Cm ( i)
- ( Pl N) Dm ( j)

+ 0, Cm .

通过 ( 21)和 (16)中类似的证明方法,得到

+ El, D
m ( j )

( Pl N) + 2
0 t h

4
l | N| 2, 8

i
G 8

j
.

类似可以证明

+ El, D
m ( j )

( Pl N) + 2
l t h

2
l | N| 2, 8

i
G 8

j
. (22)

得证.

下面给出一个关键的引理.

引理 7 任取 NI H
1
0 (8 ) H H

2
( 8 ), 有下面结论成立

+ N- I l0 l- 1N+ l t h l | N| 2.

证明  根据引理 4和 0 l- 1、I l的定义, 推得

+N- Il 0 l- 1N+ l = + N- I l (Pl- 1N) - E
M

m = 1

I l (El-1, D
m ( j)

(Pl- 1N) ) + l =

+N- Jl ( Pl-1N) - E
M

m = 1
El, Dm ( j )

( Jl (Pl- 1N) ) - E
M

m = 1
I l ( El- 1, Dm ( j )

( Pl- 1N) )+ l [

+N- Jl ( Pl- 1N)+ l + + E
M

m = 1
El, Dm ( j )

(J l (Pl- 1N) ) + l +

+ E
M

m= 1
I l ( El- 1, Dm ( j)

(Pl- 1N) ) + l B= T 1 + T 2 + T 3. (23)

利用逼近性质 (21) 和引理 4,得出

T 1 [ +N- Pl- 1N+ l + +Pl- 1N- J l (Pl- 1N)+ l t hl | N| 2. (24)

接下来考虑 T 2.在每一条 m ortar边 Dm ( j ) 上,利用引理 4和 (22)中类似的证明理论,有

+El, Dm ( j)
( Jl ( Pl- 1N) )+ l t hl | N| 2, 8 iG 8 j.

在所有的边 Dm ( j )上叠加,则有

T 2 t h l | N| 2. (25)

对于 T 3,根据 I l的定义, 自然成立

+ I l (El- 1, Dm ( j )
( Pl- 1N) )+ l t + Jl (El- 1, Dm ( j )

( Pl- 1N) )+ l +

E
M

m= 1
+ El, Dm ( j)

(J l (El- 1, Dm ( j)
(Pl- 1N) ) ) + l B= G1 + G2.

由引理 4、(22), 则

G1 t hl +N+ 2, 8
i
G 8

j
. (26)

再考虑 G2,当�Dn ( j ) H �Dm( j ) X Á 时, 有
+El, Dn( j) ( Jl ( El- 1, Dm ( j)

( Pl- 1N) ) ) + l X 0.

如果 Dn( j ) = Dm( j) , 容易看出

I
C
l Q l, CJl ( El- 1, Dm ( j )

( Pl- 1N) ) | Cm ( i)
= 0,

那么

+El, Dm ( j)
( Jl ( El- 1, Dm ( j)

( Pl- 1N) ) ) + l t

h
- 1 /2
l + I

C
l Q l, CJ l (El- 1, Dm ( j )

(Pl- 1N) ) | Cm ( i)
- Jl ( El- 1, Dm ( j)

( Pl- 1N) ) | Dm (j )
+ 0, Cm =

)7)
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h
- 1 /2
l +J l (El- 1, Dm ( j)

(Pl- 1N) ) | Dm ( j)
+ 0, Cm t h

- 1 /2
l (+ El- 1, Dm ( j)

( Pl- 1N)+ 0, Cm +

+ El- 1, Dm ( j)
( Pl- 1N) - J l (El- 1, Dm ( j )

(Pl- 1N) ) + 0, Cm ) B= h
- 1 /2
l (H 1 + H 2 ). (27)

利用引理 4和 (22)中类似的证明方法,推出

H 1 t h
3/ 2
l +N+ 2, 8

i
G 8

j
. (28)

H 2 t h
1 /2
l + El- 1, Dm ( j)

( Pl- 1N)+ l t h
3 /2
l + N+ 2, 8 iG 8 j. (29)

对于其他的 Dn ( j )满足 �Dn ( j ) H �Dm ( j ) X Á ,证明过程类似, 所以

+El, D
n (j )

( Jl ( El- 1, D
m (j )

( Pl- 1N) ) ) + l t h l+N+ 2, 8
n

G 8
j
, (30)

其中 8n H 8 j = Cn.

联合 (23) ~ ( 30)一起完成了证明.

引理 8 算子 P l- 1具备性质

+ v - P l- 1v+ 0 t h l+ v+ l, P v I Vl.

证明  考虑如下辅助问题

- $N= v - P l- 1v, 在 8中,

N= 0, 在 58上,
则

+ v - P l- 1v+
2
0 = (- $N, v - P l- 1v) = ( a l (N, v) - a l- 1 ( N, P l- 1v) ) -

E
K I T

l
R5K 5N
5n
vds + E

K I T
l- 1

R5K 5N
5n
P l- 1vds B= F 1 + F 2 + F3.

由 [ 1]中的引理 2、4得到

| F2 | t h l | N| 2+ v+ l = h l+ v - pl- 1v+ 0 + v+ l,

再利用引理 5, 容易看出

+P l- 1v+ 2
l- 1 = a l- 1 (P l- 1v, P l- 1v ) = a l ( v, I lP l- 1 v) t + v+ l+P l- 1v+ l,

所以

+P l- 1v+ l- 1 t + v+ l.

由 [ 1]中的引理 2和以上不等式,得出

| F3 | t h l | N| 2+P l- 1v+ l- 1 t h l+ v - P l- 1v+ 0+ v+ l.

现在估计 F 1.

| F 1 | = | a l (N, v) - a l- 1 (0 l- 1N, P l- 1v) + a l- 1 (0 l- 1N, P l- 1v) - a l- 1 ( N, P l- 1v) | [

| al ( N- I l0 l- 1N, v ) | + | a l- 1 ( N- 0 l- 1N, P l- 1v) | t
h l | N| 2 ( + v+ l + +P l- 1v+ l- 1 ) t h l | N| 2 + v+ l t h l+ v - P l- 1v+ 0 + v+ l.

由以上所有不等式可以得证.

现在给出一个重要的逼近性质.

引理 9 | a l ( ( I - I lP l- 1 ) v, v) | t
+A l v+

2
0

Kl

1 /2

a l ( v, v )
1 /2
, P v I Vl.

证明  利用三角不等式、引理 5、8, 可以推出

+ v - IlP l- 1v+ 0 [ v - P l- 1v+ 0 + + ( I - Il )P l- 1v+ 0 t h l (+ v+ l + +P l- 1v+ l- 1 ) t hl + v+ l.

另外一方面

+ v - IlP l- 1+ l = sup
XI V

l
, + X+

l
= 1
a l ( v - I lP l- 1v, X ) = sup

XI V
l
, + X+

l
= 1
a l ( v, X - I lP l- 1X) [

sup
XI V l, + X+ l= 1

+A l v+ 0+ X- I lP l- 1X+ 0 t h l+A l v+ 0.

这样可以得出

| a l ( ( I - I lP l- 1 ) v, v) | [ + ( I - IlP l- 1 ) v+ l+ v+ l t h l+A l v+ 0 + v+ l t
+A lv+ 2

0

Kl

1 /2

a l ( v, v)
1 /2
.

基于引理 9,由文 [ 13]中定理 7可得如下结论.

定理 2 如果 p = 2和 m ( l) = m 足够大,则

)8)
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| a l ( ( I - B lA l ) v, v) | [ Dal ( v, v), P v I V l. (31)

其中收敛因子 D= C

C + m
1 /2.

据此定理知, W循环多重网格方法的收敛性是最优的,即收敛率与网格层数和尺寸无关.

4 数值算例
表 1 算法的迭代次数

Tab le 1 Num ber o f i tera tions for the a lgor ithm

h- 1
1 h- 1

2 + u - uh + l iter(3, 3)

6 4 01038 558 9 4

12 8 01018 910 6 4

24 16 01009 452 6 4

48 32 01004 610 9 4

96 64 01002 406 0 5

192 128 01001 211 3 5

  本节中提供一个数值算例来说明本文算法的最优收敛性.

考虑问题 ( 1), 不妨设 8 = [ 0, 1] @ [ 0, 1] , 区域 8被分

成两个相邻的子区域, 在每个子区域上进行矩形网格剖分, 两

个子区域的网格在边界上不匹配. 设 8 1 = [ 0, 1] @ [ 0, 015] 为
m ortar子区域, 8 2 = [ 0, 1] @ [ 015, 1]为非 m orta r子区域. 设

问题 ( 1) 的真解为 u = x (1 - x ) y ( 1 - y ).

采用W循环多重网格算法,得到如下结果 (见表 1).表中 h i

( i = 1, 2)表示 Th ( 8 i )的网格尺寸, iter( 3, 3)为前光滑次数与后

光滑次数都为 3次的多重网格的迭代次数, uh为方程 ( 6) 的解.

从表中数据容易看出本文的多重网格算法是最优的.
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