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［摘要］ 针对逐步Ⅰ型区间删失数据，用 EM 算法确定参数的极大似然估计，根据缺失信息原则计算出了

MLE 的渐近协方差，并在该数据下证明了 MLE 的相合性和渐近正态性．
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在工业寿命检验和医疗生存分析中，通常有个体在失效或死亡之前丢失、撤离或者仅知道个体的寿命

在某一区间内的情况，这样得到的样本为删失样本． 最常见的删失有Ⅰ型删失、Ⅱ型删失、逐步删失等． 有

许多学者曾研究过删失样本的统计问题，Ng，Chan［1］
用 EM 算法估计逐步删失样本下的参数，并给出了

MLE 的渐近方差和协方差; Balakrishan［2］
讨论了在逐步Ⅱ型删失数据下最大似然估计的渐近性质，基于

逐步Ⅱ型删失样本证明了 MLE 的相合性和渐近正态性．
逐步Ⅰ型区间删失是一种更复杂的删失方式，假定取 n个产品进行寿命试验，它们的真实寿命为Xi ( i

= 1，2，…，n) 是独立同分布的，密度函数为 f( x; θ) ，分布函数为F( x; θ) ，试验在 t0 = 0时开始，在预先指定

的 m 个时刻 t1 ＜ t2 ＜ … ＜ tm 时进行观察，在第 i 个观察时刻 ti 时发现有 di 个个体在( ti－1，ti］内失效，同

时有Ri ( i = 1，2，…，m) 个个体随机地从试验中删失掉． 由于在 ti 时仍存活的个体数 Si是随机变量，且应有

Ri ＜ Si，为此我们可以指定 Ri = ［pi si］( i = 1，2，…，m) ，其中 p1，p2，…，pm－1，pm是预先给定的常数，满足

0 ＜ pi ＜ 1，i = 1，2，…，m － 1，pm = 1．

我们可以观察到逐步 I 型区间删失数据{ ( di，Ri，ti ) ，( i = 1，2，…，m) } ，其中 di 和 Ri 满足 aj －∑
i －1

j = 1
( di

+ Ri ) = n． 记 d = ( d1，d2，…，dm ) ，R = ( R1，R2，…，Rm ) ，T = ( t1，t2，…，tm ) ，则我们有似然函数
［3］

L( θ; d，R，T) = c∏
m

i = 1
［F( ti ) － F( ti－1) ］di［1 － F( ti) ］Ri ． ( 1)

Chen［4］
介绍了在逐步 I型区间删失下广义指数分布的参数的最大似然估计法、矩估计法和概率点法，且通

过做模拟求均方误差和偏差比较了这些估计方法，但是没有给出这些估计的性质． 本文主要基于逐步 I 型

区间删失样本进行研究，在不要求总体的具体分布形式的条件下，首先用 EM 算法给出了未知参数的估

计，并根据缺失信息原则计算出 MLE 的渐进协方差; 然后证明了在单参数情况下 MLE 的相合性和渐进正
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态性．

1 EM 算法及 MLE 的渐进协方差

逐步 I 型区间删失模型的问题也是不完全数据问题的一种，适合用 EM 算法获得参数的极大似然估

计． 我们把 Yij ( j = 1，2…，di ) 记为区间( ti－1，ti］内失效个体的寿命，Zik ( k = 1，2…，Ri ) 记为在 ti 时删失掉

的个体的寿命，并记Y i = ( Yi1，Yi2，…，Yidi ) ，Z i = ( Zi1，Zi2，…，ZiRi
) ，Y = { Y1，Y2，…，Ym} ，Z = { Z1，Z2，…，

Zm} ( i = 1，2，…，m) ． 则Y和Z的真实值不能被观察到，可认为是缺失数据． 完全数据X对应的似然函数为

fX ( x; θ) = ∏
n

i = 1
f( xi ; θ) ， ( 2)

然而算法的 E 步需要计算 E［fX ( x，θh+1 θh ) ］，这就需要计算 Y 和 Z 在逐步 I 型区间删失条件下的期望． 因

此为了实施 EM 算法，需要确定在逐步 I 型区间删失的情况下 Y 和 Z 的条件期望及参数的初始值．
定理 1 在逐步 I 型区间删失条件下，Yij，Zik 的 条件密度分别为:

f( yij | θ，ti－1 ＜ yij ＜ ti ) =
f( yij ; θ)

F( ti ) － F( ti－1 )
， ( 3)

f( zik | θ，ti ＜ zik ) =
f( zik ; θ)
1 － F( ti )

， ( 4)

且( Y，Z) 的各分量是相互独立的．

证明 完全样本被观察到的联合概率密度函数为:∏
m

i = 1
∏
di

j = 1
f( yij ; θ)∏

Ri

k = 1
f( zik ; θ[ ]) ．

逐步 I 型区间删失数据被观察到的概率为: ∏
m

i = 1
{ ［F( ti ) － F( ti－1) ］di［1 － F( ti) ］Ri} ．

则在逐步 I 型区间删失条件下 Y 和 Z 的条件联合概率密度为:

∏
m

i = 1
∏
di

j = 1

f( yij ; θ)
F( ti ) － F( ti－1

[ ])
∏
Ri

k = 1

f( zik ; θ)
1 － F( ti

[ ]{ })
．

再利用分解定理，我们的定理得证．
由上述定理我们可以求得 Y 和 Z 的条件期望． 进行 M 步时，把在 EM 算法的第 h + 1 次迭代中使 fX ( x，

θ | θh ) 达到最大的 θ 值记为 θh+1 ． θ 的 MLE 估计可通过重复计算 E 步和 M 步直到 θh 收敛得到． 初始值 θ( 0)

通过假设 yij = ti－1 ( j = 1，2，…，di ) ，zik = ti ( k = 1，2，…，Ri ) 求得．

当样本容量 n 充分大时，记 a1 = F( t1 ) ，b1 = ( 1 － a1 ) p1，ai = 1 －∑
i －1

j = 1
aj －∑

i －1

j = 1
b( )j

F( ti ) － F( ti－1 )
1 － F( ti－1 )

，bi

= 1 －∑
i

j = 1
aj －∑

i －1

j = 1
b( )j pi ( i = 2，3，…，m) ． 则易证∑

m

i = 1
( ai + bi ) = 1，且

di

n →
p

ai，
Ri

n →
p

bi，其中“ →
p
”表

示依概率收敛，ai，bi 为确定的正常数．

用EM算法求解不完全数据问题中的极大似然估计时，Louis［5］
给出了一提取观察信息矩阵的程序． 即

观察信息 = 完全信息 － 缺失信息，这一程序称为缺失信息准则． 我们使用这一准则计算在逐步 I型区间删

失情形下 MLE 的渐进协方差．
首先完全信息为

IX ( θ) = － E 
2 fX ( x; θ)

θ[ ]2
， ( 5)

由定理 1，类似于［1］中的解法我们容易求得缺失信息为

IY，Z ( θ) = －∑
m

i = 1
naiE

2 fyi ( yi1 ; θ)

θ
[ ]2

+ nbiE
2 fzi ( zi1 ; θ)

θ
[ ]{ }2

， ( 6)

因此观察信息为

I( θ) = IX ( θ) － IY，Z ( θ) ， ( 7)

θ 的 MLE 的渐进协方差为 I －1 ( θ̂) ．
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2 极大似然估计的相合性与渐近正态性

极大似然估计的相合性与渐进正态性的证明与［2］有相同的思路，假设 θ 是单参数． 下面所涉及到的

I 都为一非退化区间，先给定一些条件:

A1: 对几乎所有 x，
i ln f( x; θ)
θi 存在且

i ln f( x; θ)
θi ≤G*

i ( x) ，其中G*
i ( x) 满足对某常数 K 和 δ及任

一 θ∈ I 有∫ G*
i ( x) 1+δ f( x; θ) dx≤ K，i = 1，2，3．

A2: 对任一 θ∈ I，有
i f( x; θ)
θi ≤ Gi ( x) ，其中∫Gi ( x) dx ＜ ∞，i = 1，2，3．

A3: 对任一 θ∈ I，有
1

1 － F( x; θ)
≤ η( x) ， 1

F( ti ; θ) － F( ti－1 ; θ)
≤ ηi ( x) ，i = 1，2，…，m． 其中

∫η( x) f( x; θ) dx ＜ M，∫ηi ( x) f( x; θ) dx ＜ Mi，M 和 Mi 为正常数．

A4: 对任一 θ∈ I，有 γ2 = ∫ θln f( x; θ[ ])
2
f( x; θ) dx，0 ＜ γ2 ＜ + ∞ ．

注 方差已知，均值未知的正态分布满足以上条件．
为证明极大似然估计的相合性，还需以下引理．

引理1 假设条件A2，A3 成立，则存在一可积函数 T( x () ∫T( x) dx ＜ )∞ 和一正常数Q( 与 θ无关) ，

有
1
n
3

θ3
L( θ; d，R，T) ≤ T( x) ，E［T( x) ］≤ Q．

证明 类似于［2］中引理 1 的证明过程，由( 1) 式我们有

1
n
3

θ3
lnL( θ; d，R，T) ≤ 1

n∑
m

i = 1
di
3

θ3
ln［F( ti ; θ) － F( ti－1 ; θ) ］ + Ri

3

θ3
ln［1 － F( ti ; θ{ }) ］ ．

在条件 A3 下，

3

θ3
ln［F( ti ; θ) － F( ti－1 ; θ) ］ =

3

θ3
［F( ti ; θ) － F( ti－1 ; θ) ］

F( ti ; θ) － F( ti－1 ; θ)
－

3


θ

［F( ti ; θ) － F( ti－1 ; θ) ］ 
2

θ2
［F( ti ; θ) － F( ti－1 ; θ) ］

( F( ti ; θ) － F( ti－1 ; θ) ) 2 +
(

2


θ

［F( ti ; θ) － F( ti－1 ; θ )) ］
3

( F( ti ; θ) － F( ti－1 ; θ) ) 3 ≤

3

θ3
F( ti ; θ) + 3

θ3
F( ti－1 ; θ[ ]) ηi ( x) +

3 
θ

F( ti ; θ) + 
θ

F( ti－1 ; θ[ ]) 2

θ2
F( ti ; θ) + 2

θ2
F( ti－1 ; θ[ ]) η2

i ( x) +

2 
θ

F( ti ; θ) + 
θ

F( ti－1 ; θ[ ])
3

η3
i ( x) ． ( 8)

根据条件 A2 和拉格朗日控制收敛定理，可知

i

θiF( ti ; θ) = 
i

θi∫
xi

－∞
f( x; θ) dx = ∫

xi

－∞

i

θi f( x; θ) dx，i = 1，2，3．

因此式( 8) 中不等式右边的项可以转化为

∫
ti

－∞

3

θ3
f( x) dx + ∫

ti－1

－∞

3

θ3
f( x) d[ ]x ηi ( x) +

3 ∫
ti

－∞


θ

f( x) dx + ∫
ti－1

－∞


θ

f( x) d[ ]x ∫
ti

－∞

2

θ2
f( x) dx + ∫

ti－1

－∞

2

θ2
f( x) d[ ]x η2

i ( x) +

2 ∫
ti

－∞


θ

f( x) dx + ∫
ti－1

－∞


θ

f( x) d[ ]x
3

η3
i ( x) ≤
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2∫G3 ( x) dxηi ( x) + 12∫G1 ( x) dx∫G2 ( x) dxη2
i ( x) + 2∫G1 ( x) dx3η3

i ( x) ．

记

φ( x) = 2∫G3 ( x) dxηi ( x) + 12∫G1 ( x) dx∫G2 ( x) dxη2
i ( x) + 2∫G1 ( x) dx3η3

i ( x) ，

则

3

θ3
ln［F( ti ; θ) － F( ti－1 ; θ) ］ ≤ φ( x) ．

再由条件 A2，A3，可知 E［φ( x) ］≤ M* ( M* ＞ 0 且与 θ 无关) ． 同理，我们可以证得存在 ω( x) ，满足

3

θ3
ln［1 － F( ti ; θ) ］ ≤ ω( x) ．

E［ω( x) ］≤ N* ( N* ＞ 0 且与 θ 无关) ． 令 T( x) = 1
n∑

m

i = 1
［diφ( x) + Riω( x) ］，引理得证．

定理 2 如果条件 A1 ～ A4 满足，那么若似然方程


θ
lnL( θ; d，R，T) = ∑

m

i = 1
di

θ
ln［F( ti ) － F( ti－1) ］+ Ri


θ
ln［1 － F( ti{ }) ］ = 0 ( 9)

有解 θn，则 θn → θ0，其中 θ0 为真实参数．
证明 由泰勒展式和引理 1，可知

1
n

θ
lnL( θ; d，R，T) = 1

n

θ
lnL( θ; d，R，T)

θ = θ0
+

( θ － θ0 )
n

2

θ2
lnL( θ; d，R，T)

θ = θ0
+

1
2 Δ( θ － θ0 ) 2T( x) = B0 + B1 ( θ － θ0 ) + 1

2 Δ( θ － θ0 ) 2B2， ( 10)

其中 | Δ | ＜ 1．
下面我们只需证明 B0 → 0，B1 →－ ζ21，B2 → ζ2 即可，其中 ζ21，ζ2 为常量．

首先考虑 B0 ． 在逐步 I 型区间删失样本下，因为
di

n →
p

ai，
Ri

n →
p

bi，所以

B0 = 1
n∑

m

i = 1
di

θ
ln［F( ti ) － F( ti－1) ］+ Ri


θ
ln［1 － F( ti{ }) ］

θ = θ0
→

∑
m

i = 1
ai

θ
ln［F( ti ) － F( ti－1) ］+ bi


θ
ln［1 － F( ti{ }) ］

θ = θ0
．

又由前一节所提到的缺失信息原则及［2］中定理 1，可知

B0 = 1
n∑

n

i = 1


θ
ln f( xi ; θ) － 1

n∑
m

i = 1
∑
di

j = 1


θ
ln f( yij ; θ) +∑

Ri

k = 1


θ
ln f( zik ; θ[ ]{ })

θ = θ0
→

E 
θ

f( xi ; θ[ ]) －∑
m

i = 1
aiE 

θ
ln f( Yi1 ; θ[ ]) + biE 

θ
ln f( Zi1 ; θ[ ]{ })

θ = θ0
，

即

B0 → －∑
m

i = 1
ai

θ
ln［F( ti ) － F( ti－1) ］+ bi


θ
ln［1 － F( ti{ }) ］

θ = θ0
．

所以 B0 → 0．

下面证明 B1 →－ ζ21 ． 一方面

B1 = 1
n∑

m

i = 1
di
2

θ2
ln［F( ti ) － F( ti－1) ］+ Ri

2

θ2
ln［1 － F( ti{ }) ］

θ = θ0
→

∑
m

i = 1
ai
2

θ2
ln［F( ti ) － F( ti－1) ］+ bi

2

θ2
ln［1 － F( ti{ }) ］

θ = θ0
．

记 α = ∑
m

i = 1
ai
2

θ2
ln［F( ti ) － F( ti－1) ］+ bi

2

θ2
ln［1 － F( ti{ }) ］

θ = θ0
．
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另一方面根据缺失信息原则

B1 = 1
n∑

n

i = 1

2

θ2
ln f( xi ; θ) － 1

n∑
m

i = 1
∑
di

j = 1

2

θ2
ln f( yij ; θ) +∑

Ri

k = 1

2

θ2
ln f( zik ; θ[ ]{ })

θ = θ0
→

E 2

θ2
ln f( X; θ[ ]) －∑

m

i = 1
aiE

2

θ2
ln f( Yi1 ; θ[ ]) + biE

2

θ2
ln f( Zi1 ; θ[ ]{ })

θ = θ0
．

记 β = E 2

θ2
ln f( X; θ[ ]) －∑

m

i = 1
aiE

2

θ2
ln f( Yi1 ; θ[ ]) + biE

2

θ2
ln f( Zi1 ; θ[ ]{ })

θ = θ0
． 所以应有 α = β． 由

条件 A2 ～ A4 可得

2

θ2
ln［F( ti ) － F( ti－1) ］ =

2

θ2
［F( ti ) － F( ti－1) ］

F( ti ) － F( ti－1 )
－ E 

θ
ln f( Yi1 ; θ[ ]{ })

2
， ( 11)

E 2

θ2
ln［f( Yi1 ; θ{ }) ］ = ∫

ti

ti－1

2

θ2
f( y; θ)

f( y; θ)
f( y; θ)

F( ti ) － F( ti－1 )
dy － ∫

ti

ti－1


θ
ln f( y; θ[ ])

2 f( y; θ)
F( ti ) － F( ti－1 )

dy =

2

θ2
［F( ti ) － F( ti－1) ］

F( ti ) － F( ti－1 )
－ ∫

ti

ti－1


θ
ln f( y; θ[ ])

2 f( y; θ)
F( ti ) － F( ti－1 )

dy ． ( 12)

从式( 11) ，( 12) 知

2

θ2
ln［F( ti ) － F( ti－1) ］ = E 2

θ2
ln［f( Yi1 ; θ{ }) ］ + var 

θ
ln f( Yi1; θ[ ]) ．

同理有

2

θ2
ln［1 － F( ti) ］ = E 2

θ2
ln［f( Zi1 ; θ{ }) ］ + var 

θ
ln f( Zi1; θ[ ]) ．

那么我们容易得出

α = β = 1
2 E 2

θ2
ln f( X; θ[ ]) +∑

m

i = 1
aivar θ

ln f( Yi1; θ[ ]) + bivar θ
ln f( Zi1; θ[ ]{ }{ }) ，

所以

B1 = 1
2 E 2

θ2
ln f( X; θ[ ]) +∑

m

i = 1
aivar θ

ln f( Yi1; θ[ ]) + bivar θ
ln f( Zi1; θ[ ]{ }{ }) =

－ 1
2 γ2 －∑

m

i = 1
aivar θ

ln f( Yi1; θ[ ]) + bivar θ
ln f( Zi1; θ[ ]{ }{ }) ．

从条件 A3，A4 可知 var 
θ
ln f( yi1 ; θ[ ]) ＜ γ2，var 

θ
ln f( zi1 ; θ[ ]) ＜ γ2

是有界的且与 θ 无关，所以

∑
m

i = 1
aivar θ

ln f( Yi1; θ[ ]) + bivar θ
ln f( Zi1; θ[ ]{ }) → Λ， ( 13)

Λ 为一有界常数． 令 ζ21 = 1
2 ( γ2 － Λ) ，则 B1 →－ ζ21 ．

应用引理 1 可类似证明 B →2

p
ζ2，ζ2 为一常数． 定理得证．

下面证明 MLE 的渐近正态性．

定理 3 如果条件 A1 ～ A4 满足，且似然方程( 9) 有解θ̂n，则 槡n( θ̂n － θ →)
d

N( 0，γ2 + Λ) ．
证明 由( 10) 式知

ζ1 槡n( θ̂ － θ0 ) =

槡n
ζ1
B0

－
B1

ζ21
－ Δ
2ζ21

B2 ( θ̂ － θ0 )
=

—11—
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1
ζ1 槡n
∑
m

i = 1
di

θ
ln［F( ti ) － F( ti－1) ］+ Ri


θ
ln［1 － F( ti{ }) ］ －

B1

ζ21
－ Δ
2ζ21

B2 ( θ̂ － θ0 ) ， ( 14)

容易看出式( 14) 的分母收敛到 1，所以我们只需证明分子是渐近服从均值为 0 的正态分布．

槡nB0 = 1

槡n
∑

n

i = 1


θ
ln f( xi ; θ) － 1

槡n
∑
m

i = 1
∑
di

j = 1


θ
ln f( yij ; θ) +∑

Ri

k = 1


θ
ln f( zik ; θ[ ])

θ = θ0
．

首先
1

槡n
∑

n

i = 1


θ
ln f( xi ; θ →)

d
N( 0，γ2 ) ［6］，又由条件A1，A3知E 

θ
ln f( Yi1 ; θ) － E 

θ
ln f( Yi1 ; θ[ ])

3
，

E 
θ
ln f( Zi1 ; θ) － E 

θ
ln f( Zi1 ; θ[ ])

3

是有界的且与 θ 无关． 所以由( 13) 式、［2］中定理 3 和定理 5 可知

1

槡n
∑
m

i = 1
∑
di

j = 1


θ
ln f( yij ; θ) +∑

Ri

k = 1


θ
ln f( zik ; θ[ ])

θ = θ0
→
d

N( 0，Λ) ，

再利用 Slutsky's 定理，定理得证．
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