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［摘要］ 对于最大度是 Δ的可平面图 G，如果 χ'( G) = Δ，称 G为第一类图;如果 χ'( G) = Δ + 1，称 G为第二类
图，χ'( G) 表示 G的边染色数． 1965年，Vizing证明了任何一个 Δ≥ 8的可平面图均是第一类图，并猜想 Δ = 6的
可平面图也是第一类图．本文运用 Discharge方法证明了最大度是 6，且不含有弦的 k-圈的可平面图是第一类图
( 4 ≤ k≤ 7) ．
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Abstract: Let G be a planar graph of maximum degree Δ，G is said to be class 1 if χ'( G) = Δ and class 2 if χ'( G) = Δ +
1，where χ'( G) denotes the chromatic index of G． In 1965，Vizing proved that every planar graph of maximum degree at
least eight is of class 1． By applying a Discharging method，we prove that every simple planar graph G with Δ = 6 is of
class 1，if G does not contain chordal-k-cycles ( 4≤k≤7) ．
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文中考虑的图都是简单、无向有限图．若图 G可以表示在平面上，并且任意两条边仅在其端点处才可
能相交，则称 G是可平面图，图 G的这种平面上的表示法称为 G的一个平面嵌入，或称为平面图．分别用符
号 V( G) 、E( G) 、F( G) 、Δ( G) ( 简记为 Δ) 表示 G的顶点集合、边集合、面集合、最大度．用 d( x) 表示 x在 G
中的度数，其中 x∈ V( G) ∪ F( G) ．用 dk ( v) 表示顶点 v的度数为 k的邻点的个数，dk+ ( v) 表示顶点 v的度
数不小于 k的邻点的个数．度数为 k的点( 或面) 称为 k-点( 或 k-面) ，度数不小于 k的点( 或面) 称为 k+ -
点( 或 k+ -面) ．
若存在一个映射: E( G) → { 1，2，…k} ，对G中任意两条相邻接的边 e1和 e2，有( e1 ) ≠ ( e2 ) ，则称

G是 k － 边可染色的，使得图 G具有 k － 边可染色的最小的正整数 k定义为 G的边色数，记作 χ'( G) ．若图
G满足 χ'( G) = Δ( G) 称 G为第一类图，若 χ'( G) = Δ( G) + 1 称 G为第二类图．若图 G是连通的第二类
图，并且去掉任意边 e∈ G后，G － e是第一类图，则称 G是一个临界图．最大度为 Δ的临界图简称 Δ-临
界图．显然，每个 k-临界图( k≥ 2) 是 2-连通的．
若一个 3-面 f关联 3个度数分别为 i，j，k的顶点，其中 i≤ j≤ k，则称 f为( i，j，k) -面． G中的任意两个

圈( 或面) 称为相邻接的，如果它们至少有一条公共边． G中的任意两个圈( 或面) 称为相交的，若它们关联
于同一个顶点．

Vizing［1，2］证明了每个 Δ≥ 8 的简单平面图是第一类图，同时猜想这个结论对 Δ≥ 6 的简单平面图也
是成立的，并给出了 Δ∈ { 2，3，4，5} 的简单平面图存在第二类的例子． 文献［3，4］独立证明了 Δ = 7 时

—91—

第 34 卷第 3 期
2011 年 9 月

南京师大学报( 自然科学版)
JOURNAL OF NANJING NORMAL UNIVERSITY( Natural Science Edition)

Vol． 34 No． 3
Sept，2011





Vizing猜想成立．因此，Vizing猜想仅剩下当 Δ = 6 时的情形尚未解决．文献［5］证明了每个Δ = 6，且无长
度为 k-圈( 3≤ k≤ 5) 的简单平面图是第一类图．文献［6］进一步证明了若 Δ = 6的简单平面图 G满足下
面条件之一，则它是第一类的: ( 1) 没有 6-圈． ( 2) 没有 4-圈带一条弦，等价地，没有相邻三角形． ( 3) 不
含有弦的5-圈和有弦的6-圈．文献［7］证明了若一个围长为 g的简单平面图 G满足下列条件之一，则 G是
第一类图: ( 1) Δ≥ 5 且 g≥ 4． ( 2) Δ≥ 4且 g≥ 5． ( 3) Δ≥ 3 且 g≥ 8．文献［8］证明了 Δ = 6的简单平
面图 G若不含有弦的 5-圈或不含有弦的 6-圈，则它是第一类图．下面将运用 Discharge方法及临界图的重
要性质进一步证明，最大度是 6 且不含有弦的 7 圈的可平面图是第一类图．

1 临界图的性质

引理 1［2］ 设 G是一个 Δ-临界图，Δ≥ 3 且 v∈ V( G) ，u∈ V( G) 那么
( 1) v至少相邻 2 个 Δ-点，至多邻接一个度为 2 的点．
( 2) 如果 dk ( v) ≥ 1 k≠ Δ，则 dΔ ( v) ≥ Δ － k + 1．
( 3) 如果 uv∈ E( G) ，有 d( u) + d( v) ≥ Δ + 2．
对一个 6-临界图 G和 v∈ V( G) ) ，根据引理 1，有:
( P1) 如果 d( v) = 2，那么 v相邻 2 个 6-点．
( P2) 如果 d( v) = 3，那么 v只能相邻 5 + -点，且若 d5 ( v) = 1，则 d6 ( v) = 2．
( P3) 如果 d( v) = 4，那么 v只能相邻 4 + -点，且若 d4 ( v) = 1，则 d6 ( v) = 3．若 d5 ( v) ≥ 1，则 d6 ( v)

≥ 2．
( P4) 如果 d( v) = 5，那么 v只能相邻 3 + -点，且若 d3 ( v) = 1，则 d6 ( v) = 4．若 d4 ( v) ≥ 1，则 d6 ( v)

≥ 3．若 d5 ( v) ≥ 1，则 d6 ( v) ≥ 2．
( P5) 设 d( v) = 6，若 d2 ( v) = 1，则 d6 ( v) = 5．若 d3 ( v) ≥ 1，则 d6 ( v) ≥ 4．若 d4 ( v) ≥ 1，则 d6 ( v)

≥ 3．
引理 2［4］ 设 G是一个 Δ-临界图，xy∈ E( G) ，若 d( x) + d( y) = Δ + 2，则
( 1) 每个 v∈ N( { x，y} ) \ { x，y} 是 Δ-点．
( 2) 每个 v∈ N( N( { x，y} ) ) \ { x，y} 满足 d( v) ≥ Δ － 1．
( 3) 如果 d( x) ＜ Δ，d( y) ＜ Δ，则每个 v∈ N( N( { x，y} ) ) \ { x，y} 是 Δ-点．
引理 3［3］ 如果图 G包含 3 个不同的点 x，y，z满足下列 2 个条件，那么 G不是 Δ-临界图:
( 1) xy∈ E( G) ，xz∈ E( G) ，d( z) ＜ 2Δ － d( x) － d( y) + 2．
( 2) xz包含在至少 d( x) + d( y) － Δ － 2 个不包含顶点 y的三角形中．

2 最大度是 6 且不含有弦的 k-圈(4 ≤ k≤ 7) 的可平面图是第一类图
定理 1 最大度是 6 且不含有弦的 7-圈的可平面图 G是第一类图．
证明 假设定理不成立，即G是第二类图．不失一般性，可以假设G是6-临界简单平面图，那么，G显

然是 2-连通的． 因此 G的每个面的边界是一个圈，且每条边位于 2个不同面的边界上．设 s是 G中的顶点
v所关联的 3-面的个数，由此有下面的断言:
断言 1 ( a) G中每个度为 6的顶点 v至多关联 4个 3-面，即 s≤ 4． ( b) 若 6-点 v的邻接顶点的度至

少是 3，则当 s = 4 时，v还关联 2 个 7 + -面，当 s = 3 时，v至少关联 1 个 7 + -面，当 s = 2 时，v至少关联 1
个 5 + -面． ( c) 若 6-点 v与 2-点邻接，则当 s≥ 3 时，v至少关联 1 个 7 + -面．
此结论由临界图的性质容易得出，这里不再赘述．

将 Euler公式进行简单变形可得∑
x∈V
( d( x) － 4) +∑

x∈F
( d( x) － 4) = － 8．

对任意 x∈ V( G) ∪ F( G) ，定义初值 ch( x) 为

ch( x) = d( x) － 4， x∈ V( G) ，
d( x) － 4， x∈ F( G){ ．

下面根据给出的交换规则( Discharging rules) ，对每一个 x∈ V( G) ∪ F( G) 的 ch( x) 进行调整，从而
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得到新的初值 ch'( x) ．因为所作的调整始终保证不影响其和式的值，所以有

∑
x∈V∪F

ch( x) = ∑
x∈V∪F

ch'( x) = － 8．

如果可以证明对于每一个 x∈ V( G) ∪ F( G) ，都有 ch'( x) ≥ 0，则与上式矛盾，从而定理得证．
定义规则如下:

R1 对每个 6-点 v，v分值如下:

R1-1 v分值 1 给其邻接的每个 2-点．分值 1
3 给其邻接的每个 3-点． v分值 1

3 给其邻接的每个 5-点．

R1-2 若 v邻接 4-点 u，u又与 4-点 w邻接，则 v分值 2
9 给 u．

R1-3 设 v与 6-点 u邻接，u与 2-点 x邻接，而 v与 x不邻接，则 v分值 1
56 给 u．

R2 对每个 5-点 v，v分值 1
3 给其邻接的每个 3-点．

R3 对每个度为 3 的面 f，设 x，y，z是 f的 3 个不同顶点，且 d( x) ≤ d( y) ≤ d( z) ，

R3-1 若 f是( k，6，6) -面，k = 2，3，4，则 y，z分别分值 1
2 给 f．

R3-2 若 f是( 4，4，6) -面，则 x，y，z分别分值 1
3 给 f．

R3-3 若 f是( k，5，6) -面，k = 3，4，则 y分值 1
3 ，z分值

2
3 给 f．

R3-4 若 f是( 4，5，5) -面，则 y，z分别分值 1
2 给 f．

R3-5 若 f的顶点的度至少为 5，则 x，y，z分别分值 1
3 给 f．

R4 对每个度至少为 5 的面 f，f分值d( f) － 4
d( f) 给其关联的每个顶点．

对每个 v∈ V( G) ，有 d( v) ≥ 2． 设 d( v) = 2，则 ch( v) = － 2．由( P1) 知，v与两个 6-点相邻接，由
R1-1，有 ch'( v) = － 2 + 1 × 2 = 0．

设 d( v) = 3，则 ch( v) = － 1．由( P2) ，v与 3 个 5 + -点相邻接，由 R1-1 和 R2，v得值 1
3 × 3，所以，有

ch'( v) = － 1 + 1
3 × 3 = 0．

设 d( v) = 4，则 ch( v) = 0．若 v与4-点相邻接，由引理2，有 d6 ( v) = 3，由R1-2，v得值 2
9 × 3．由R3-2，

v至多分值 1
3 × 2 给与其关联的( 4，4，6) -面，所以 ch'( v) ≥ 2

9 × 3 － 1
3 × 2 = 0．

设 d( v) = 5，则 ch( v) = 1．由( P4) 知，min{ d( u) | u∈ N( v) } ≥ 3且至多有一个 3-点，至少有 2个
6-点与 v邻接．

若 d3 ( v) = 1，根据( P4) : d6 ( v) = 4，由 R1-1，v得值 1
3 × 4．因 G中不含有弦的 7-圈，所以 v至多关联

5 个 3-面，由 R2、R3-3、R3-5，v至多分出值 1
3 × 6，所以，ch'( v) ≥ 1 + 1

3 × 4 － 1
3 × 6 ＞ 0．

若 min{ d( u) | u∈ N( v) } = 4，则 d6 ( v) ≥ 3，由 R1-1，v至少得值 1
3 × 3．假如 d4 ( v) = 2，由引理 3，

v 至多关联 2个 3-面，皆为( 5，6，6) -面，由 R3-5，有 ch'( v) ≥ 1 － 1
3 × 2 ＞ 0．假如 d4 ( v) = 1，因 G中不含

有弦的 7-圈，所以 v至多关联 5个 3-面，由 R3-3，、R3-4、R3-5，v至多分出值 1
2 + 1

3 × 4给其关联的 3-面，
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所以，ch'( v) ≥ 1 + 1
3 × 3 － 1

2 + 1
3 ×( )4 ＞ 0．

若 min{ d( u) | u∈ N( v) } ≥ 5，则 d6 ( v) ≥ 2，由 R1-1，v至少得值 1
3 × 2．因 G中不含有弦的 7-圈，所

以 v至多关联 5 个 3-面，由 R3-5，v至多分出值 1
3 × 5给其关联的 3-面，所以，ch'( v) ≥ 1 + 1

3 × 2 － 1
3 ×

5 = 0．
设 d( v) = 6，则 ch( v) = 2．由( P5) 知，min{ d( u) | u∈ N( v) } ≥ 2且 v至多与 1个 2-点，至少与 2

个 6-点邻接．
若 d2 ( v) = 1，根据( P5) : d6 ( v) = 5，由引理 2，对任意 u∈ N( N( { v，x} ) ) \ { v，x} 有 d( u) ≥ 5．由( a)

知: s≤ 4．当 s≥ 3时，由结论( c) 及 R4，v至少得值 3
7 ，由 R1-3，v至少得值 1

56 × 4，由 R1-1，v至多分值 1给

其邻接的 2-点，由 R3-1、R3-5，v至多分值 1
2 + 1

3 × 3给其关联的 3-面，所以，ch'( v) ≥ 2 + 3
7 + 1

56 × 4 －

1 + 1
2 + 1

3 ×( )3 = 0．当 s≤ 2时，由 R1-1、R3-1、R3-5，v至多分值 1 + 1
2 + 1

3 给其邻接的 2-点及其关联

的 3-面，所以，ch'( v) ≥ 2 － 1 + 1
2 +( )1

3
＞ 0．

若 min{ d( u) | u∈ N( v) } = 3，由( P5) ，有 d6 ( v) ≥ 4．
假如 d3 ( v) = 2或 d3 ( v) = 1且 d4 ( v) = 1，根据引理3，v至多关联3个度为3的面，皆为( 6，6，6) -面，

由 R1-1、R3-5，v至多分值 1
3 × 5 给其邻接的 3-点及其关联的 3-面，所以 ch'( v) ≥ 2 － 1

3 × 5 ＞ 0．

假如 d3 ( v) = 1且 d4 ( v) = 0，则 d5 ( v) ≤ 1，由 R1-1，v至多分出值 1
3 × 2给其邻接的 3-点及 5-点．由

( a) 知: s≤ 4．当 s = 4 时，由( b) 及 R4，v得值 3
7 × 2，由 R3-1、R3-3、R3-5，v至多分值 1

2 + 2
3 + 1

3 × 2给

其关联的 3-面，所以，ch'( v) ≥ 2 + 3
7 × 2 － 1

3 × 4 + 2
3 +( )1

2
＞ 0．当 s = 3时，由( b) 及 R4，v得值 3

7 ，

再由R1-1、R3-1、R3-3、R3-5，有 ch'( v) ≥2 + 3
7 － 1

3 × 3 + 2
3 +( )1

2
＞ 0．当 s≤2时，由R1-1、R3-1、R3-3、

R3-5，有 ch'( v) ≥ 2 － 1
3 × 2 + 2

3 +( )1
2

＞ 0．

若 min{ d( u) | u∈ N( v) } = 4，由( P5) ，有 d4 ( v) ≤ 3，d5 ( v) ≤ 2，d6 ( v) ≥ 3．由( a) 有 s≤ 4．

假如 d4 ( v) = 3，由引理 2知: v不满足 R1-2的分值条件．由 R3-1、R3-5，v至多分值 1
2 × 4给其关联的

3-面，所以 ch'( v) ≥ 2 － 1
2 × 4 = 0．

假如 d4 ( v) = 2且 d5 ( v) = 1，并设此 5-点为 u，由引理 2知: v不满足 R1-2的分值条件，由引理 3知:

v不能与 2 个邻接于 uv边的( 4，5，6) -面关联．当 s = 4时，由( b) 及 R4，v得值 3
7 × 2，由 R1-1，v分值 1

3 给

其邻接的 5-点，由 R3-1、R3-3，R3-5，v至多分值 2
3 + 1

2 × 3给其关联的 3-面，所以，ch'( v) ≥ 2 + 3
7 × 2 －

2
3 + 1

2 × 3 +( )1
3

＞ 0．当 s≤ 3时，由 R1-1，v分值 1
3 给其邻接的 5-点，由 R3-1、R3-3，R3-5，v至多分值 2

3

+ 1
2 × 2 给其关联的 3-面，所以，ch'( v) ≥ 2 － 1

3 + 2
3 + 1

2 ×( )2 = 0．

假如 d4 ( v) = 2 且 d6 ( v) = 4，由( a) 知: s≤ 4．当 s≥ 3时，由( b) 及 R4，v至少得值 3
7 ，若 v关联( 4，

—22—

南京师大学报( 自然科学版) 第 34 卷第 3 期( 2011 年)




4，6) -面，由 R1-2，v分值 2
9 × 2 给其邻接的 4-点，由 R3-1、R3-2，R3-5，v至多分值 1

3 × 2 + 1
2 × 2给其关联

的 3-面，所以 ch'( v) ≥ 2 + 3
7 － 2

9 × 2 + 1
3 × 2 + 1

2 ×( )2 ＞ 0．若 v不关联( 4，4，6) -面，则由引理 2知:

v不满足 R1-2 的分值条件，由 R3-1、R3-2，R3-5，v至多分值 1
2 × 4给其关联的 3-面，所以 ch'( v) ≥ 2 + 3

7

－ 1
2 × 4 ＞ 0．当 s≤ 2时，v至多分值 2

9 × 2 + 1
2 × 2给其邻接的 4-点及其关联的 3-面，所以 ch'( v) ≥ 2

－ 2
9 × 2 + 1

2 ×( )2 ＞ 0．

假如 d4 ( v) = 1，且 d5 ( v) ≥ 1时，由 R1-1，v至多分值 1
3 × 2给其邻接的 5-点．由( a) 知: s≤ 4．若 s =

4，由( b) 及 R4，v得值 3
7 × 2，由 R3-1、R3-3、R3-5，v至多分值 1

3 × 2 + 2
3 × 2给其关联的 3-面，所以 ch'( v)

≥ 2 + 3
7 × 2 － 1

3 × 4 + 2
3 ×( )2 ＞ 0．若 s = 3，由( b) 及 R4，v得值 3

7 ，由 R3-1、R3-3、R3-5，v至多分值 1
3

+ 2
3 × 2给其关联的 3-面，所以 ch'( v) ≥ 2 + 3

7 － 1
3 × 3 + 2

3 ×( )2 ＞ 0．若 s≤ 2，由 R3-1、R3-3、R3-5，

有 ch'( v) ≥ 2 － 1
3 × 2 + 2

3 ×( )2 = 0．

假如 d4 ( v) = 1，且 d6 ( v) = 5 时，由 R1-2，v至多分值 2
9 给其邻接的 4-点，由 R3-1、R3-5，v至多分值

1
3 × 2 + 1

2 × 2 给其关联的 3-面，所以 ch'( v) ≥ 2 － 1
3 × 2 + 1

2 × 2 +( )2
9

＞ 0．

若 min{ d( u) | u∈ N( v) } ≥ 5，由引理 1，v至多与 4个 5-点，至少与 2个 6-点邻接．由( a) 知: s≤ 4．

当 s = 4 时，由( b) 及 R4，v得值 3
7 × 2，由 R1-1、R1-3、R3-5，v至多分值 1

3 × 8 + 1
56 × 2给其邻接的 5-点、

6-点及关联的 3-面，所以 ch'( v) ≥ 2 + 3
7 × 2 － 1

3 × 8 + 1
56 ×( )2 ＞ 0．当 s = 3 时，由( b) 及 R4，v至少

得值
3
7 ，由 R1-1、R1-3、R3-5，v至多分值 1

3 × 7 + 1
56 × 2给其邻接的 5-点、6-点及关联的 3-面，所以 ch'( v)

≥ 2 + 3
7 － 1

3 × 7 + 1
56 ×( )2 ＞ 0．当 s = 2时，由( b) 及R4，v至少得值 1

5 ，再由R1-1、R1-3、R3-5，有 ch'( v)

≥ 2 + 1
5 － 1

3 × 6 + 1
56 ×( )2 ＞ 0．当 s≤ 1时，由 R1-1、R1-3、R3-5，有 ch'( v) ≥ 2 － 1

3 × 5 + 1
56 ×( )2 ＞

0．
假设 f∈ F( G) ，则 d( f) ≥ 3．

若 d( f) ≥ 5，则 ch( f) ≥ 1，由 R4，有 ch'( f) = d( f) － 4 － d( f) × d( f) － 4
d( f) = 0;

若 d( f) = 4，则 ch( f) = 0，取 ch'( f) = 0;
若 d( f) = 3，则 ch( f) = － 1，根据引理 1、引理 2、引理 3知，f只能是下面几种形式之一: ( 2，6，6) -面，

( 3，5，6) -面，( 3，6，6) -面，( 4，4，6) -面，( 4，5，5) -面，( 4，5，6) -面，( 4，6，6) -面，( 5，5，5) -面，( 5，5，6) -面，
( 5，6，6) -面，( 6，6，6) -面．

假如 f的顶点的度至少是 5，由 R3-5，有 ch'( f) = － 1 + 1
3 × 3 = 0;

若 f是( 2，6，6) -面、( 3，6，6) -面、( 4，6，6) -面，由 R3-1，有 ch'( f) = － 1 + 1
2 × 2 = 0;

若 f是( 4，4，6) -面，由 R3-2，有 ch'( f) = － 1 + 1
3 × 3 = 0;
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倪伟平:最大度是 6 且不含有弦的小圈的可平面图的边染色
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若 f是( 3，5，6) -面、( 4，5，6) -面，由 R3-3，有 ch'( f) = － 1 + 1
3 + 2

3 = 0;

若 f是( 4，5，5) -面，由 R3-4，有 ch'( f) = － 1 + 1
2 × 2 = 0．定理 1 得证．

由文献［6］、［8］知最大度是 6 且不含有弦的 4-圈，或不含有弦的 5-圈，或不含有弦的 6-圈的可平面
图 G是第一类图．因此得到下面的结论:
定理 2 设 G是最大度为 6 的可平面图，若 G不含有弦的 k圈，4 ≤ k≤ 7，则 G是第一类图．
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