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［摘要］ 考虑了媒体报导影响下的 SEI 模型，并且假设传染率为( μ1 － μ2 f( I) ) SI．通过构造 Liapunov 函数得到

了平衡点全局渐近稳定的充分条件．
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Abstract:We consider global properties for a SEI model with impact of media，assuming that the rate of transmission is
controlled by an unspecified function ( μ1 － μ2 f( I) ) SI． We develop Liapunov functions which enable us to obtain suffi-
cient conditions of a globally asymptotically stable equilibrium state．
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长期以来，对传染病的控制一直是相关方面专家学者研究的热点．影响传染病传播的因素很多，比如
医疗水平、媒体报导、天气等等，如果能协调好这些因素，就能很好地控制传染病的蔓延，减少疾病的感染
率．当某种疾病爆发的时候，比如 2003年的 SARS，人们通过媒体了解到疾病的情况，引起关注并且提高了
疾病的防范意识，这就在一定程度上减少了疾病的感染率． 文献［1］考虑了媒体报导这个因素，并选取了

β( I) = μexp( － mI) 作为感染率函数．文献［2］选取 β( I) = β1 － β2
I

m + I作为感染率函数，当 I→∞ 时，

传染率减少量的最大值是 β2，得出当 R0 ＜ 1时无病平衡点是全局稳定的;当 R0 ＞ 1时地方病平衡点只是
局部稳定的．
本文考虑在某一地区内疾病的传播．我们将人群分成以下几类: ( 1) S( t) ，易感者的人数; ( 2) E( t) ，

处于潜伏期的人数; ( 3) I( t) ，感染者的人数．
在这里我们假设感染者康复后有免疫性，因此不会再成为易感者．我们假设在某一区域内总人数是按

Logistic增长．在典型的 SEI模型基础上，建立了下面考虑媒体宣传报导作用的更一般的模型:
dS
dt = r － dS － ( μ1 － μ2 f( I) ) SI，

dE
dt = ( μ1 － μ2 f( I) ) SI － ( c + d) E，

dI
dt = cE － γI











 ，

( 1)

其中函数 f( I) 满足 f( 0) = 0，f'( I) ≥ 0，lim
I→∞

f( I) = 1，( 1) 中所有的参数假设都是正数并且参数表示的意

义如下:

( 1) r表示易感人群的出生率;
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( 2) c表示平均每天被感染者成为感染者的比率;
( 3) d表示自然死亡率;
( 4) γ表示从感染者中移出的比率，包括恢复率和自然死亡率．因此 γ ＞ d;
( 5) β( I) = ( μ1 － μ2 f( I) ) 是考虑了媒体报导作用后的接触传染率．我们知道接触传染率不仅与疾病

本身的传播能力有关，还与易感者对疾病的警惕程度有关．一般来说，染病者报导的数量越多易感者就会
减少与其他人接触的机会．当 I→∞ 时，传染率的减少量达到 μ2 ．注意到由于媒体的报导不能完全控制住
疾病的传播，所以显然 μ1 ＞ μ2 ．
设 ( S( t) ，E( t) ，I( t) ) 是系统 ( 1) 的任一正初始条件的解．记 N( t) = S( t) + E( t) + I( t) ，则

dN
dt = r － dS － dE － γI≤ r － lN，

其中 l = min( d，γ) ．令

D = ( S，E，I) | S≥ 0，E≥ 0，I≥ 0，S + E + I≤ 珔K，珔K = r
l ，l = min( d，γ{ }) ，

如果( S，E，I) ∈ D，则有
dS
dt S = 0，E ＞ 0，I ＞ 0

＞ 0，dEdt S ＞ 0，E = 0，I ＞ 0
＞ 0，dIdt S ＞ 0，E ＞ 0，I = 0

＞ 0，dNdt N = r
l ，S ＞ 0，E ＞ 0，I ＞ 0

≤ 0，

所以 D是系统( 1) 的正向不变集．

1 平衡点的存在性及其稳定性
1． 1 无病平衡点

令系统( 1) 的右端等于零，容易得到无病平衡点 E0 = ( S0，E0，I0 ) = (
r
d，0，0) ． 根据文献［3］中的关

于基本再生数的定义，则有( 1) 的基本再生数为:

R0 =
rcμ1

dγ( c + d) ．

定理 1 当 R0 ＜ 1 时，无病平衡点 E0 是全局渐近稳定的．
证明 令 g( I) = ( μ1 － μ2 f( I) ) I，系统( 1) 化为

dS
dt = r － dS － Sg( I) ，

dE
dt = Sg( I) － ( c + d) E，

dI
dt = cE － γ











 I ．

( 2)

对系统( 2) ，无病平衡点 E0 有下式成立:

BγI0 = g( I0 ) S0，dS0 + BγI0 = r，BγI0 = ( c + d) E0，B = c + d
c ．

取 Liapunov函数

V( S，E，I) = S － S0 ln
S
S0

+ E + BI，

由于
V
S

= 1 －
S0

S，并且
2V
S2 =

S0

S2，则 S0 是 S － S0 ln
S
S0
的最小值点，于是可得到 E0 是函数 V( S，E，I) 的最小

值点．注意到 V( S0，E0，I0 ) ＞ 0，从而显然有函数 V( S，E，I) 是正定函数．并且当( S，E，I) 位于 D边界时，有
V( S，E，I) →+ ∞，因此 V( S，E，I) 是 D内有无穷大下界的函数．
注意到

dV( S，E，I)
dt = ( 1 －

S0

S ) ［r － dS － Sg( I) ］+［Sg( I) － ( c + d) E］+ B( cE － γI) =

( r － dS) ( 1 －
S0

S ) + BγI S0

Bγ
g( I)
I －[ ]1 ，
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对所有的 S ＞ 0，显然有( r － dS) ( 1 －
S0

S ) ≤ 0，且当 R0 ＜ 1 时，有

S0

Bγ
g( I)
I = rc

dγ( c + d) ( μ1 － μ2 f( I) ) ＜
rcμ1

dγ( c + d) = R0 ＜ 1．

因此 R0 ＜ 1保证了dV( S，E，I)dt ≤ 0，从而根据文献［4］中定理 3. 9知，无病平衡点 E0是全局渐近稳定

的．
1． 2 地方病平衡点

令系统( 2) 右端为零，则由系统( 2) 的二式和三式得 S = γ( c + d)
c( μ1 － μ2 f( I) )

，代入一式，得到如下等式:

r
d － γ( c + d)

cd I = γ( c + d)
c( μ1 － μ2 f( I) )

．

令 F( I) = r
d － γ( c + d)

cd I，G( I) = γ( c + d)
c( μ1 － μ2 f( I) )

．注意到 F( I) 是单调递减的，G( I) 是单调递增的，

且当 R0 ＞ 1 时，有 F( 0) = r
d ＞ G( 0) = γ( c + d)

cμ1
，并有

lim
I→+∞

F( I) = － ∞，lim
I→+∞

G( I) = γ( c + d)
c( μ1 － μ2 )

，

因此当 R0 ＞ 1时，直线 F( I) 和曲线 G( I) 有惟一个交点，记为Q( S* ，E* ，I* ) ．这就说明了当 R0 ＞ 1时，系
统( 1) 存在惟一的地方病平衡点 Q( S* ，E* ，I* ) ．
定理 2 当 R0 ＞ 1 时，系统( 1) 存在惟一的地方病平衡点且局部渐近稳定．

证明 计算系统( 1) 在平衡点( S* ，E* ，I* ) 处的 Jacobi矩阵为

J( S* ，E* ，I* ) =

－ r
S* 0

rcμ2 f'( I
* ) S*

γ( c + d)

r
S* － d － ( c + d) －

rcμ2 f'( I
* ) S*

γ( c + d)
0 c －













γ

，

则其对应的特征方程是

λ3 + ( c + d + γ + r
S* ) λ

2 + γ( c + d) +
rc2μ2 f'( I

* ) S*

γ( c + d) + r( c + d + γ)
S[ ]* λ +

r
S* γ( c + d) +

rc2dμ2 f'( I
* ) S*

γ( c + d) = 0．

由 Hurwitz判据得到

H1 = c + d + γ + r
S* ＞ 0，

H2 =
c + d + γ + r

S* 1

rS* γ( c + d) +
rc2dμ2 f'( I

* ) S*

γ( c + d) γ( c + d) +
rc2μ2 f'( I

* ) S*

γ( c + d) + r( c + d + γ)
S*

＞ 0，

H3 ＞ 0．

由 Hurwitz判据得，所有特征根均具有负实部，从而地方病平衡点 Q( S* ，E* ，I* ) 是局部渐近稳定的．
定理 3 当 R0 ＞ 1 且 g( I) 满足如下条件:

g( I) /g( I* ) ≥ I / I* ， 0 ＜ I ＜ I* ，
g( I) /g( I* ) ≤ I / I* ， I ＞ I{ *

时，地方病平衡点 Q( S* ，E* ，I* ) 对于系统( 1) 是全局渐近稳定的．
证明 类似于边界平衡点的讨论，对系统( 2) 地方病平衡点 Q( S* ，E* ，I* ) 有如下式子成立:
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BγI* = g( I* ) S* ，dS* + BγI* = r，BγI* = ( c + d) E* ，B = c + d
c ．

取 Liapunov函数

V( S，E，I) = S － S* ln S
S* + B( I － I* ln I

I*
) + ( E － E* ln E

E* ) ，

注意到函数 V( S，E，I) 满足
V
S

= 1 － S*

S ，
V
E

= 1 － E*

E ，
V
I

= B 1 － I*( )I
，

容易看到 Q是函数 V( S，E，I) 的惟一驻点．又有，
2V
S2 = S*

S2 ＞ 0， 2V
E2 = E*

E2 ＞ 0， 2V
I2

= B I*

I2
＞ 0，

2V
SE

= 
2V
SI

= 
2V
EI

= 0 ，

由此可以得到地方病平衡点Q是函数V( S，E，I) 的最小值点．因为V( S* ，E* ，I* ) ＞ 0，这就说明函数V( S，
E，I) ＞ 0是正定函数．且容易验证当( S，E，I) 位于 D边界时，V( S，E，I) →+ ∞，故 V( S，E，I) 是 D内有无
穷大下界的函数．
对于地方病平衡点 Q( S* ，E* ，I* ) ，函数 V( S，E，I) 满足
dV( S，E，I)

dt = r － dS － Sg( I) － r S
*

S + dS S*

S + S* g( I) + Sg( I) － ( c + d) E － Sg( I) E
*

E +

( c + d) E* + B( cE － γI － cE I*
I + γI* ) = dS* ( 1 － S

S* ) ( 1 － S*

S ) －

BγI* S*

S + g( I) SE*

g( I* ) S* E
+ EI*

E* I
+ g( I* ) I
g( I) I*

－( )4 + BγI* 1 － g( I* )
g( I( )) g( I)

g( I* )
－ I
I( )* ．

因为算术平均数大于几何平均数，所以所有的 S，E，I ＞ 0，有
S*

S + Sg( I) E*

S* g( I* ) E
+ EI*

E* I
+ g( I* ) I
g( I) I*

≥ 4．

因为对所有的 S ＞ 0，容易得到 1 － S
S( )* 1 － S*( )S

≤ 0 ，再看到函数 g( I) 满足条件:

g( I) /g( I* ) ≥ I / I* ， 0 ＜ I ＜ I* ，
g( I) /g( I* ) ≤ I / I* ， I ＞ I*{ ，

就可得到 1 － g( I* )
g( I( )) g( I)

g( I* )
－ I
I( )* ≤ 0．

综上可得
dV( S，E，I)

dt ≤ 0，由文献［4］中定理 3. 9知，地方病平衡点 Q( S* ，E* ，I* ) 对于系统( 1) 是全

局渐近稳定的．
推论 当 R0 ＞ 1 且 g( I) 是凹函数时，系统( 1) 在地方病平衡点 Q( S* ，E* ，I* ) 全局渐近稳定．
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