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［摘要］ 首先给出了 4 种情况下李亚普诺夫方程 AX + XB = C解的简洁表达式，然后，通过前述结论得出了矩

阵方程 AX + YB = E的最小二乘解以及极小范数最小二乘解的解析式，并且，通过相应数值例子验证了相关结

论．
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当前，在矩阵理论领域，对矩阵方程以及广义逆理论的研究一直是最热点的问题之一，如文［1-5］．而
对矩阵方程 AX + XB = C解的研究与探索更是没有间断过，但几乎所有的结论要么基于矩阵 A、B为特殊
矩阵( 如对称矩阵等) 的情形，要么解的表达形式过于繁琐，如文［6-10］． 此外，还有一些文献仅仅只是讨
论了解的存在性，如文［11］．而在力学以及控制论等诸多领域李亚普诺夫方程都有着很重要的应用． 例
如，在决定稳定性时就需要求解李亚普诺夫方程 A'X + XA = － Q．
综上所述，可见该方程的求解问题确实是一个非常重要的课题．所以，我们认为给出该方程的解的最

简洁表达式也是很有必要的．本文将围绕该命题展开讨论，并且最终给出它的重要应用———矩阵方程 AX
+ YB = E的最小二乘解以及极小范数最小二乘解．
本文采用的所有关于矩阵及广义逆方面的记号参考文献［12，13］．
设矩阵 A∈ Cm×m，B∈ Cn×n，C∈ Cm×n，考虑矩阵方程

AX + XB = C ( 1)
这里 A = PJAP

－1，B = QJBQ
－1
是矩阵 A和 B的约当标准型，其中
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

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s

i = 1
mi = m， ( 2)
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珔J2


珔J
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
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
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t

j = 1
nj = n． ( 3)

再设
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0 1
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
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1
0 nj×nj

．

为了顺利得到最终的结论，我们再给出如下几个引理:

引理 1［12］ →ABC = ( A CT ) 珝B．

引理 2［14］ 设 EA = I － AA +，那么

( A，B) ( 1，3) =
A + － A + B( EAB)

+

( EAB)
[ ]+

．

引理 3［13］ ［P，Q］+ = KP + ( I － QC + )

THKP + ( I － QC + ) + C
[ ]+

，其中 C = ( I － PP + ) Q，T = P + Q( I － C + C) ，K =

( I + TTH ) －1 ．

1 矩阵方程 AX + XB = C的简洁解
当特征值 λ i，μ j ( λ i∈ λ( A) ，μ j∈ λ( B) ，i = 1，2，…，s，j = 1，2，…，t) 满足如下一些条件时，我们就可

以得到方程( 1) 的惟一解的最简洁( 至少目前) 的公式．
定理 1 如果 Re( λ i ) + Re( μ j ) ＜ 0( i = 1，2，…，s，j = 1，2，…，t) ，那么方程( 1) 的惟一解的最简洁

表达式为

X = － ∫
+∞

0
eAtCeBtdt， ( 4)

其中 eAt = ∑
+∞

n = 0

( At) n
n! ．

证明 设 A = PJAP
－1，B = QJBQ

－1
分别是矩阵 A和 B的约当标准型，这里 JA和 JB由( 2) 和( 3) 给

定． 设 P －1CQ分块矩阵表示如下:

P －1CQ =

C11 C12 … … C1t

C21 C22 … … C2t

  … … 
Cs1 Cs2 … … C













st

m1

m2


ms

n1 n2 … … nt ．

设 Dij ( t) = eNitCije
珚Njt，那么
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易知，Dij ( t) 中每个元素都是一个多项式，且它们的次数不大于 mi + nj － 2． 从而有

eAtCeBt = P
e ( λ1+μ1) tD11 ( t) … e ( λ1+μt) tD1t ( t)

 … 
e ( λs+μ1) tDs1 ( t) … e ( λs+μt) tDst ( t









)

Q －1 ．

由 Re( λ i + μ j ) ＜ 0及 Dij ( t) 的每一元素都是多项式，可得积分∫
+∞

0
e ( λi +μ j) tDij ( t) dt 是收敛的． 所以积

分∫
+∞

0
eAtCeBtdt 也是收敛的，从而

A∫
+∞

0
eAtCeBtdt + ∫

+∞

0
eAtCeBtdt·B = ∫

+∞

0
( AeAtCeBt + eAtCeBtB) dt =

∫
+∞

0
( eAtCeBt ) 'dt = lim

t→+∞
eAtCeBt － C = － C，

所以最简洁表达式( 4) 即为方程( 1) 的惟一解．
类似于定理 1，我们可以得出如下 3 个推论:
推论 1 如果 Re( λ i ) + Re( μ j ) ＞ 0 ( i = 1，2，…，s，j = 1，2，…，t) ，那么( 1) 的简洁解可表示为

X = ∫
+∞

0
e －AtCe －Btdt． ( 5)

推论 2 如果 Im( λ i ) + Im( μ j ) ＞ 0 ( i = 1，2，…，s，j = 1，2，…，t) ，那么( 1) 的简洁解可表示为

X = － i∫
+∞

0
eiAtCeiBtdt． ( 6)

推论 3 如果 Im( λ i ) + Im( μ j ) ＜ 0 ( i = 1，2，…，s，j = 1，2，…，t) ，那么( 1) 的简洁解可表示为

X = i∫
+∞

0
e －iAtCe －iBtdt． ( 7)

2 一些应用
在这一部分我们将主要讨论矩阵方程

AX + YB = E， ( 8)
并且给出该方程的最小二乘解以及极小范数最小二乘解．
定理 2 矩阵方程( 8) 的最小二乘解为

X = A + E + FAU － A + VB，

Y = EAEB
+ + V － EAVBB

+{ ，
( 9)

而( 8) 的极小范数最小二乘解可表示为

X = ∫
+∞

0
e －AHAtAHEe －BHBtdt，

Y = ( AH ) + ∫
+∞

0
e －AHAtAHEe －BHBtdt·BH + EAEB

+{ ，

( 10)

其中矩阵 U∈ Cm×n，V∈ Cn×m
为任意矩阵，并且 FA = I － A + A，EA 见引理 2．

证明 由引理 1，方程( 8) 可化为向量形式

［A I，I BT］
→
→[ ]XY = 珝E． ( 11)
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而根据引理 2，知

［A I，I BT］( 1. 3) =
A + I － ( A + BT ) ( EA  ( B

T ) + )

EA  ( B
T )[ ]+

=
A + I

EA  ( B
T )[ ]+
，

从而，( 11) 一个向量形式的最小二乘特解可表示为
→X0 = ( A + I)→E，
→Y0 = ( EA  ( B

T ) + )
→E{ ．

( 12)

而由

［A I，I BT］( 1. 3)［A I，I BT］ =
A + A I A + BT

0 EA  ( B
T ) + B[ ]T
，

可得，( 11) 的向量形式最小二乘通解为
→X =→X0 + ( FA  I)→U － ( A + BT )

→V，
→Y =→Y0 +→V － ( EA  ( BB

+ ) T )
→V{ ，

( 13)

其中 U∈ Cm×n，V∈ Cn×m
是任意矩阵．

将( 12) 和( 13) 转换为矩阵形式，即得( 9) ．
根据引理 3，有

［A I，I BT］+ =
( I + SSH ) －1 ( A + I)

SH ( I + SSH ) －1 ( A + I) + EA  ( B
T )[ ]+
，

其中 S = ( A + BT ) ( I － EA  BT ( BT ) + ) = A + BT，因而

［A I，I BT］+ =
( I + ( AHA) +珚BH珚B) －1 ( A + I)

( ( AH ) +珚B) ( I + ( AHA) +珚BH珚B) －1 ( A + I) + EA  ( B
T )[ ]+
，

从而( 11) 的极小范数最小二乘解可表示为
→X = ( I + ( AHA) +珚BH珚B) －1 A +→ E， ( 14)
→Y = ( ( AH ) +珚B) 珗X + EAEB

→ + ． ( 15)
易知，与( 14) 等价的矩阵形式为

X + ( AHA) + XBHB = A + E．

设 AHA = ［P1，P2］
Λ －1

1 O[ ]O O

PH
1

PH[ ]
2

，令 P = ［P1，P2］为酉矩阵，且 Λ1 ≡ diag( λ1，…，λk ) ，λ i ＞ 0，从

而我们有

X +［P1，P2］
Λ －1

1 O[ ]O O

PH
1

PH[ ]
2

XBHB = A + E，

以［P1，P2］
H
左乘得

PH
1 X + Λ －1

1 PH
1 XB

HB = PH
1 A

+ E，

PH
2 X = PH

2 A
+ E{ ．

因为 PH
2 P1 = 0 且 R( A + ) = R( AH ) = R( P1 ) ，所以 PH

2 A
+ = 0．

从而，我们得到

Λ1P
H
1 X + PH

1 XB
HB = Λ1P

H
1 A

+ E，

PH
2 X = 0{ ．

再根据推论 1，有

PH
1 X = ∫

+∞

0
e －Λ1tΛ1P

H
1 A

+ Ee －BHBtdt，

PH
2 X = 0

{
．

以 PH
1左乘上面第一个式子，根据文［13］第二章 1. 5 节，( 11) 的极小范数最小二乘解必满足条件
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[ ]xy ∈ R( AH  I
I ( BH )

[ ]T
) →X≡ x = ( AH  I) μ，→Y≡ y = ( I ( BH ) T ) μ，对某个 μ．

X = AHU，Y = UBHR( X)  R( AH ) ≡ R( P1 ) P1P
H
1 X = X．

因而

X = ∫
+∞

0
P1e

－Λ1tΛ1P
H
1 A

+ Ee －BHBtdt =

∫
+∞

0
( P1e

－Λ1tPH
1 ) ( P1Λ1P

H
1 A

+ E) e －BHBtdt =

∫
+∞

0
( e －AHAt － P2P

H
2 ) ( A

HAA + E) e －BHBtdt = ∫
+∞

0
e －AHAtAHEe －BHBtdt．

另一方面，由( 15) ，我们有

Y = ( AH ) + XBH + EAEB
+ = ( AH ) + ∫

+∞

0
e －AHAtAHEe －BHBtd[ ]t BH + EAEB

+ ．

证毕．

3 数值例子
例 1 设

A =

0 － 2 2 － 1
2 4 － 2 1
0 2 － 2 2
0 － 2 2 －











2

，B =
0 1 1
1 － 1 0
－







1 0 1
和 E =

1 1 － 1
2 0 － 2
－ 1 1 1
1 －











1 0

，

易得

A + =

0. 666 7 0. 333 3 0. 083 3 － 0. 083 3
－ 0. 166 7 0. 166 7 － 0. 083 3 0. 083 3
0. 833 3 0. 166 7 0. 166 7 0. 166 7

1 0 0. 5 －











0. 5

．

设 AHA = ［P1，P2］
Λ －1

1 O[ ]O O

PH
1

PH[ ]
2

，这里

［P1，P2］ =

0. 178 9 0. 676 9 － 0. 420 1 0. 577 4
0. 719 9 0. 369 2 0. 108 6 － 0. 577 4
－ 0. 541 0 0. 307 3 － 0. 528 7 － 0. 577 4
0. 396 2 － 0. 557 5 －











0. 729 5 0

，Λ1 =
52. 723 8

4. 904 9






0. 371 2
，

且

BHB = QΛ2Q
H =

－ 0. 805 4 － 0. 134 0 － 0. 577 4
－ 0. 518 7 0. 630 5 0. 577 4
－ 0. 286 7 －







0. 764 5 0. 577 4

1
1







4

－ 0. 805 4 － 0. 134 0 － 0. 577 4
－ 0. 518 7 0. 630 5 0. 577 4
－ 0. 286 7 －







0. 764 5 0. 577 4

H

．

由定理 1，知

X = ∫
+∞

0
P1e

－Λ1tΛ1P
H
1 A

+ EQe －Λ2tQHdt，

从而，可得

X =

0. 608 4 0. 265 1 － 0. 562 4
0. 245 2 － 0. 034 0 － 0. 213 1
0. 362 9 0. 299 1 － 0. 349 1
－











0. 229 9 0. 524 1 0. 013 9

．

又因为

Y = ( AH ) + XBH + EAEB
+，
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可得

Y =

0. 339 4 － 0. 518 6 － 1. 053 7
－ 0. 148 6 0. 171 6 － 0. 585 3
0. 506 5 － 0. 111 1 0. 193 9
－











0. 006 5 0. 611 1 0. 306 1

．

经验证解( X，Y) 就是方程 AX + YB = E的极小范数最小二乘解．
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