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［摘要］ 研究了一类具有分布式偏差变元的非线性中立双曲型偏泛函微分方程的振动性，借助广义 Riccati 变
换和微分不等式技巧，获得了这类方程分别在 Robin、Dirichlet 边值条件下所有解振动的若干新的充分性条件，

所得结果推广了最近文献的相关结果．
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Abstract: The oscillation of a class of nonlinear neutral hyperbolic partial functional differential equations with distribu-
ted deviating arguments is studied． By employing the generalized Riccati transformation，some new sufficient conditions
for oscillation of all solutions of such equations are obtained under Robin and Dirichlet boundary value conditions． The
results generalize some the lastest results．
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近年来，关于双曲型和抛物型偏泛函微分方程的振动理论的研究，已有许多成果［1-6］，但这些结果中

均未涉及具有分布式中立项系数的偏泛函微分方程．本文将讨论一类具有分布式中立项系数的非线性中
立双曲型偏泛函微分方程


t b( t) 

t u( x，t) + ∫
β

α
p( t，η) u［x，μ( t，η) ］dρ( η[ ][ ]) + ∫

b

a
q( x，t，ξ) f( u［x，g( t，ξ) ］) dσ( ξ) =

a( t) h( u) Δu( x，t) +∑
m

j = 1
aj ( t) hj ( u( x，τ j ( t) ) ) Δu( x，τ j ( t) ) ，

( x，t) ∈ Ω × R +≡ G ( E)
分别在边值条件

u
ν

+ r( x，t) u( x，t) = 0，( x，t) ∈ Ω × R +， ( B1 )

u( x，t) = 0，( x，t) ∈ Ω × R +， ( B2 )

下解的振动性质，获得了其所有解振动的充分判据．其中 u是RN中的 Laplacian算子，ΩRN是具有逐片

光滑边界 Ω的有界区域，R + = ［0，∞ ) ，r∈ C( Ω × R +，R + ) ，且 ν 是 Ω的单位外法向量．
由于方程( E) 的积分是 Stieltjes积分，因而方程( E) 包含了下列方程


t b( t) 

t u( x，t) +∑
s

i = 1
pi ( t) u( x，t － μi ( t[ ][ ]) ) +∑

n

k = 1
bk ( x，t) f( u( x，t － σk ( t) ) ) =
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a( t) h( u) Δu( x，t) +∑
m

j = 1
aj ( t) hj ( u( x，t － τ j ( t) ) ) Δu( x，t － τ j ( t) ) ， ( E* )

并且，当 b( t) = 1 时，( E* ) 就是［3］所研究的方程，因而本文的结论推广和包含了［3］的结果．
假设下列条件( H) 成立:
( H1) a( t) ，aj ( t) ∈ C( R +，R + ) ，τ j ( t) ∈ C( R +，R) ，τ j ( t) ≤ t，b( t) ∈ C1 ( R +，R + ) ，f∈ C( R，R) 是

凸函数，f( － u) = － f( u) ，f( u)u ≥ λ ＞ 0( u≠ 0) ，且lim
t→∞

τ j ( t) = ∞，∫
∞

0
b－1 ( t) dt = ∞，j∈ Im = { 1，2，…，

m} ;
( H2) p( t，η) ∈ C( R + ×［α，β］，R + ) ，μ( t，η) ∈ C2 ( R + ×［α，β］，R) ，μ( t，η) ≤ t，lim

t→∞
inf

η∈［α，β］
μ( t，η) =

∞，且存在正常数 p0，使得∫
β

α
p( t，η) dρ( η) ≤ p0 ＜ 1;

( H3) g∈ C( R + ×［a，b］，R) ，g( t，ξ) ≤ t，ξ∈［a，b］，g分别关于 t 和 ξ 非减，g'( t，a) ＞ 0，且
lim
t→+∞

min
ξ∈［a，b］

g( t，ξ) = + ∞，q∈ C( 珔G ×［a，b］，R + ) ，Q( t，ξ) = min
x∈Ω

q( x，t，ξ) ;

( H4) h( u) ，hj ( u) ∈ C( R，R) ，且对 u≠0时，有 uh'( u) ≥0，uh' j ( u) ＞ 0，uh( u) ≥0，uhj ( u) ＞ 0，
j∈ Im．
( H5) ρ( η) ∈C( ［α，β］，R) ，σ( ξ) ∈C( ［a，b］，R) 都是非减函数，方程( E) 中的积分都是 Stieltjes积

分．

1 主要结果

定理 1 若存在函数 φ( t) ∈ C1( ［t0，∞ ) ，R + ) ，使得

∫
∞

t0
φ( t) ∫

b

a
Q( t，ξ) 1 － ∫

β

α
p( g( t，ξ) ，η) dρ( η[ ]) dσ( ξ) －［φ'( t) ］

2b( g( t，a) )
4φ( t) g'( t，a{ }) dt = ∞， ( 1)

则边值问题( E) ，( B1 ) 的所有解在 G上振动．
证明 假设 u( x，t) 是问题( E) 、( B1 ) 的一个非振动解，不失一般性，不妨设 u( x，t) ＞ 0，( x，t) ∈ Ω

×［t0，+ ∞ ) ( t0 ＞ 0) ． 由条件( H2) ，存在 t1 ≥ t0，使得当( x，t) ∈ Ω ×［t1，+ ∞ ) ，η∈［α，β］，ξ∈［a，
b］有 u［x，μ( t，η) ］ ＞ 0，u［x，g( t，ξ) ］ ＞ 0，u( x，τ j ( t) ) ＞ 0，j∈ Im．将方程( E) 两边在 Ω上关于 x 积分，
有

d
dt b( t) ddt ∫Ωu( x，t) dx + ∫

β

α
p( t，η) ∫Ωu［x，μ( t，η) ］d( )x dρ( η[ ]{ }) +

∫Ω∫
b

a
q( x，t，ξ) f( u［x，g( t，ξ) ］) dσ( ξ) dx =

a( t) ∫Ωh( u) Δu( x，t) dx +∑
m

j = 1
aj ( t) ∫Ωhj ( u( x，τ j ( t) ) ) Δu( x，τ j ( t) ) dx，t≥ t1 ． ( 2)

由 Green公式和边值条件( B1 ) 及( H4) 得

∫Ωh( u) Δudx = － ∫Ωh( u) r( x，t) u( x，t) dS － ∫Ωh'( u) | gradu | 2dS≤ 0， ( 3)

其中 dS是 Ω上的面积元素．

∫Ωhj ( u( x，τ j ( t) ) ) Δu( x，τ j ( t) ) dx≤ 0，j∈ Im，t≥ t1， ( 4)

又根据 Jensen不等式，有

∫Ω∫
b

a
q( x，t，ξ) f( u［x，g( t，ξ) ］) dσ( ξ) dx = ∫

b

a∫Ωq( x，t，ξ) f( u［x，g( t，ξ) ］) dσ( ξ) dx≥
∫

b

a
Q( t，ξ) ∫Ωf( u［x，g( t，ξ) ］) d[ ]x dσ( ξ) ≥ ∫

b

a
Q( t，ξ) f ∫Ωu［x，g( t，ξ) ］dx ∫Ωd( )x －[ ]1 ∫Ωd{ }x dσ( ξ) ，( 5)

令 V( t) = ∫Ωu( x，t) dx ∫Ωd( )x －1
，显然，V( t) ≥ 0，t≥ t1，于是由( 2) ～ ( 5) 可得

b( t) V( t) + ∫
β

α
p( t，η) V［μ( t，η) ］dρ( η[ ]){ }' ' + ∫

b

a
Q( t，ξ) f( V［g( t，ξ) ］) dσ( ξ) ≤ 0，t≥ t1 ． ( 6)
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令 Z( t) = V( t) + ∫
β

α
p( t，η) V［μ( t，η) ］dρ( η) ，则由( H2) 可推得

Z( t) ＞ 0，Z( t) ≥ V( t) ，Z'( t) ≥ 0，t≥ t1， ( 7)
进而，由( 6) 和( H1) 得

［b( t) Z'( t) ］' + λ∫
b

a
Q( t，ξ) Z［g( t，ξ) ］－ ∫

β

α
p( g( t，ξ) ，η) V［μ( ［g( t，ξ) ］，η) ］dρ( η[ ]) dσ( ξ) ≤ 0．

( 8)
注意到( 7) 和( H2) ，由( 8) 得

［b( t) Z'( t) ］' + λ∫
b

a
Q( t，ξ) 1 － ∫

β

α
p( g( t，ξ) ，η) dρ( η[ ]) Z［g( t，ξ) ］dσ( ξ) ≤ 0． ( 9)

由( H3) ，有 g( t，ξ) ≥ g( t，a) ，从而有 Z［g( t，ξ) ］≥ Z［g( t，a) ］，t≥ t1，ξ∈［a，b］．于是( 9) 可变为

［b( t) Z'( t) ］' + λZ［g( t，a) ］∫
b

a
Q( t，ξ) 1 － ∫

β

α
p( g( t，ξ) ，η) dρ( η[ ]) dσ( ξ) ≤ 0． ( 10)

令

W( t) = φ( t) b( t) Z'( t)
Z［g( t，a) ］ ，t≥ t1，

显然，W( t) ＞ 0，且注意到［b( t) Z'( t) ］' ≤ 0，结合( 10) 式有

W'( t) = φ'( t) b( t) Z'( t)
Z［g( t，a) ］ + φ( t) ［b( t) Z'( t) ］'

Z［g( t，a) ］ － φ( t) b( t) Z'( t) Z'［g( t，a) ］g'( t，a)
Z2［g( t，a) ］

≤

－ φ( t) ∫
b

a
Q( t，ξ) 1 － ∫

β

α
p( g( t，ξ) ，η) dρ( η[ ]) dσ( ξ) +［φ'( t) ］

2b( g( t，a) )
4φ( t) g'( t，a)

－

b( t) Z'( t) φ( t) g'( t，a槡 )

b( g( t，a槡 ) ) Z( g( t，a) )
－ φ'( t) b( g( t，a槡 ) )

2 φ( t) g'( t，a槡
[ ]

)

2

≤

－ φ( t) ∫
b

a
Q( t，ξ) 1 － ∫

β

α
p( g( t，ξ) ，η) dρ( η[ ]) dσ( ξ) +［φ'( t) ］

2b( g( t，a) )
4φ( t) g'( t，a)

，

对上述的不等式从 t1到 t( ≥ t1 ) 积分得

W( t) ≤ W( t1 ) － ∫
t

t1
－ φ( s) ∫

b

a
Q( s，ξ) 1 － ∫

β

α
p( g( t，ξ) ，η) dρ( η[ ]) dσ( ξ) +［φ'( s) ］

2b( g( s，a) )
4φ( s) g'( s，a{ }) ds，

在上式中，让 t→+ ∞，并结合( 1) 式，可得lim
t→∞

W( t) = － ∞，这与 W( t) ＞ 0，矛盾．定理 1 得证．

在定理 1 中，若 φ( t) 恒为正常数，则有
定理 2 若将条件( 1) 换为

∫
∞

t0
∫

b

a
Q( t，ξ) 1 － ∫

β

α
p( g( t，ξ) ，η) dρ( η[ ]) dσ( ξ) dt = ∞ ( 11)

成立，则定理 1 的结论仍然成立．
引理 1［7］ 设 α0 是如下 Dirichlet特征值问题:

Δ( x) + α( x) = 0，x∈ Ω，
( x) = 0，x∈ Ω{ ，

( 12)

的最小特征值，( x) 是与 α0 对应的特征函数，则 α0 ＞ 0，( x) ＞ 0，x∈ Ω．
定理 3 若定理 1的所有条件都成立，h( u) ，hj ( u) 为常数( 均设为 1，j∈ Im ) ，则边值问题( E) 、( B2 )

的所有解在 G上振动．
证明 假设 u( x，t) 是问题( E) 、( B2 ) 的一个非振动解，不失一般性，设 u( x，t) ＞ 0，( x，t) ∈Ω ×［t0，

+ ∞ ) ( t0 ＞ 0) ． 由条件( H2) ，存在 t1 ≥ t0，使得当( x，t) ∈ Ω ×［t1，+ ∞ ) ，ξ∈［a，b］有 u［x，μ( t，η) ］
＞ 0，u［x，g( t，ξ) ］ ＞ 0，u( x，τ j ( t) ) ＞ 0，j∈ Im．
将方程( E) 两边同时乘以 ( x) 后再关于 x在 Ω上积分，有

d
dt b( t) ddt ∫Ωu( x，t) ( x) dx + ∫

β

α
p( t，η) ∫Ωu［x，μ( t，η) ］( x) d( )x dρ( η[ ]{ }) =
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a( t) ∫Ω( x) Δu( x，t) dx +∑
m

j = 1
aj ( t) ∫Ω( x) Δu( x，τ j ( t) ) dx －

∫Ω ∫
b

a
q( x，t，ξ) f( u［x，g( t，ξ) ］) dσ( ξ[ ]) ( x) dx， ( 13)

由 Green公式，边值条件( B2 ) 和 Jensen不等式有

b( t) U( t) + ∫
β

α
p( t，η) U( μ( t，η) ) dρ( η[ ])[ ]' ' + α0a( t) U( t) +

α0∑
m

j = 1
aj ( t) U( τ j ( t) ) ∫

b

a
Q( t，ξ) f( U［g( t，ξ) ］) dσ( ξ) ≤ 0，t≥ t1， ( 14)

其中 U( t) = ∫Ωu( x，t) ( x) d (x ∫Ω( x) d )x
－1

＞ 0，t≥ t1 ．因此由( H1) 得

b( t) U( t) + ∫
β

α
p( t，η) U( μ( t，η) ) dρ( η[ ])[ ]' ' + λ∫

b

a
Q( t，ξ) U［g( t，ξ) ］dσ( ξ) ≤ 0，t≥ t1 ． ( 15)

令 Y( t) = U( t) + ∫
β

α
p( t，η) U( μ( t，η) ) dρ( η) ，易知当 t≥ t1 时，Y( t) ＞ 0，［b( t) Y'( t) ］'≤ 0，Y'( t)

＞ 0，且由( 15) 式有

［b( t) Y'( t) ］' + λ∫
b

a
Q( t，ξ) U［g( t，ξ) ］dσ( ξ) ≤ 0，t≥ t1 ．

以下的证明类似于定理 1 的后半部分的证明，故省略．证毕．
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