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设 d是拓扑空间 X上的拟度量，即定义在 X × X上的实值函数，且对任意 x，y，z∈ X满足
d( x，y) ≤ K［d( x，z) + d( z，y) ］．

式中，K是与 x，y，z无关的正常数．明显的当 K≤1 时，( X，d) 是度量空间．对任意的 x∈X，r ＞ 0，我们记
以 x为中心，r为半径的球体 B( x，r) = { y∈ X: d( x，y) ＜ r} ． 若正则 Borel测度 μ满足下述双倍条件，即
对任意 a ＞ 0 有，

0 ≤ μ( B( x，ar) ) ≤ Aμ( B( x，r) ) ＜ ∞，
式中，A是与 x、r无关的正常数，则称( X，d，μ) 为齐型空间． 在本文中我们假设对任意 x∈X，有 μ( x) = 0，
μ( X) = ∞，以及 Pan在文［1］中引入的“Condition I”．

Condition I 对球体 B( x，r) ，假设 t≥ 1，则存在常数 a≥ 2，A0 ＞ 1 满足
μ( B( x，ar) ) ≥ A0μ( B( x，r) ) ．

事实上，A与 t有关且 A( t) = A1+ log2t，见文［2］．
设 b∈BMO( X) ，T是具有标准核的Claderón-Zygmund奇异积分算子，由它们生成的交换子［b，T］定

义为:

［b，T］f( x) = b( x) Tf( x) － T( bf) ( x) ．
该类算子首先是 Coifman、Rochberg和 Wiess在［3］中为研究椭圆方程解的正则性问题引入的，并且在欧
氏空间中证明了 ［b，T］在 Lp ( Rn ) ( 1 ＜ p ＜ ∞ ) 空间中的有界性． 他们还借助这一交换子给出了
BMO( Rn ) 空间的新的特征刻画． 受此结果的启发，由函数 b和各种算子生成的交换子的有界性问题得到
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了广泛研究． 1982年Chanillo［4］研究了分数次奇异积分算子交换子的 Lp ( Rn ) ( 1 ＜ p ＜ ∞ ) 有界性; 随后，
Lu和 Yang在文［5］中讨论了［b，T］在 Herz空间中的性质; Perez［6］ 将交换子推广到如下的高阶情形:

Tm
b ( f) = ［b

m，T］( f) = ∫Rn
( b( x) － b( y) ) mK( x，y) f( y) dy，

并得到下述加权估计，

∫Rn
‖Tm

b f( x) ‖
pω( x) dx≤ C‖b‖mp

BMO∫Rn
( Mm+1 f( x) ) pω( x) dx，

其中，0 ＜ p ＜ ∞，ω∈ A∞，M是 Hardy-Littlewood极大算子．
2002 年，Perez和 Trujillo-Gonealee首先引入了多线性交换子，

Tb f( x) = ∫Rn∏
m

j = 1
( bj ( x) － bj ( y) ) K( x，y) f( y) dy，

其中，b = ( b1，…，bm ) ．在文［7］中他们证明了当 bi ∈ BMO( Rn ) 时，Tb 是 Lp ( Rn ) ( 1 ＜ p ＜ ∞ ) 空间上
的有界算子．最近，周伟军、马柏林和徐景实在文［8］中研究了分数次积分算子多线性交换子，

I，b ( f) = ［b，I］( f) = ∫Rn
| x － y | － ( n－)∏

m

j = 1
( bj ( x) － bj ( y) ) f( y) dy，

其中，I是标准的分数次奇异积分算子，

I f( x) = ∫Rn
f( y) / | x － y | n－dy． ( 1)

他们得到当 1 / q = 1 / p － l /n，1 ＜ p ＜ l /n 时，［b，Il］是 Lp ( Rn ) 到 Lq ( Rn ) 的有界算子，并且证明了该算

子在 Herz空间中的有界性．
受上述文献的启发，一个自然的问题是多线性交换子在齐型空间中是否具有类似的有界性．本文致力

于研究分数次多线性交换子在齐型 Herz-Morrey空间中的有界性．需要说明的是，Herz-Morrey比 Lp ( X) 和
Herz空间更广泛．
为书写方便，首先给出本文中出现的一些定义和记号．对 x0 ∈ X，k∈ Z，记 Bk = { x∈ X: d( x0，x) ＜

ak} ，Ak = Bk \Bk－1，χk = χAk表示 Ak 的特征函数． 对局部可积函数 f，fBk 表示它的平均 fBk
= 1 / | Bk |

∫Bk
f( y) dy．

定义 1 设 α∈ X，0 ≤ λ ＜ ∞，0 ＜ p ＜ ∞ 以及 1 ≤ q≤ ∞，齐次 Herz-Morrey空间 MKα，λ
p，q ( X) 定

义为

MKα，λ
p，q ( X) = { f∈ Lq ( X \ { x0 } ) :‖f‖MKα，λp，q

( X) ＜ ∞ } ，
其中

‖f‖MKα，λp，q ( X) = sup
k0∈Z

μ( Bk0 )
－ (λ ∑

k0

k = －∞
μ( Bk0 )

αp‖fχk‖
p
Lq( X )) 1 / p
，

‖f‖Lq( X) (= ∫X‖f( x) ‖qdμ( x )) 1 / p
．

简单计算可知，

MKα，0
p，q ( X) = Kα，p

q ( X) ，MK0，0
p，p ( X) = Lp ( X) ．

定义 2 设 0 ＜  ＜ n，标准核分数次奇异积分算子 I 定义为，

I f( x) = ∫Rn

f( y)
| x － y | n－dy ． ( 2)

定义 3 称局部可积函数 b∈ BMO( X) ，如果存在常数 A满足，对任意的方体 Q X有，

sup
Q

1
μ( Q) ∫Q | b( x) － mQ ( b) | dμ( x) ≤ A ＜ ∞， ( 3)

对 Q1  Q2 有

| mQ1 ( b) － mQ2 ( b) |≤ CnA， ( 4)
我们称最小的常数 A为 b的 BMO( X) 范数，记为‖b‖* ．当 1 ＜ p ＜ ∞ 时有，

sup
Q
( 1
μ( Q) ∫Q | b( x) － mQ ( b) |

pdμ( x) ) 1 / p ≈‖b‖* ， ( 5)
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在以下行文中，对 1 ≤ j≤ m，我们用 Cm
j 表示 { 1，…，m} 的全体有限子集 σ = { σ( 1) ，…，σ( j) } ． 记

σ' 为 σ∈ Cm
j 的补集，σ' = { 1，…，m} \σ． 对任意 σ = { σ( 1) ，…，σ( j) } ∈ Cm

j ，我们有 bσ = ( bσ( 1) ，…，
bσ( j) ) ，并且 bσ = ( bσ( 1)…bσ( j) ) ．在此意义下，记 ‖bσ‖* = ‖bσ( 1)‖* …‖bσ( j)‖* ．

1 主要结论及其证明
本文的主要结论是:

定理 1 设 bi ∈ BMO( Rn ) ，i = 1，…，m，Tl是线性算子并满足如下尺寸条件:

a) 当 supp f Ak，d( x0，x) ≥ kak+1，k∈ Z时，有，

| Tl f( x) |≤ C‖f‖L1( X) /μ( B( x0，d( x0，x) ) )
n－l
n ;

b) 当 supp f Ak，d( x0，x) ≤
1
k ak－2，k∈ Z，有，

| Tl f( x) |≤ C‖f‖L1( X) /μ( Bj )
n－l
n ．

若 Tlb是 Lq1 ( X) 到 Lq2 ( X) 的有界算子，则 Tlb是 MK
·α，λ

p，q1 ( X) 到 MK
·α，λ

p，q2 ( X) 有界的，其中 0≤ λ ＜ ∞，
0 ＜ p ＜ ∞，q1 ＞ 1，1 / q2 = 1 / q1 － l /n 且 － 1 / q2 + λ ＜ α ＜ 1 － 1 / q1 ．
简单计算可知由( 2) 式定义的分数次积分算子满足上述尺寸条件，故作为定理 1 的直接推论，对分数

次积分算子有

定理 2 设 bi ∈ BMO( Rn ) ，i = 1，…，m，Il是分数次积分算子，则存在常数 C使得，
‖Ilb ( f) ‖MK

·α，λp，q2( X)
≤ C‖( b) ‖* ‖f‖MK

·α，λp，q1( X)
，

其中 0 ≤ λ ＜ ∞，0 ＜ p ＜ ∞，q1 ＞ 1，1 / q2 = 1 / q1 － l /n 且 － 1 / q2 + λ ＜ α ＜ 1 － 1 / q1 ．
定理 2 的证明 对任意 f∈ MKα，λ

p，q1 ( X) ，我们有如下分解，

f( x) = ∑
∞

j = －∞
f( x) χ j ( x) = ∑

∞

j = －∞
fj ( x) ，

故有

‖Tlb f‖MKα，λp，q2
( X) = C sup

k0∈Z
μ( Bk0 )

－ {λ ∑
k0

k = －∞
μ( Bk0 )

α (p ∑
∞

j = －∞
‖( Tlb fj ) χk‖Lq2( X )) }p 1 / p

≤

C sup
k0∈Z

μ( Bk0 )
－ {λ ∑

k0

k = －∞
μ( Bk0 )

α (p ∑
k－K0

j = －∞
‖( Tlb fj ) χk‖Lq2( X )) }p 1 / p

+

C sup
k0∈Z

μ( Bk0 )
－ {λ ∑

k0

k = －∞
μ( Bk0 )

α (p ∑
k+K0－1

j = k－K0+1
‖( Tlb fj ) χk‖Lq2( X )) }p 1 / p

+

C sup
k0∈Z

μ( Bk0 )
－ {λ ∑

k0

k = －∞
μ( Bk0 )

α (p ∑
∞

j = k+K0
‖( Tlb fj ) χk‖Lq2( X )) }p 1 / p

= C( E1 + E2 + E3 ) ．

首先，我们估计 E1，令 λ i = ( bi ) Bj
，i = 1，2，…，m． 由 x∈ Ak，j≤ k － K0，我们有

1
μ( B( x0 ) ，d( x0，x) )

≤ C
μ( B( x0，a

k－1 ) )
≤ C

μ( Bk )
．

根据尺寸条件 a) 和 Jhon-Nirenberg定理得，

‖χkTlb ( fj ) ‖Lq2( X) ≤ Cμ( Bk )
－ ( n－l) /n ∫Ak ∫Aj∏

m

i = 1
| bi ( x) － bi ( y) ‖fj ( y) | dμ( y[ ]) q{ 2dμ( x }) 1 / q2

≤

Cμ( Bk )
－ ( n－l) /n∑

m

j = 0
∑
σ∈Cmj
∫Ak | ( b( x) － λ) σ | q2dμ( x[ ]) 1 / q2

[
×

∫Aj | ( b( y) － λ) σ'‖fj ( y) | dμ( y) ］≤ Cμ( Bk )
－ ( n－l) /n∑

m

j = 0
∑
σ∈Cmj
∫Ak | ( b( x) － λ) σ | q2dμ( x[ ]) 1 / q2

×

∫Aj | ( b( y) － λ) σ' | q'1dμ( y[ ]) 1 / q'1 ∫Aj | fj ( y) |
q1dμ( y[ ]) 1 / q1

≤

C( k － j) mμ( Bk )
－ ( n－l /n) μ( bk )

1 / q2μ( Bj )
1 / q'1‖b‖* ‖fj‖Lq1 ( X) ≤

C( k － j) m［μ( Bk ) /μ( Bj) ］
1 / q1－1‖fj‖Lq1( X) ≤ C( k － j) ma ( j －k) ( 1－1 / q1)‖fj‖Lq1( X) ．

由 α ＜ 1 － 1 / q1得，
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E1 ≤ C sup
k0∈Z

μ( Bk0 )
－ {λ ∑

k0

k = －
(

∞
∑
k－K0

j = －∞
( k － j) ma ( j －k) ( 1－1 / q1) μ( Bk )

α‖fj‖Lq1( X )) }p 1 / p

≤

C sup
k0∈Z

μ( Bk0 )
－λ ∑

k0

k = －
(

∞
∑
k－K0

j = －∞
( k － j) ma ( j －k) ( 1－1 / q1－α) μ( Bj )

α‖fj‖Lq1( X )){ }p 1 / p
≤

C sup
k0∈Z

μ( Bk0 )
－

{
λ

∑
k0

k = －∞
∑
k－K0

j = －∞
μ( Bj )

αp ( k － j) mpa ( j －k) ( 1－1 / q1－α) p‖fj‖
p
Lq1( X[ ] }) ，( 0 ＜ p≤ 1

{

)

∑
k0

k = －∞
∑
k－K0

j = －∞
μ( Bj )

αpa ( j －k) ( 1－1 / q1－α) p /2‖fj‖
p
Lq1( X[ ]) ×

[∑
k－K0

j = －∞
( k － j) mp' a ( j －k) ( 1－1 / q1－α) p' / ]2 }p /p'

1 / p
，( p ＞ 1













)

≤

C sup
k0∈Z

μ( Bk0 )
－

{
λ
∑
k0－K0

j = －∞
μ( Bj )

αp‖fj‖
p
Lq1( X) ∑

k0

k = j+K0

( k － j) mpa ( j －k) ( 1－1 / q1－α) }p
1 / p
，( 0 ＜ p≤ 1

{

)

∑
k0－K0

j = －∞
μ( Bj )

αp‖fj‖
p
Lq1( X) ∑

k0

k = j+K0

( k － j) mpa ( j －k) ( 1－1 / q1－α) p / }2
1 / p
，( p ＞ 1{
)

≤ C‖f‖MKα，λp，q1( X)
．

由 Tlb是 Lq1 ( X) 到 Lq2 ( X) 有界的，故有，

E2 = C sup
k0∈Z

μ( Bk0 )
－ {λ ∑

k0

k = －∞
μ( BK )

α (p ∑
k+K0－1

j = k－K0+1
‖fj‖

p
Lq1( X ) }) 1 / p

= C‖f‖MK
·α，λp，q1

．

下证 E3，根据条件尺寸 b) ，Hlder不等式以及 j≥ k + K0得，

‖χkTlb ( fj ) ‖Lq2( X) ≤ Cμ( Bk )
－ ( n－l) {/n ∫A [

k
∫Aj∏

m

i = 1
| bi ( x) － bi ( y) ‖fj ( y) | dμ( y ]) q2

dμ( x }) 1 / q2
≤

Cμ( Bk )
－ ( n－l) /n∑

m

j = 0
∑
σ∈C

[
mj
∫Ak | ( b( x) － λ) σ | q2dμ( x ]) 1 / q2

[
×

∫Aj | ( b( y) － λ) σ' | q'1dμ( y ]) 1 / q' [1 ∫Aj | fj ( y) |
q1dμ( y ]) 1 / q1

≤

C( j － k) m［μ( Bk ) /μ( Bj) ］
1 / q2‖fj‖Lq1( X) ≤ C( j － k) ma ( k－j) / q2‖fj‖Lq1( X) ．

故

E3 ≤ C sup
k0∈Z

μ( Bk0 )
－ {λ ∑

k0

k = －∞
μ( Bk )

α (p ∑
∞

j = k+K0

( j － k) ma ( k－j) / q2‖fj‖Lq1( X )) }p 1 / p

≤

C sup
k0∈Z

μ( Bk0 )
－ {λ ∑

k0

k = －
(

∞
∑
∞

j = k+K0
μ( Bj )

α ( j － k) ma ( k－j) ( α+1 / q2)‖fj‖Lq1( X )) }p 1 / p
．

下面我们分两种情况来给予证明．

情况Ⅰ 当 0 ＜ p ＜ 1．由著名不等式 (∑ ‖ai‖)
p ≤∑‖ai‖

p 有，

E3 ≤ C sup
k0∈Z

μ( Bk0 )
－ {λ ∑

k0

k = －
(

∞
∑
k0

j = k+K0
μ( Bj )

αp ( j － k) mpa ( k－j) ( α+1 / q2)‖fj‖
p
Lq1( X ) }) 1 / p

+

C sup
k0∈Z

μ( Bk0 )
－ {λ ∑

k0

k = －
(

∞
∑
∞

j = k0+1
μ( Bj )

αp ( j － k) mpa ( k－j) ( α+1 / q2)‖fj‖
p
Lq1( X ) }) 1 / p

= C( K1 + K2 ) ．

对 K1，简单计算得，

K1 ≤ C sup
k0∈Z

μ( Bk0 )
－ {λ ∑

k0

j = －∞
μ( Bj )

αp‖fj‖
p
Lq1( X) × ∑

j －K0

k = －∞
( j － k) mpa ( pk－j) ( α+1 / q2 }) 1 / p

≤ C‖f‖MKα，λp，q1
( X) ．

对 K2，根据‖fj‖Lq1( X) p ≤ μ( Bj )
－αp∑

j

l = －∞
μ( Bl )

αp‖fj‖Lq1( X) p，得

K2 ≤ C sup
k0∈Z

μ( Bk0 )
－ {λ ∑

k0

k = －∞
∑
∞

j = k0+1
μ( Bj )

λp ( j － k) mpa ( k－j) ( α+1 / q2) p ×

μ( BJ )
－λp∑

j

l = －∞
μ( Bl )

αp‖fl‖
p
Lq1( X }) 1 / p

≤
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C sup
k0∈Z

μ( Bk0 )
－ {λ ∑

k0

k = －∞
μ( Bk )

λp∑
∞

j = k+1
( j － k) mpa ( k－j) ( α+1 / q2－λ) p‖f‖p

MKα，λp，q1
( X }) 1 / p

≤ C‖f‖MKα，λp，q1
( X) ．

情况Ⅱ 1 ＜ p ＜ ∞，运用 Minkowski不等式得，

E3 ≤ C sup
k0∈Z

μ( Bk0 )
－ {λ ∑

k0

k = －
(

∞
∑
k0

j = k+K0
μ( Bj )

α‖fj‖Lq1( X) ( j － k) ma ( k－j) ( α+1 / q2) ) }p
1 / p

+

C sup
k0∈Z

μ( Bk0 )
－ {λ ∑

k0

k = －
(

∞
∑
∞

j = k0+1
μ( Bj )

α‖fj‖Lq1( X) ( j － k) ma ( k－j) ( α+1 / q2) ) }p
1 / p

≤ ( D1 + D2 ) ，

由 Hlder不等式，我们有，

D1 ≤ C sup
k0∈Z

μ( Bk0 )
－ {λ ∑

k0

k = －
(

∞
∑
k0

j = k+K0
μ( Bj )

αp‖fj‖
p
Lq1( X) a

( k－j) ( α+1 / q2) p / )2

(

×

∑
k0

j = k+K0

( j － k) mp' a ( k－j) ( α+1 / q2) p' / )2 }p /p' 1 / p

≤ C‖f‖MKα，λp，q1
( X) ．

根据 Hlder不等式，α ＞ λ － 1 / q2，以及:

‖fj‖Lq1( X) p ≤ μ( Bj )
－αp∑

j

l = －∞
μ( Bl )

αp‖fj‖Lq1( X) p，

我们对 D2 有如下估计:

D2 ≤ C sup
k0∈Z

μ( Bk0 )
－ {λ ∑

k0

k = －
(

∞
∑
∞

j = k0+1
μ( Bj )

αp‖fj‖
p
Lq1( X) a

( k－j) ( α+1 / q2) p / )2

(
×

∑
∞

j = k0+1
( j － k) mp' a ( k－j) ( α+1 / q2) p' / )2 }p /p' 1 / p

≤

C sup
k0∈Z

μ( Bk0 )
－ {λ ∑

k0

k = －
(

∞
∑
∞

j = k0+1
μ( Bj )

λp‖fj‖
p
Lq1( X) a

( k－j) ( α+1 / q2－λ) p / )2

(
×

∑
∞

j = k0+
(

1
μ( Bj )

－ (λ ∑
j

l =∞
μ( Bl )

αp‖fj‖
p
Lq1( X )) 1 ) ) }/ p p 1 / p

≤ C‖f‖MKα，λp，q1
( X) ．

由上述两种情况得，

E3 ≤ C( D1 + D2 ) ≤ C‖f‖MKα，λp，q1
( X) ．

综合 E1，E2，E3的估计，我们得到，

‖Tlb f‖MKα，λp，q2
( X) ≤ C‖f‖MKα，λp，q1

( X) ，

因而完成了定理 2 的证明．
类似的方法可以得到交换子在齐次 Herz-Morrey空间中的有界性，在此略去．
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