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［摘要］ 针对具有二阶积分器动态的多个体网络系统，研究了控制输入幅值受限情况下的无碰撞速度一致性

问题． 利用所给出的一个新的能量函数，提出了一个非线性控制协议，在一定条件下，实现了如下几点: 1． 每
个个体的速度渐近地趋于一致; 2． 个体之间没有碰撞发生; 3． 控制输入的幅值不超过期望的界限． 将已有的
关于无碰撞速度一致性问题的研究成果推广到了控制输入幅值受限的情形．
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lem with collision avoidance and amplitude constraint of control is investigated． Using a new energy function，a nonlinear
control protocol is proposed． Under some conditions，the following three points are achieved: ( i) all the agents’veloci-
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近些年来，关于多个体系统运动的一致性问题引起了相关研究人员的极大关注． 比如多个运动的智
能机器人［1］、无人驾驶的飞机［2］，每个个体自身都有相同的或相似的动态方程，且不同个体之间可能有
信息传递发生． 它们各自要完成的任务，就是借助从其他个体那里得到信息，通过控制协议使自身的状
态渐近地与其他个体的状态趋于一致． 人们所要做的就是利用个体自身的动态方程和个体间信息传递的
网络拓扑结构，设计控制输入协议，最终实现群体的一致性． 因其广泛的实际应用背景，引起了控制理
论界的广泛兴趣，并取得了丰硕的研究成果．
关于具有一阶动态的多个体系统的一致性问题，比较早的文献可见［3-5］，文献［3］基于有向图对一

致性问题建立了一个理论框架，并考虑了切换拓扑及信息传输时滞问题． 针对固定拓扑情形，提出了一
个线性控制协议，给出闭环系统实现一致性的一个充分条件，即有向图的强连通性． 文献［4］则进一步
给出了一致性的充要条件，即在有向图中存在有向生成树． 文献［5］也给出了等价的结果．
根据牛顿第二定律建立的数学模型往往是二阶动态方程，因此对二阶动态多个体系统的研究更具有

实际意义． 文献［6，7］较早地关注了这类问题，其中文献［6］提出了一种线性一致性协议，文献［7］提出
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了带有调节参数的控制协议，指出了闭环系统的一致性不仅与信息传输网络的拓扑结构有关，并且与参

数的选择有关，得到实现一致性的一个充分条件． 文献［8］则把一致性算法应用到了小车的编队控制中．
［9］给出了更一般形式的控制协议，得到了一致性的充要条件，通过选择不同的参数，可得到不同形式
的一致性状态． 文献［10］在［9］的基础上又提出了加权平均一致性协议，并推广了［9］中的相关结果．
此外，针对不同的二阶多个体系统模型，出现了许多优秀的研究成果，比如文献［11］考虑了随机切

换拓扑情形，给出了新的一致性条件． 在文献［12］中，假定位置信息和速度信息的传递网络拓扑可以是
不同的，并给出有界的控制协议，使个体最终位置向量和速度分量各自趋于一致．
近年来，群集运动的无碰撞一致性问题受到了研究人员的重视． 具有相同动态方程的智能群体，通

过所设计的控制协议使得智能群体的运动状态渐近地实现一致性，并且在运动的过程中个体之间没有碰

撞发生． Tanner等在［13，14］中利用势场法和力学分析技巧，考虑了基于无向信息传输网络的智能群体
群集运动控制问题，既涉及到固定拓扑情形，也包括切换拓扑情形． 文献［15］基于结构能量函数和一致
性协议提出了无向切换网络的群集运动控制算法，并讨论了避障和跟踪问题． 文献［16］则利用一个新的
能量函数，设计了一个新的群集运动无碰撞控制协议． 需要提出的是，对无碰撞的一致性问题，一般考
虑的是无向网络，所设计的控制协议也是非线性的． 无碰撞的要求在编队控制中同样存在．
在实际应用中，控制输入往往受到幅值或能量方面的限制． 研究输入受限下的控制问题也更具有实

际意义，这也是多年来控制理论领域的一个研究热点． 文献［17］对二阶动态多个体系统提出了一个有界
控制输入协议，并对输入上界进行了估计，但文中没有涉及无碰撞的要求． 能否借鉴［17］中设计有界控
制协议的思想在群集控制中设计输入受限的无碰撞一致性协议呢? 本文正是围绕这一问题展开研究． 关
于这方面的研究成果还未见报道．
本文对二阶多个体系统，给出了一种控制受限的控制输入协议． 根据控制输入的界值，可以设定控

制器中的参数，确定系统初值的范围，保证了控制受限下闭环系统实现速度一致性． 文中个体系统的不
同状态分量信息传递的网络拓扑结构可以是不同的．

1 控制受限下无碰撞的速度一致性设计
考虑由 n个个体构成的多个体系统，每个个体的动态方程为如下二阶积分器

ri = vi，

vi = ui
{ ，

( 1)

其中 ri，vi，ui∈Rm，i∈ I，m≥1． ri为个体 i的位置向量，vi为个体 i的速度向量，ui为控制输入项．个体间
位置向量的信息传递网络为无向图 G( A) ，速度向量的信息传递网络为无向图 G( B) ，两者之间的拓扑结
构不一定相同，即 A≠ B．因为 G( A) ，G( B) 都是无向网络拓扑，所以 A = ［aij］，B = ［bij］均是对角线上

各元素为 0，其余元素不全为 0的对称矩阵．设计控制输入 ui时，只能利用个体 i的自身信息及在信息传递
网络中所能直接接收的信息．
定义 1［16］ 本文所谓的控制受限的无碰撞速度一致性问题即为设计 ui，使得整个闭环的网络系统满

足

( i) 速度渐近实现一致，即 | vi ( t) － v j ( t) |→ 0，t→ ∞，i，j∈ I;
( ii) 个体之间无碰撞发生，即 | ri ( t) － rj ( t) |≠ 0，t∈［0，+ ∞ ) ，i≠ j;
( iii) 控制受限，即 | ui ( t) |≤ M，t∈［0，+ ∞ ) ，其中 M 是控制项的幅值上界．
为了设计控制协议，首先引入一个引理:

引理 函数 ( x) =
( x － d1 )

2

( x + a) 2
( 0 ＜ a ＜ d1 ) ( 其中 a，d1都是常数) 及其导数在 x≥ 0 时有如下性

质:

( I) ( x) 当 x = 0 时有最大值
d2
1

a2 ＞ 1，x = d1时有最小值 0，且 x ＞ d1时，( x) ＜ 1．

( II) ( x) 关于 x 的导数为
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( x) =
2( x － d1 ) ( a + d1 )

( x + a) 3
， ( 2)

当 x ＞ d1 时，ψ( x) ＞ 0; 当 x =
a + 3d1

2 时，ψ( x) 有最大值

8
27( a + d1 )

; x = 0 时，ψ( x) 有最小值
－ 2d1 ( a + d1 )

a3 ．

( III) | ψ( x) |≤
2d1 ( a + d1 )

a3 ．

图 1 为函数 ( x) =
( x － d1 )

2

( x + a) 2
及其导数当 a = 1，d1 = 2，

x∈［0，20］时的图像．

证明 ( I) 因为 ( x) =
( x － d1 )

2

( x + a) 2
≥0，不难看出，当且仅

当 x = d1时，( x) = 0，此时 ( x) 值最小． 又因为 0 ＜ a ＜ d1，

所以当 x ＞ d1时，0 ＜ x － d1 ＜ x + a，则 ( x) =
( x － d1 )

2

( x + a) 2
＜ 1． 而在［0，d1］区间内 ( x) 为减函数，

因此当 x = 0 时 ( x) 有最大值
b21
a2 ．

( II) ( x) 的导数为

ψ( x) = d( x)
dx =

2( x － d1 ) ( a + d1 )

( x + a) 3
，

再对其求导，

dψ( x)
dx =

2( a + d1 ) ( a + 3d1 － 2x)
( x + a) 4

，

易知 ψ( x) 在 0，
a + 3d1[ ]2

上为增函数，在
a + 3d1

2 ，[ )∞ 上为减函数． 因此当 x =
a + 3d1

2 时，ψ( x) 有最大

值，为
8

27( a + d1 )
．当 x = 0 时，ψ( x) 有最小值为 －

2d1 ( a + d1 )

a3 ．

( III) 比较 －
2d1 ( a + d1 )

a3
( 即

2d1 ( a + d1 )

a3 ) 与
8

27( a + d1 )
的大小，因为 0 ＜ a ＜ d1，则

8
27( a + d1 )

＜ 8
27a．又因为

2d1 ( a + d1 )

a3 ＞ 2a·a
a3 = 2

a，
2
a ＞ 8

27a，

所以

2d1 ( a + d1 )

a3 ＞ 8
27( a + d1 )

．

本文中假设位置信息传递和速度信息传递的网络 G( A) 和 G( B) 的拓扑结构都是固定的，我们提出
如下控制协议

ui = － K1 ∑
j∈Ni( A)

aijψ( | ri － rj | )
ri － rj

| ri － rj |
－ K2 ∑

j∈Ni( B)
bij tanh( vi － v j ) ， ( 3)

其中 K1，K2 ＞ 0，tanh(·) 为双曲正切函数，－ 1≤ tanh(·) ≤1．向量的双曲正切函数等于每个对应分量的
双曲正切函数组成的向量，即若 x = ( x1，x2，…，xn )

T，则 tanh( x) = ( tanhx1，tanhx2，…，tanhxn )
T ．从控制协

议的形式看，ui 只用到了个体自身的信息及网络中所能接收的信息．下面给出本文的主要结果．
定理 考虑由 n个个体组成的多个体系统，每个个体的动态方程由( 1) 式表示．设位置信息传递网络

G( A) 为一个完全图，速度信息传递的网络 G( B) 为一个连通图． 假设每个个体的初始位置满足 0 ＜ d1
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≤| ri ( 0) － rj ( 0) |，i，j ∈ I，初始速度满足 | vi ( 0) |≤ d2，令 l =
2aA

a槡m
，a =

d1 a槡 m

2a槡 A

，取 K1 =

d1M
4maMl

2 ( 1 + l)
，K2 ≤

M
2mbM

． 若 d2
2 ≤ K1

aA

mn，则在控制协议 ( 3) 下，定义 1 所描绘的控制受限的无碰撞

速度一致性问题可解． 其中，am = min
i，j∈I
{ aij} ＞ 0，aM = max

i∈I
{∑

n

j = 1
aij} ，bM = max

i∈I
{∑

n

j = 1
bij} ，aA = ∑

n

i = 1
∑

n

j = 1
aij ．

证明 由于当 j Ni ( A) 时，aij = 0，当 j Ni ( B) 时，bij = 0，故

ui = － K1∑
n

j = 1
aijψ( | ri － rj | )

ri － rj
| ri － rj |

－ K2∑
n

j = 1
bij tanh( vi － v j ) ．

由引理可知

| ui |≤ mK1∑
n

j = 1
aij

2d1 ( a + d1 )

a3 + mK2∑
n

j = 1
bij ≤ maM

2d1 ( a + d1 )

a3 K1 + mbMK2 ．

因为 l =
2aA

a槡m
，a =

d1

l ，K1 =
d1M

4maMl
2 ( 1 + l)
，K2 ≤

M
2mbM
，所以

| ui |≤ aM
2l2 ( 1 + l)

d1

M
4aM

d1

l2 ( 1 + l)
+ bM

M
2bM

= M
2 + M

2 = M．

再设计 Lyapunov函数

V = 1
2 K1∑

n

i = 1
∑

n

j = 1
aij( | ri － rj | ) +

1
2∑

n

i = 1
vTi vi ． ( 4)

易知 V≥ 0，对上函数求导，有

V = 1
2∑

n

i = 1
K1∑

n

j = 1
aijψ( | ri － rj | ) ( vi － v j )

T ri － rj
| ri － rj |

+∑
n

i = 1
vTi ui =

∑
n

i = 1
vTi ( K1∑

n

j = 1
aijψ( | ri － rj | )

ri － rj
| ri － rj |

+ ui ) =

－∑
n

i = 1
vTi K2∑

n

j = 1
bij tanh( vi － v j ) = － 1

2 K2∑
n

i = 1
∑

n

j = 1
bij ( vi － v j )

Ttanh( vi － v j ) ≤ 0．

根据 Lasalle不变集原理，闭环系统的状态将收敛到
S = { ( rT1，v

T
1，r

T
2，v

T
2，…，r

T
n，v

T
n )

T | V = 0} ．

若 V = 0，可得当 bij≠ 0 时，( vi － v j )
Ttanh( vi － v j ) = 0，即 vi = v j ． 又因 G( B) 为连通图，所以若 V =

0，有 vi = v j， i≠ j． 综之，对 i，j∈ I 有 | vi ( t) － v j ( t) |→ 0( t→ ∞ ) ，即速度向量渐近趋于一致．
要证明个体之间没有碰撞发生，只需证对t≥0，i，j∈ I，| ri ( t) － rj ( t) | 不能为 0． 下面用反证法

证明这一结果．
假设在某时刻 t1，有某两个个体 i1、i2有碰撞发生，即有 | ri1 ( t1 ) － ri2 ( t1 ) | = 0，则有

V( t1 ) =
1
2 K1∑

n

i = 1
∑

n

j = 1
aij( | ri1 ( t1 ) － ri2 ( t2 ) | ) +

1
2∑

n

i = 1
vi ( t1 )

Tvi ( t1 ) ≥

1
2 ai1i2K1( | ri1 ( t1 ) － ri2 ( t2 ) | ) ．

由引理可知

V( t1 ) ≥
1
2 amK1

d2
1

a2 = 1
2 amK1 l

2 ．

将 l =
2aA

a槡m
代入上式得

V( t1 ) ≥ aAK1 ． ( 5)

又因为 V( 0) = 1
2 K1∑

n

i = 1
∑

n

j = 1
aij( | ri ( 0) － rj ( 0) | ) +

1
2∑

n

i = 1
vi ( 0)

Tvi ( 0) ，d1 ≤| ri ( 0) － rj ( 0) |，则由引理
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可知

V( 0) ＜ 1
2 K1aA + 1

2∑
n

i = 1
vi ( 0)

Tvi ( 0) ≤
1
2 K1aA + 1

2 nmd2
2 ． ( 6)

将 d2
2 ≤

aA·K1

mn 代入上式得

V( 0) ＜
aAK1

2 +
aAK1

2 = aAK1 ． ( 7)

则由( 5) 和( 7) 式可知
V( t1 ) ＞ V( 0) ，

这与 V是非增的单调函数矛盾． 因此对于任意时刻 t和任两个结点 i，j∈ I，都不存在| ri ( t) － rj ( t) | = 0
的情形，所以个体之间是无碰撞的． 定理得证．

2 示例仿真
考虑 4 个个体的拓扑结构，每个个体有如 ( 1) 式的二

阶动态系统，若位置信息传递网络拓扑结构和速度信息传

递网络拓扑结构如图 2 所示，它们的赋权邻接矩阵分别为

A =

0 0. 9 1 0. 9
0. 9 0 0. 9 1
1 0. 9 0 0. 9











0. 9 1 0. 9 0

，B =

0 2 1 1
2 0 3 0
1 3 0 0











1 0 0 0

，

则有 n = 4，am = 0. 9，aM = 2. 8，aA = 11. 2，bM = 5．若令 m = 2，即位置分量、速度分量和控制输入均为二
维的; 再令 | ui | ＜ 50，即 M = 50，r( 0) = ( rT1 ( 0) ，r

T
2 ( 0) ，r

T
3 ( 0) ，r

T
4 ( 0) )

T = ( 0，0; 3，3; 1，1; 2，2) T，则有 1
≤| ri ( 0) － rj ( 0) |，即有 d1 = 1，由定理得 l = 5即 a = 0. 2，K1 = 0. 015，K2 ≤ 5，d2 ≤ 0. 145．取 K2 = 5，
则

ui = － 0. 015∑
n

j = 1
aij

2( | ri － rj | － 1) ( 0． 2 + 1)
| ri － rj | + 0． 2) 3

ri － rj
| ri － rj |

－ 5∑
n

j = 1
bij tanh( vi － v j ) ．

令初始速度为

v( 0) = ( vT1 ( 0) ，v
T
2 ( 0) ，v

T
3 ( 0) ，v

T
4 ( 0) )

T = ( 0. 1，0. 13; 0. 12，0. 1; － 0. 05，0. 12; 0. 1，－ 0. 08) T，
仿真时间为 5，图3为 ui的仿真结果．可以看出 ui取值严格限制在( － 50，50) 之间，即满足条件 | ui | ＜ 50．
随着各个个体速度分量趋于一致后，ui 的值趋向于 0．图 4 和图 5 为个体各状态分量随时间变化的仿真结
果．由图可以看出 4 个个体的速度最终趋于一致，且个体间保持一定的距离，无碰撞发生．
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3 结语
本文研究具有二阶动态系统的多个体系统，设计有期望幅值界限的控制协议，使得最终所有个体渐

近地取得相同的速度向量，且个体两两之间没有碰撞发生． 有向网络拓扑结构下的多个体系统控制受限
下的协议设计还有待进一步研究．
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