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［摘要］ 研究一个周期受击简谐振子系统的经典与量子动力学． 研究发现，随着打击强度 κ 的增加，经典相空

间发生分形时，一步时间演化算符的本征值分布也从单位圆的圆周上朝着圆心扩散． 而当本征值归一化后，归一

化后的本征值分布又回到单位圆周上．
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Abstract: This paper studies the classical and quantum dynamics of a periodically kicked Harmonic oscillator system． It

is found that as we increase the kicking strength κ，and fractal takes place in classical phase space，the eigenvalue distri-

bution of the one step time evolution operator will diffuse toward the center of the unit circle，from on the unit circle．

When the eigenvalues are normalized，the normalized eigenvalue distribution will back to on the unit circle．
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对量子混沌的研究通常从两方面进行: 稳定态过程中的混沌和时间过程中的混沌． 在稳定态过程的研

究中，发现了某些量子态局域在短周期轨道上，称为 Scar 态［1，2］． 在能级的统计［3］中，发现了能级按最近邻

间距分布为 Wigner 分布，而可积系统中的分布为 Poisson 分布． 在时间过程混沌的研究中，人们较多研究

的是周期受击系统，主要原因是实验上容易实现，理论与实验结果容易比较． Casati 最早研究了周期受击

转子系统［4］，其经典类比是标准映射系统，这是一个 KAM 系统［5-7］，相空间中可积的规则运动与不可积的

混沌运动共存． 他的主要发现是经典混沌扩散的量子抑制，即经典能量涨落随时间线性增长，而量子能量

涨落从某时刻以后完全消失． 另一个研究较多的系统是周期受击的 Harper 模型［8］，这是一个准周期多分

形系统，在该系统中发现了金属 － 绝缘体转变． 近年来，人们对周期受击的方势阱［9］系统及周期受击的谐

振子［10］系统也展开了研究，这是 2 个非 KAM 系统，分别因为势不连续或未扰哈密顿量正比于作用量( 退

化系统) 而使得 KAM 定理的条件不能被满足． 在经典相空间中，一定条件下，存在随机网． 因不存在 KAM
不变环，混沌轨道沿网格随时间迅速演化．

最近，我们在对周期受击谐振子系统的研究中发现，打击强度( 或耦合参数) κ 对时间演化算符 Û 的本

征值的分布有重要影响． 当 κ很小时，时间演化算符的本征值基本上分布在半径为1 的圆周上． 但随着 κ的

增大，本征值分布向着圆心扩散，分布区域也从圆周变到圆环，进而扩散到圆心． 当考虑到准能量的虚部修

正后，上面的那个分布又回到单位圆周上． 这是一个还未看到过报道的新现象． 本文将报道我们的计算及

结果．
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1 系统的经典动力学

一个周期受击谐振子系统的哈密顿量可被写为

H = p2
2μ

+ 1
2 μω

2
c x

2 + κcosx∑
∞

n = －∞
δ( t － nT) = H0 + κcosx∑

∞

n = －∞
δ( t － nT) ( 1)

图 1 ( a － e) 不同打击强度 κ 下相空间的随机网结构． q = 1 ∶ 4; x0 = 0，p0 = 3. 145，叠代次数 n = 30 000;

( f) κ = 0. 7，q = (槡5 － 1)
2 ，5 条不同的轨迹

Fig． 1 ( a － e) Stochastic web structure at different kicking strength κ． q = 1 ∶ 4; x0 = 0，p0 = 3. 145，iteration number

n = 30 000; ( f) κ = 0. 7，q = (槡5 － 1)
2 ，5 different trajectories

它的正则运动方程为

x = H
p

= p
μ

，p = － H
x

= － μω2
c x + κsinx∑

∞

n = －∞
δ( t － nT) ， ( 2)

对运动方程在一个周期［nT － 0，( n + 1) T － 0］内积分我们得到如下的映射方程

xn+1 = xn + κ
μ
sinx( )n cosωcT － ωcxnsinωcT ， ( 3)

xn+1 = xn + κ
μ
sinx( )n

sinωcT
ωc

+ xncosωcT ． ( 4)

这里 κ 是打击强度． 令 ω 为打击频率，T 为周期，则当 ωcT = 2π
ωc

ω ≡
2πq，q 为简单有理数时，为谐振

打击，此时该系统称为谐振系统． 在这篇文章中，我们采用自然单位，即取 μ = 1，ωc = 1， = 1．

简谐振子系统是经典简并系统
2H0

I2
= 0，KAM定理的条件不被满足，相空间不存在KAM不变环． 特别

是当打击频率与谐振子固有频率之比为有理数，即谐振时，相空间将存在周期网． 当打击强度 κ 增大时，网

格处及附近将出现混沌成为随机网，并发生变形． 网的出现是谐振打击的结果． 由于相空间中不存在 KAM
不变环，处在网格随机区域的一条轨迹将随时间很容易地扩散到远处．

图 1( a － e) 显示不同打击强度下一个 1 ∶ 4 谐振系统的相空间随机网结构． 可以看出当 κ = 0. 7 时随

机网的网格已发生了变形，且随着 κ 的增大，网格内部规则运动将逐渐被混沌运动所取代． 整体结构仍然
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显示出 1 ∶ 4 谐振系统的特点，直到 κ 比较大，如当 κ≥ 1. 6 时，相空间出现了分形． 这种分形随 κ 的增大将

继续下去，小 κ 时的 1 ∶ 4 周期网已不复存在． 另外注意到每个图显示的是一个轨迹，且在相空间的初始位

置相同，即为: x0 = 0，p0 = 3. 145． 作为对比，在图 1( f) 显示了一个非谐振系统的相空间运动，其频率比为

q = (槡5 － 1)
2 ，一个绝对的无理数． 这里，κ = 0. 7，有 5 条轨迹． 很显然，已不存在随机网( 个别网环除外) ，

除中心区域外也没有不变环． 相空间中的经典运动被限制在环状区域内． 当 κ 比较大时，混沌区域将扩展，

最后充满整个相空间．

2 系统的量子动力学

系统的量子动力学反映系统波函数随时间的演化，描述波函数随时间一步演化的 Floquet 算符可被表

示为

Û( x，T) = e － i
 ∫T0 Ĥdt = e － i

 ĤoTe － i
 κcosx， ( 5)

其中 H^ o = p̂2
2μ

+ 1
2 μω

2
c x

2 为一维简谐振子哈密顿量． 一个初态为 ψ0 的态在 Floquet 算符 Û( x，NT) 的作用

下演化到 ψNT，即

ψNT = Û( x，NT) ψ0， ( 6)

Û( x，T) 的本征方程为

Ûψf = λ fψf， ( 7)

其中，λ f 为 Û( x，T) 的本征值，可在谐振子本征态 | n〉为基矢下求解． Û( x，T) 的矩阵元为

1) 对角元

Re( 〈n | Û | n〉) = cos E0
n T( )

J0 － κ( ) + 2∑
∞

j = 1
( － 1) j J2j － κ( ) e － j2

α2·Ln
2j2

α( )[ ]2 +

2sin E0
n T( ) ∑

∞

j = 0
( － 1) j J2j +1 － κ( ) e － ( 2j +1) 2

4α2 Ln
( 2j + 1) 2

2α( )2 ， ( 8)

Im( 〈n | Û | n〉) = 2cos E0
n T( ) ∑

∞

j = 0
( － 1) j J2j +1 － κ( ) e － ( 2j +1) 2

4α2 Ln
( 2j + 1) 2

2α( )2 －

sin E0
n T( )

J0 － κ( ) + 2∑
∞

j = 1
( － 1) j J2j － κ( ) e － j2

α2Ln
2j2

α( )[ ]2 ． ( 9)

2) 非对角元

〈n | Û | n + 2l + 1〉=〈n + 2l + 1 | Û | n〉= 0 ( 10)

Re〈n | Û | n + 2l〉= ( － 1) l

2 l －1
n!

( n + 2l槡 ) !
cos E0

n T( ){  ∑
∞

j = 1
( － 1) j J2j

－ κ( ) · 2j( )α

2l
e － j2

α2L2l
n

2j2

α( )2 +

sin E0
n T( ) ∑

∞

j = 0
( － 1) j J2j +1

－ κ( ) · 2j + 1( )α

2l
e － ( 2j +1) 2

4α2 L2l
n

( 2j + 1) 2

2α( ) }2 ， ( 11)

Im〈n | Û | n + 2l〉= ( － 1) l

2 l －1
n!

( n + 2l槡 ) !
cos E0

n T( ){  ∑
∞

j = 0
( － 1) j·

J2j +1 － κ( ) 2j + 1( )α

2l
e － ( 2j +1) 2

4α2 L2l
n

( 2j + 1) 2

2α( )2 －

sin E0
n T( ) ∑

∞

j = 1
( － 1) j J2j － κ( ) 2j( )α

2l
e － j2

α2L2l
n

2j2

α( ) }2 ， ( 12)

Re〈n + 2l | Û | n〉= ( － 1) l

2 l －1
n!

( n + 2l槡 ) !
cos E0

n+2l T( ){  ∑
∞

j = 1
( － 1) j J2j

－ κ( ) ·
2j( )α

2l
e － j2

α2L2l
n

2j2

α( )2 + sin E0
n+2l T( ) ∑

∞

j = 0
( － 1) j J2j +1

－ κ( ) · 2j + 1( )α

2l
e － ( 2j +1) 2

4α2 L2l
n

( 2j + 1) 2

2α( ) }2 ， ( 13)
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Im〈n + 2l | Û | n〉= ( － 1) l

2 l －1
n!

( n + 2l槡 ) !
cos E0

n+2l T( ){  ∑
∞

j = 0
( － 1) j·

J2j +1 － κ( ) 2j + 1( )α

2l
e － ( 2j +1) 2

4α2 L2l
n

( 2j + 1) 2

2α( )2 － sin E0
n+2l T( ) ∑

∞

j = 1
( － 1) j J2j － κ( ) 2j( )α

2l
e － j2

α2L2l
n

2j2

α( ) }2 ．

( 14)

这里，α =
μωc

槡 ，E0
n = n +( )1

2
ωc 为简谐振子的能量． 在自然单位下它们的值分别为1和 n + 1

2 ． J0，

Jn 分别为 0 阶及 n 阶贝塞尔函数; Ln，L
m
n 分别为 n 阶拉盖尔多项式及 n 阶连带拉盖尔多项式．

Floquet 算符的矩阵为复矩阵，经对角化后可得到本征值谱 λ f 及对应的本征向量 c( T) ，用此可构造

Floquet 算符的本征态 ψf 如下:

ψf = ∑
∞

n = 0
cn ( T) | n〉= ψr

f + iψi
f ． ( 15)

这里，ψr
f和 ψi

f分别为波函数的实部和虚部．

3 结果与讨论

在不同周期 T 及不同打击强度 κ 下，利用简谐振子的前 3 000 个本征态作为基将一步演化算符 U 对角

化，得到其本征值及对应的本征向量，其结果如下:

3. 1 本征值分布准能量的实部与虚部

( 1) 对
ωc

ω
= 1 ∶ 4 的谐振系统，在打击强度 κ 很小时，本征值近似分布在复平面内的半径为 1 的圆周

上，分成了 4 个带，带与带之间有间隙． 在一个带内，本征值分布不均匀，且有较强的简并，如图 2( a) 所示．
这与经典相空间中干净的 1 ∶ 4 周期网分布相对应．

图 2 ( a － c) 不同打击强度 κ 下谐振系统的本征值分布，q = 1 ∶ 4; ( d － f) 不同打击强度 κ 下非谐振系统的本征值分布，q = (槡5 － 1)
2

Fig． 2 ( a － c) The eigenvalue distribution for the resonant system at different kicking strength，q = 1 ∶ 4; ( d － f) The eigenvalue

distribution for the nonresonant system at different kicking strength，q = (槡5 － 1)
2
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随着 κ 的增加，本征值简并度降低，其分布逐渐偏离半径为 1 的圆周向内部扩散，同时带的边沿也变

得模糊起来． 直到当 κ = 2. 6 时，本征值扩散到圆心，呈辐射状． 其特征与小 κ( = 0. 13) 时的情况完全不

同，如图 2( b － c) 所示．

( 2) 对
ωc

ω
= (槡5 － 1)

2 的非谐振系统，在打击强度 κ很小时，本征值近似分布在复平面内的半径为1 的

圆周上，没有形成带，本征值沿圆周分布近似均匀，简并度很低，如图2( d) 所示． 这与经典相空间中非网格

分布相对应．
随着 κ 的增加，本征值分布逐渐偏离半径为 1 的圆周向内部扩散，当 κ = 2. 6 时，本征值扩散到圆心，

呈环状． 径向分布不均匀． 其特征与小 κ( = 0. 13) 时的情况完全不同，如图 2( e － f) 所示．
假定本征值可写为 λ f = ei( εr+iεi) = e －εieiεr，εr，εi 为实数，分别称为准能量的实部与虚部，则 εi =

－ ln | λ f | ，eiεr = λ' f，其中 λ' f =
λ f

e －εi
，由此可确定 εr ． 图 3( a － b) 中显示了 κ = 2. 6 时 1 ∶ 4 谐振系统的

准能量谱，横坐标表示准能级的编号，纵坐标表示准能量值，图 3( c) 显示了虚能量纠正的 U 算符的本征

值分布． 图 3( a) 中的台阶对应图 3( c) 中的能带，长台阶对应于高态密度的能带，短台阶对应于低态密度

的能带． 长短台阶之间有一段过渡部分． 可以看到，带与带之间没有清晰的间隙，这与小 κ( = 0. 13) 时的

情况完全不同． 图3( d － f) 中显示了 κ = 2. 6 时
ωc

ω
= (槡5 － 1)

2 非谐振系统的准能量谱． 可以看到准能量谱

中没有台阶结构，这表明态的分布沿圆周是近似均匀的( 整体看来均匀，局域并非均匀) ．

图 3 ( a － c) κ = 2. 6，q = 1 ∶ 4 的谐振系统的准能量分布; ( d － f) κ = 2. 6，q = (槡5 － 1)
2 的非谐振系统的准能量分布

Fig． 3 ( a － c) Quasienergies distribution for resonant system with κ = 2. 6，q = 1 ∶ 4; ( d － f) Quasienergies distribution for

nonresonant system with κ = 2. 6，q = (槡5 － 1)
2

3. 2 本征态的扩展态带边态与局域态

对
ωc

ω
= 1 ∶ 4的谐振系统，通过对波函数的分析发现，当κ比较小时，带内的波函数呈现扩展状态，像布

洛赫波，带边的波函数呈近局域状态，而带隙中的态为完全局域态． 当 κ 比较大时，系统发生了分形，除了
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态密度近似为 0 的带隙中态为局域态外，态密度比较大的地方的态也可能是局域的． 计算还发现，非谐振

系统的波函数呈扩展状态，像布洛赫波． 在图 4( a) 中我们显示 κ = 1. 24，频率比
ωc

ω
= (槡5 － 1)

2 的第1 569

个本征态的一小部分，这是一个扩展态． 图 4( b) 显示的是 κ = 0. 13，
ωc

ω
= 1 ∶ 4 谐振系统的第 20 个本征

态，这是一个带边态． 而图 4( c) 是 κ = 2. 6，
ωc

ω
= 1 ∶ 4 谐振系统的第 2 个本征态，显然这是一个局域态．

另外，从图 3( c) 及 3( f) 可以看出，沿圆周还存在着大小不等的间隙，像康托集那样． 它所服从的规律

及与经典相空间的运动之间的联系将在以后的研究中加以讨论．

图 4 不同系统的几个本征态: ( a) κ = 1. 24，
ωc

ω
= (槡5 － 1)

2 的第 1 569 个本征态的一小部分; ( b) κ = 0. 13，
ωc

ω
= 1 ∶ 4

的第 20 个本征态; ( c) κ = 2. 6，
ωc

ω
= 1 ∶ 4 的第 2 个本征态

Fig． 4 Several eigenstates of different system: ( a) Small portion of number 1 569th eigenstate for κ = 1. 24，
ωc

ω
= (槡5 － 1)

2 ;

( b) The 20th eigenstate for κ = 0. 13，
ωc

ω
= 1 ∶ 4; ( c) The 2nd eigenstate for κ = 2. 6，

ωc

ω
= 1 ∶ 4

3. 3 系统幺正性随 κ 增大而衰减

周期受击简谐振子是经典简并( 或退化) 系统，

在谐振条件下，即
ωc

ω
= 1 ∶ 4，我们数值上计算了矩阵

元〈n | U+ U | n〉=∑
3 000

l = 0
〈n | U+ | l〉〈l | U | n〉=∑

3 000

l = 0

| Un |
2，发现当 κ 比较小时，比如 κ ＜ 0. 7，上面矩阵

元值很接近1． 但随着 κ 值的增加，矩阵元迅速减小，

如图 5 所示． 这与准能量具有虚部相对应．
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