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［摘要］ 考虑一类修正的 Zakharov 方程的 Cauchy 问题的适定性． 通过一系列的先验估计，利用 Galerkin 方法，

对于二维修正的 Zakharov 方程的 Cauchy 问题得到了整体光滑解的存在性和惟一性．
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描述等离子体中 Langmuir 波传播的 Zakharov 方程于 1972 年被 Zakharov 导出
［1］． 最近关于量子修正

的 Zakharov 方程引起了物理学家的极大兴趣． 首先是一维空间中量子修正的 Zakharov 方程的导出
［2］，接

着该模型被延伸到二维和三维情形
［3］． 修正的 Zakharov 方程无量纲形式为

itE － α × (  × E) + ( ·E) = nE + ΓΔ( ·E) ， ( 1)

ttn － Δn = Δ | E | 2 － ΓΔ2n． ( 2)

其中 x∈ Rn，E 表示高频电场的缓变振幅，n 是离子密度的扰动量． 参数 α 为光速和电子费米速度比的平

方，通常非常大． 系数 Γ 用来衡量量子效应的影响，通常非常小
［4］．

本文考虑带如下初始条件的修正的 Zakharov 方程( 1) 、( 2) 的适定性．
E | t = 0 = E0 ( x) ，n | t = 0 = n0 ( x) ，nt | t = 0 = n1 ( x) ． ( 3)

主要研究二维情况时，该问题整体光滑解的存在惟一性．
将修正的 Zakharov 方程表示为 Hamilton 形式． 为此，引入向量值函数 Φ，从而方程( 1) ～ ( 2) 就转

化为

itE － ( α － 1)  × (  × E) + ΔE = nE + ΓΔ( ·E) ， ( 4)

tn + ·Φ = 0， ( 5)

tΦ = － ( n +| E | 2 ) + ΓΔn． ( 6)

初始条件( 3) 变为

E | t = 0 = E0 ( x) ，n | t = 0 = n0 ( x) ，Φ | t = 0 = Φ0 ( x) ， ( 7)

下面我们陈述本文的主要结论．
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定理 1 设 E0 ( x) ∈ Hm+1 ( R2 ) ，n0 ( x) ∈ Hm ( R2 ) ，n1∈ Hm－2 ( R2 ) ，m≥ 6． 则问题( 1) ～ ( 3) 存在

惟一的整体光滑解

E( x，t) ∈ L∞ ( 0，T; Hm ( R2 ) ) ， Et ( x，t) ∈ L∞ ( 0，T; Hm－2 ( R2 ) )

n( x，t) ∈ L∞ ( 0，T; Hm ( R2 ) ) ， nt ( x，t) ∈ L∞ ( 0，T; Hm－2 ( R2 ) ) ．
为了行文的方便，我们对文中出现的符号作如下约定． 对 1 ≤ q ≤ ∞，记号 Lq ( Rn ) 表示通常的

Lebesgue 空间，其范数表示为‖·‖ Lq( Rn) 或 ‖·‖Lq ． 空间 Hs，p ( Rn ) 中的范数表示为‖·‖Hs，p( Rn) ． 当

p = 2 时，用记号 Hs ( Rn ) 代替 Hs，2 ( Rn ) ． 符号 C 表示不同的依赖于初始值的常数．

1 一些先验估计

要建立问题( 4) ～ ( 7) 的光滑解的存在性理论，关键是要推导出相关的先验估计．
引理 1 设 E0 ( x) ∈ L2 ( R2 ) ，则问题( 4) ～ ( 7) 的解 E 满足

‖E(·，t) ‖2
L2( R2) = ‖E0 ( x) ‖2

L2( R2) = M．
证明 在方程( 4) 两边同乘以 珔E 并在 R2

上对 x 积分，然后两边取虚部即得证．
引理 2( Gagliardo-Nirenberg 不等式

［5］) 设 u∈ Lq ( Rn ) ，Dmu∈ Lr ( Rn ) ，1≤ q，r≤∞，0≤ j≤ m，

则存在常数 C ＞ 0，满足

‖Dju‖Lp( Rn) ≤ C‖Dmu‖α
Lr( Rn) ‖u‖1－α

Lq( Rn) ，

其中 0 ≤ j
m ≤ α≤ 1，1p = j

n + α 1
r － m( )n

+ ( 1 － α) 1
q ．

引理 3 设 E0 ( x) ∈ H2 ( R2 ) ，n0 ( x) ∈ H1 ( R2 ) ，Φ0 ( x) ∈ L2 ( R2 ) ． 则

‖E‖2
H1 + ‖·E‖2

H1 + ‖n‖2
H1 + ‖Φ‖2

L2 ≤ C( M) ．
证明 在方程( 4) 两边同乘以 珔Et 并在 R2

上对 x 积分得

∫［iEt － ( α － 1)  × (  × E) + ΔE］·珔Etdx = ∫［nE + ΓΔ( ·E) ］·珔Etdx． ( 8)

在( 8) 式两边同时取实部得

d
dt ‖·E‖2

L2 + α‖ × E‖2
L2 + ∫n | E | 2dx + Γ‖( ·E) ‖2

L[ ]2 = ∫nt | E | 2dx ． ( 9)

又由( 5) ，( 6) 式知

∫nt | E | 2dx = － ∫·Φ | E | 2dx = ∫Φ· | E | 2dx =

∫Φ·( ΓΔn － n － tΦ) dx = ∫·Φ( － ΓΔn + n) dx － 1
2

d
dt‖Φ‖2

L2 =

∫nt ( ΓΔn － n) dx － 1
2

d
dt‖Φ‖2

L2 = － 1
2

d
dt［Γ‖n‖2

L2 + ‖n‖2
L2 + ‖Φ‖2

L2］． ( 10)

于是结合( 10) 和( 9) 式得

d
dt ‖E‖2

L2 + ( α － 1) ‖ × E‖2
L2 + ∫n | E | 2dx + Γ‖( ·E) ‖2

L2[ +

Γ
2 ‖n‖2

L2 + 1
2 ‖n‖2

L2 + 1
2 ‖Φ‖2

L ]2 = 0，

从而有

‖E‖2
L2 + ( α － 1) ‖ × E‖2

L2 + ∫n | E | 2dx + Γ‖( ·E) ‖2
L2 +

Γ
2 ‖n‖2

L2 + 1
2 ‖n‖2

L2 + 1
2 ‖Φ‖2

L2 = H， ( 11)

其中

H = ‖E0‖
2
L2 + ( α － 1) ‖ × E0‖

2
L2 + ∫n0 | E0 |

2dx + Γ‖( ·E0 ) ‖2
L2 +

Γ
2 ‖n0‖

2
L2 + 1

2 ‖n0‖
2
L2 + 1

2 ‖Φ0‖
2
L2 ．
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利用 Hlder，Young 不等式和引理 2 有

∫n | E | 2dx ≤‖n‖L4‖E‖2
L
8
3 ≤ C‖n‖

1
2
L2‖n‖

1
2
L2‖E‖

1
2
L2‖E‖

3
2
L2 ≤

Γ
4 ‖n‖2

L2 + C( M) ‖n‖
2
3
L2‖E‖

2
3
L2 ≤

Γ
4 ‖n‖2

L2 + 1
4 ‖n‖2

L2 + C( M) ‖E‖L2 ≤

Γ
4 ‖n‖2

L2 + 1
4 ‖n‖2

L2 + 1
2 ‖E‖2

L2 + C( M) ． ( 12)

在( 11) 式中注意到不等式( 12) 即得

1
2 ‖E‖2

L2 + ( α － 1) ‖ × E‖2
L2 + Γ‖( ·E) ‖2

L2 + Γ
4 ‖n‖2

L2 +

1
4 ‖n‖2

L2 + 1
2 ‖Φ‖2

L2 ≤| H | + C( M) ． ( 13)

引理 4［6］
设 u∈ Wk，p ( Rn ) ∩ Ws，q ( Rn ) ，k，s ＞ 0，p ＞ 1，q≥ 1 及 kp = n ＜ sq． 则有

‖u‖L∞ ≤ C‖u‖Wk，p 1 + ln 1 +
‖u‖Ws，q

‖u‖Wk，
( )( )

p

1－ 1
p
，

其中常数 C 仅与 k，s，p，q，n 有关．
引理 5 设 E0 ( x) ∈ H3 ( R2 ) ，n0 ( x) ∈ H2 ( R2 ) ，Φ0 ( x) ∈ H1 ( R2 ) ． 则

sup
0≤t≤T

［‖E‖2
H2 + ‖·E‖2

H2 + ‖n‖2
H2 + ‖Φ‖2

H1 + ‖Et‖
2
L2］≤ C( M) ．

证明 首先将算子 t作用到方程( 4) 两边，然后两边同乘以 珔Et并在 R2
上对 x 积分得

∫［iEtt － ( α － 1)  × (  × Et ) + ΔEt］·珔Etdx = ∫［( nE) t + ΓΔ( ·Et ) ］·珔Etdx． ( 14)

在( 14) 式两边同时取虚部得

d
dt‖Et‖

2
L2 = 2Im∫ntE·珔Etdx≤ 2‖E‖L∞‖nt‖L2‖Et‖L2 ． ( 15)

在方程( 6) 两边同乘以 ΔΦ 并在 R2
上对 x 积分得

∫Φt·ΔΦdx = － ∫( n +| E | 2 ) ·ΔΦdx + Γ∫Δn·ΔΦdx． ( 16)

由于

∫Φt·ΔΦdx = － ∫Φt·Φdx = － 1
2

d
dt‖Φ‖2

L2，

－ ∫n·ΔΦdx = ∫Δn·Φdx = － ∫Δnntdx = 1
2

d
dt‖n‖2

L2，

－ ∫ | E | 2·ΔΦdx = ∫Δ | E | 2·Φdx = － ∫Δ | E | 2ntdx，

Γ∫Δn·ΔΦdx = － Γ∫Δn·( ΔΦ) dx = Γ∫ΔnΔntdx = Γ
2

d
dt‖Δn‖

2
L2，

于是由( 16) 式得

d
dt［‖Φ‖2

L2 + ‖n‖2
L2 + Γ‖Δn‖2

L2］ = 2∫Δ | E | 2ntdx≤

4‖nt‖L2 ( ‖E‖L∞‖ΔE‖L2 + ‖E‖2
L4 ) ≤ C‖nt‖L2‖ΔE‖L2 ( ‖E‖L∞ + 1) ． ( 17)

在方程( 4) 两边同乘以 Δ珔E 并在 R2
上对 x 积分得

∫［iEt － ( α － 1)  × (  × E) + ΔE］·Δ珔Edx = ∫［nE + ΓΔ( ·E) ］·Δ珔Edx． ( 18)

由于

Re∫iEt·Δ珔Edx≤
1
4 ‖ΔE‖

2
L2 + ‖Et‖

2
L2，

Re∫ － ( α － 1)  × (  × E) ·Δ珔Edx =
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Re∫( α － 1) (  × E) ·(  × 珔E) dx = ( α － 1) ‖(  × E‖) 2
L2，

Re∫ΔE·Δ珔Edx = ‖ΔE‖2
L2，

Re∫nE·Δ珔Edx≤‖E‖L∞‖n‖L2‖ΔE‖L2 ≤ C‖ΔE‖
1
2
L2‖E‖

1
2
L2‖ΔE‖L2 ≤ C + 1

4 ‖ΔE‖
2
L2，

Re∫ΓΔ( ·E) ·Δ珔Edx = － Re∫ΓΔ( ·E) Δ( ·珔E) dx = － Γ‖Δ( ·E) ‖2
L2，

于是从( 18) 式得

1
2 ‖ΔE‖

2
L2 + ( α － 1) ‖(  × E) ‖2

L2 + Γ‖Δ( ·E) ‖2
L2 ≤‖Et‖

2
L2 + C． ( 19)

由引理 4 和( 13) 式可知

‖E‖L∞ ≤ C( 1 + ln( 1 + ‖E‖H2 ) )
1
2 ≤ C( 1 + ln( 1 + ‖ΔE‖L2 ) )

1
2 ． ( 20)

将( 15) 式结合( 17) 式并注意到( 19) ，( 20) 式得

d
dt［‖Φ‖2

L2 + ‖n‖2
L2 + Γ‖Δn‖2

L2 + ‖Et‖
2
L2］≤

C( ‖nt‖
2
L2 + ‖Et‖

2
L2 + 1) ( 1 + ln( 1 + ‖Et‖

2
L2 ) ) ． ( 21)

利用 Gronwall 不等式得

‖Φ‖2
L2 + ‖n‖2

L2 + Γ‖Δn‖2
L2 + ‖Et‖

2
L2 + 1 ≤ C( M) ．

于是由( 19) 式知

1
2 ‖ΔE‖

2
L2 + ( α － 1) ‖(  × E) ‖2

L2 + Γ‖Δ( ·E) ‖2
L2 ≤ C( M) ． ( 22)

引理 6 设 E0 ( x) ∈ H4 ( R2 ) ，n0 ( x) ∈ H3 ( R2 ) ，n1 ∈ H1 ( R2 ) ． 则

sup
0≤t≤T

［‖E‖2
H3 + ‖·E‖2

H3 + ‖n‖2
H3 + ‖Et‖

2
H1 + ‖nt‖

2
H1］≤ C( M) ．

证明 在方程( 2) 两边同乘以 Δnt 并在 R2
上对 x 积分得

∫nttΔntdx － ∫ΔnΔntdx = ∫Δ | E | 2Δntdx － Γ∫Δ2nΔntdx． ( 23)

于是从( 23) 式得

d
dt［‖nt‖

2
L2 + ‖Δn‖2

L2 + Γ‖Δn‖2
L2］ =

2∫Δ | E | 2·‖nt‖dx≤ C‖nt‖L2 ( ‖ΔE‖L2 + 1) ． ( 24)

将算子 t作用到方程( 4) 的两边，然后乘以 Δ珔Et并在 R2
上对 x 积分得

∫［iEtt － ( α － 1)  × (  × Et ) + ΔEt］·Δ珔Etdx = ∫［( nE) t + ΓΔ( ·Et ) ］·Δ珔Etdx． ( 25)

由于

Im∫iEtt·Δ珔Etdx = － Re∫Ett·珔Etdx = － 1
2

d
dt‖Et‖

2
L2，

Im∫［－ ( α － 1)  × (  × Et ) + ΔEt］·Δ珔Etdx = 0，

Im∫( nE) t·Δ珔Etdx = Im∫( ntE + nEt ) ·Δ珔Etdx =

－ Im∫( ntE + nEt ) ·珔Etdx = － Im∫［nt·( E·珔Et ) +

ntE·珔Et + n·( Et·珔Et) ］dx ≤ C( ‖nt‖
2
L2 + ‖Et‖

2
L2 + 1) ，

Im∫ΓΔ( ·Et ) ·Δ珔Etdx = － Im∫ΓΔ( ·Et ) Δ( ·珔Et ) dx = 0 ，

于是由( 25) 式知
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d
dt‖Et‖

2
L2 ≤ C( ‖nt‖

2
L2 + ‖Et‖

2
L2 + 1) ． ( 26)

在方程( 4) 两边同乘以 Δ2珔E 并在 R2
上对 x 积分得

∫［iEt － ( α － 1)  × (  × E) + ΔE］·Δ2珔Edx = ∫［nE + ΓΔ( ·E) ］·Δ2珔Edx． ( 27)

由于

Re∫iEt·Δ2珔Edx = － Re∫iEt·Δ珔Edx≤
1
4 ‖ΔE‖

2
L2 + ‖Et‖

2
L2，

Re∫ － ( α － 1)  × (  × E) ·Δ2珔Edx =

－ Re∫( α － 1) Δ(  × E) ·Δ(  × 珔E) dx = － ( α － 1) ‖Δ(  × E) ‖2
L2，

Re∫ΔE·Δ2珔Edx = － Re∫( ΔE) ( Δ珔E) dx = － ‖( ΔE) ‖2
L2，

Re∫nE·Δ2珔Edx = － Re∫［n·( E·Δ珔E) + nE·Δ珔E］dx≤ 1
4 ‖ΔE‖

2
L2 + C，

Re∫ΓΔ( ·E) ·Δ2珔Edx = Re∫ΓΔ( ·E) ·Δ( ·珔E) dx = Γ‖Δ( ·E) ‖2
L2，

于是由( 27) 式得

1
2 ‖ΔE‖

2
L2 + ( α － 1) ‖Δ(  × E) ‖2

L2 + Γ‖Δ( ·E) ‖2
L2 ≤‖Et‖

2
L2 + C． ( 28)

结合( 24) ，( 26) 式并注意到( 28) 式知

d
dt［‖nt‖

2
L2 + ‖Δn‖2

L2 + Γ‖Δn‖2
L2 + ‖Et‖

2
L2］≤ C( ‖nt‖

2
L2 + ‖Et‖

2
L2 + 1) ． ( 29)

利用 Gronwall 不等式得

‖nt‖
2
L2 + ‖Δn‖2

L2 + Γ‖Δn‖2
L2 + ‖Et‖

2
L2 + 1 ≤ C． ( 30)

由( 28) 式知

1
2 ‖ΔE‖

2
L2 + ( α － 1) ‖Δ(  × E) ‖2

L2 + Γ‖Δ( ·E) ‖2
L2 ≤ C． ( 31)

将证明引理 5，引理 6 的方法继续下去，可以得到

引理 7 设 E0 ( x) ∈ Hm+1 ( R2 ) ，n0 ( x) ∈ Hm ( R2 ) ，n1 ∈ Hm－2 ( R2 ) ，m≥ 4，则

sup
0≤t≤T

［‖E‖2
Hm + ‖·E‖2

Hm + ‖n‖2
Hm + ‖Et‖

2
Hm－2 + ‖nt‖

2
Hm－2］≤ C( M) ．

2 整体光滑解的存在惟一性

下面我们来证明定理 1．
存在性的证明 用 Galerkin 方法，构造问题( 4) ～ ( 7) 的近似解 Eν，nν，Φν ． 类似于引理 1，引理 3 及

引理 5 知‖Eν‖H10，‖nν‖H10，‖Eν
t‖L2，‖nν‖t L2一致有界． 于是存在 Eν，nν的子列( 仍记为 Eν，nν ) 使得

Eν → E 在 L∞ ( 0，T; H1
0 ) 内弱收敛;

Eν
t → Et 在 L∞ ( 0，T; L2 ) 内弱收敛;

nν → n 在 L∞ ( 0，T; H1
0 ) 内弱收敛;

nν
t → nt 在 L∞ ( 0，T; L2 ) 内弱收敛．

从而知

Eν → E 在 L2 ( Q) 内强收敛且几乎处处收敛; ( 32)

nν → n 在 L2 ( Q) 内强收敛且几乎处处收敛． ( 33)

又可得‖nνEν‖L2和‖ | Eν | 2‖L2的一致有界性． 于是存在 nνEν，| Eν | 2
的子列( 仍记为 nνEν，| Eν | 2 ) 使

得

nνEν → f 在 L∞ ( 0，T; L2 ) 内弱收敛; ( 34)
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| Eν | 2 → g 在 L∞ ( 0，T; L2 ) 内弱收敛． ( 35)

结合( 32) ～ ( 35) 知

f = nE， g = | E | 2 ．
于是由弱收敛性质和紧性定理可得问题 ( 4) ～ ( 7) 广义解的存在性． 再利用引理 7 中的先验估计和

Sobolev 嵌入定理即可得到问题( 4) ～ ( 7) 的光滑解．
惟一性的证明 设 E1，n1，Φ1和 E2，n2，Φ2均为问题( 4) ～ ( 7) 的解． 记

u = E1 － E2， v = n1 － n2， w = Φ1 － Φ2，

则 u，v，w 满足如下方程

itu － α × (  × u) + ( ·u) = n1E1 － n2E2 + ΓΔ( ·u) ， ( 36)

t v + ·w = 0， ( 37)

tw = － ( v +| E1 |
2 －| E2 |

2 ) + ΓΔv， ( 38)

带初值条件

u | t = 0 = 0，v | t = 0 = 0，w | t = 0 = 0，x∈ R2 ． ( 39)

在方程( 36) 两边同乘以 珔u 并在 R2
上对 x 积分得

∫( itu － α × (  × u) + ( ·u) ) ·珔udx = ∫( n1E1 － n2E2 + ΓΔ( ·u) ) ·珔udx． ( 40)

由于

Im∫itu·珔udx = Re∫itu·珔udx = 1
2

d
dt‖u‖2

L2，

Im∫( － α × (  × u) + ( ·u) ) ·珔udx = 0，

Im∫ΓΔ( ·u) ·珔udx = 0，

Im∫( n1E1 － n2E2 ) ·珔udx = Im∫( n1u + vE2 ) ·珔udx = Im∫vE2·珔udx ≤

‖E2‖L∞‖v‖L2‖u‖L2 ≤ C( ‖v‖2
L2 + ‖u‖2

L2 ) ，

所以由( 40) 式知

d
dt‖u‖2

L2 ≤ C( ‖v‖2
L2 + ‖u‖2

L2 ) ． ( 41)

在方程( 38) 两边同乘以 w 并在 R2
上对 x 积分得

∫tw·wdx = ∫［－ ( v +| E1 |
2 －| E2 |

2 ) + ΓΔv］·wdx． ( 42)

由于

∫tw·wdx = 1
2

d
dt‖w‖2

L2，

∫ － v·wdx = ∫v( ·w) dx = － ∫vvtdx = － 1
2

d
dt‖v‖2

L2，

∫ － ( | E1 |
2 －| E2 |

2 ) ·wdx = － ∫( E1·珔u + u·珔E2 ) ·wdx =

－ ∫( E1·珔u + E1·珔u + u·珔E2 + u·珔E2 ) ·wdx ≤ C( ‖u‖2
L2 + ‖w‖2

L2 + ‖u‖2
L2 ) ，

∫ΓΔv·wdx = － ∫ΓΔv·wdx = ∫ΓΔvvtdx = － Γ
2

d
dt‖v‖2

L2，

于是从( 42) 式知

d
dt［‖w‖2

L2 + ‖v‖2
L2 + Γ‖v‖2

L2］≤ C( ‖u‖2
L2 + ‖w‖2

L2 + ‖u‖2
L2 ) ． ( 43)

在方程( 36) 两边同乘以 Δ珔u 并在 R2
上对 x 积分得

∫( itu － α × (  × u) + ( ·u) ) ·Δ珔udx = ∫( n1E1 － n2E2 + ΓΔ( ·u) ) ·Δ珔udx． ( 44)
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注意到

Im∫itu·Δ珔udx = － Re∫tu·珔udx = － 1
2

d
dt‖u‖2

L2，

Im∫( － α × (  × u) + ( ·u) ) ·Δ珔udx = 0，

Im∫ΓΔ( ·u) ·Δ珔udx = 0，

Im∫( n1E1 － n2E2 ) ·Δ珔udx = － Im∫( n1u + vE2 ) ·珔udx =

－ Im∫［n1·( u·珔u) + v·( E2·珔u) + vE2·珔u］dx ≤

C( ‖u‖2
L2 + ‖u‖2

L2 + ‖v‖2
L2 + ‖v‖2

L2 ) ，

所以由( 44) 式有

d
dt‖u‖2

L2 ≤ C( ‖u‖2
L2 + ‖u‖2

L2 + ‖v‖2
L2 + ‖v‖2

L2 ) ． ( 45)

因此，结合( 41) ，( 43) 和( 45) 式得

d
dt［‖u‖2

L2 + ‖w‖2
L2 + ‖v‖2

L2 + ‖v‖2
L2 + ‖u‖2

L2］≤

C( ‖v‖2
L2 + ‖w‖2

L2 + ‖u‖2
L2 + ‖u‖2

L2 + ‖v‖2
L2 ) ． ( 46)

利用 Gronwall 不等式并注意到初始条件( 39) 得

u≡ 0， v≡ 0， w≡ 0．
定理 1 证毕．
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