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Katsaras［1］，吴从炘与方锦暄
［2］

于 1984 年分别引进模糊赋范空间的概念，随后很多学者展开了模糊赋

范线性空间的研究
［2-5］． 作为模糊赋范空间的推广，严从华和方锦暄

［6］
引进了 L-模糊赋范线性空间并且给

出 L-模糊拓扑向量空间可 L-模糊赋范化的一个充分必要条件． 本文对 L-模糊有界集与变基幂集线性算子

的有界性给予了讨论，所得的结论是经典赋范线性空间与模糊赋范线性空间中相应结论的推广．

1 预备知识和引理

本文中，L 表示一个模糊格． L 中的非零元 λ 称作不可约元，如果满足 λ = α∨ β，则有 λ = α或者 λ =
β，其中 α，β∈ L( 见［7］) ． M( L) 表示 L 中的所有不可约元的集合，M( L) 中的元素也称作分子

［7］． L 称为是

正则的，如果 L 中任意一对非零元的交仍然是非零元． 显然如果 L 是正则的，则 1∈M( L) ． 本文假设 L，L1，

L2 是正则的模糊格，M* ( LX ) 表示 LX
中的所有不可约元． 易知 M* ( LX ) = { xλ : x∈ X，λ∈ M( L) } ．

定义 1［6］
设 X 是 K 上的向量空间，一个从 M* ( LX ) 到 R +

的映射‖·‖称为一个 L-模糊范数，如

果它满足以下条件:

( LFN-1) ‖x1‖ = 0 可推出 x = θ;

( LFN-2) ‖kxλ‖ = | k | ‖xλ‖，k∈ K;

( LFN-3) ‖xλ + yλ‖≤‖xλ‖ + ‖yλ‖，xλ，yλ ∈ M* ( LX ) ;

( LFN-4) ‖xλ‖ = ∧
μ∈β* ( λ)

‖xμ‖．

如果‖·‖是 X 上的 L-模糊范数，则序对( LX，‖·‖) 称为 L-模糊赋范空间．
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注 1 由定义 1，易见 L-模糊赋范空间( LX，‖·‖) 具有下面的性质:

( a) 对任意的 λ∈ M( L) ，| | θ | | ( λ) = 0;

( b) 如果 λ，μ∈ M( L) 且 λ≤ μ，那么对任意的 x∈ X 有‖xμ‖≤‖xλ‖成立;

( c) 对每个 λ∈M( L) ，定义‖·‖( λ) : X→ R +
如下:‖x‖( λ) = ‖xλ‖，那么( X，‖·‖( λ) ) 是

一个赋范空间．
证明 ( a) 与( c) 的结论是显然的． 我们只需证明( b) ． 由( LFN － 4) ，对任意 ε ＞ 0，存在 α∈ β* ( λ)

使得‖xα‖ ＜ ‖xλ‖ + ε． 注意到 λ≤ μβ* ( λ)  β* ( μ) ，于是有‖xμ‖≤‖xα‖ ＜ ‖xλ‖ + ε，由 ε
的任意性我们有‖xμ‖≤‖xλ‖．

注 2 文［2］中的模糊赋范空间是一种特殊的 L-模糊赋范空间，其中 L = ［0，1］．
定义 2［3］

设 X 是数域 K( R 或者 C) 上的向量空间，映射 F: LX
1 → LY

2 称为是一个 L-模糊线性序同态，

如果它是一个从 LX
1 到 LY

2 的序同态，并且满足:

F( αA + βB) = αF( A) + βF( B) ，A，B∈ LX，α，β∈ K．
定义 3［3］

设 T: X→ Y 和 φ: L1 → L2 是两个映射，通过 T 和 φ 定义一个映射 F: LX
1 → LY

2 如下:

F( A) ( y) =∨ { φ( A( x) ) : T( x) = y} ，A∈ LX
1 ，y∈ Y．

特别，对每个 xλ ∈ Pt( LX
1 ) ，F( xλ ) = ( Tx) φ( λ) ． 映射 F 称为是由 T 和 φ 双诱导的映射．

引理 1［7］
设 f: L1 → L2 是一个序同态，则

( 1) a∈ L1，a≤ f －1 f( a) ;b∈ L2，ff －1 ( b) ≤ b;

( 2) f( a) ≤ ba≤ f －1 ( b) ，其中 a∈ L1，b∈ L2 ;

( 3) f( a) ∈ M( L2 ) 对任意 a∈ M( L1 ) ;

( 4) f －1 既保并又保交．
引理 2［8］

映射 F: LX
1 → LY

2 是一个 L-模糊线性序同态当且仅当存在一个线性算子 T: X→ Y 和一个保

有限交的序同态 φ: L1 → L2，使得 F 是由 T 和 φ 双诱导的映射．
注 3 为方便计，我们用( T，φ) → 代替 L-模糊线性序同态F． 根据引理2，如果采用Rodabaugh的术语，

这个 L-模糊线性序同态( T，φ) → 也称作变基幂集线性算子．
定义 4［6］

一个集合 X 上的 L-拓扑是 X 上的一族 L-模糊子集 δ，如果满足下面的条件:

( 1) α∈ δ 对所有的 α∈ L;

( 2) δ 关于任意并是封闭的;

( 3) δ 关于有限交是封闭的;

则称序对( LX，δ) 为 L-拓扑空间( 简记为，L － ts) ，δ 中的元素称为开的 L-模糊子集． 当 A∈ δ，A' 称为闭的

L-模糊集． 我们记 δ' = { A' | A∈ δ} ．
定义 5［7］

设( LX，δ) 是一个 L － ts，X 上的 L-模糊集族 Ω 称为 xλ 的远域基，如果 Ω η( xλ ) 并且对

于任意的 W∈ η( xλ ) 存在 P∈ Ω 使得 W P．
引理 3［6］

设( LX，‖·‖) 是一个 L-模糊赋范空间，对任意 t ＞ 0，定义 X 上的 L-模糊集 Pt 如下:

Pt ( x) =∨ { α: α∈ M( L) ，‖xα‖≥ t} ，x∈ X． ( 1)

则有如下结论:

( P － 1) 对任意 yμ ∈ M* ( LX ) ，yμ ∈ Pt 当且仅当‖yμ‖≥ t;
( P － 2) 对任意 λ∈ M( L) 与 t ＞ 0，θλ  Pt ;

( P － 3) Pt =∧
s ＜ t

Ps，t ＞ 0;

( P － 4) tP1 = Pt，t ＞ 0;

( P － 5) P's + P't－s ≤ P't，s∈ ( 0，t) ．
定义 6［3］

设( LX，δ) 是一个 L － ts 且 λ∈M( L) ． 设一个 X 上的 L-模糊集 A，如果对于( LX，δ) 中 θλ 的

每个远域 Q，存在 t ＞ 0 及 r∈ L，r≤/ λ' 使得 A∧ r tQ'，则 A 称为是 λ-有界的; 如果对于每个 λ∈M( L) ，

A 是 λ-有界的，则 A 称为 L-模糊有界的．
在研究 L-模糊集的有界性和变基幂集线性算子的有界性之前，引入下面的相关概念．
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定义 7 L 中两个元素 λ 与 μ 称为是可比较的，如果有 λ≤ μ 或者 μ≤ λ，记作 λΥμ． 如果 λ 与 μ 称为

不可比较则我们记作 λ Υ μ．
定义 8 格 L 称作是伪全序格，如果 λ∈ L，L［λ］ = { μ | μ∈ L，μ Υ λ} 是一个有限集．
定义9 设( LX

1 ，‖·‖1 ) ，( LY
2 ，‖·‖2 ) 是两个 L-模糊赋范空间． 变基幂集线性算子( T，φ) → : LX

1 → LY
2

称为是有界的，如果对每个 λ∈ M( L1 ) ，存在 m = m( λ) ＞ 0 使得

‖Tx‖2 ( φ( μ) ) ≤ m‖x‖1 ( μ) ，x∈ X，μ≥ λ．
注 4 在上述定义里面，我们能够将“对每个 λ∈ M( L1 ) ”替换为“对每个 λ∈ L1 \ { 0}”． 换言之，一

个 L-模糊线性序同态( T，φ) → : ( LX
1 ，‖·‖1 ) → ( LY

2 ，‖·‖2 ) 是 L-模糊有界的当且仅当对每个 α ∈
L1 \ { 0} ，存在 m = m( α) ＞ 0，使得

‖Tx‖2 ( φ( μ) ) ≤ m‖x‖1 ( μ) ，x∈ X，μ≥ α．

事实上，我们仅需证明必要性． 对每个α∈ L1 \ { 0} 以及每个λ∈ β* ( α) ． 由( T，φ) → 的有界性知，存在

mλ ＞ 0 使得当 σ≥ λ 以及 x∈ X，有‖( T，φ) → ( xσ ) ‖2 ≤ mλ‖xσ‖1 ． 注意到 α≥ λ，则 μ≥ α 蕴含 μ≥
λ，从而

‖( T，φ) → ( xμ ) ‖2 ≤ mλ‖xμ‖1 ≤ ( mλ + 1) ‖xμ‖1，当 μ≥ α，x∈ X．

设 m = inf{ mλ + 1 | λ∈ β* ( α) } ，则有

‖( T，φ) → ( xμ ) ‖2 ≤ m‖xμ‖1，当 μ≥ α，x∈ X．

2 主要结论

定理 1 设( LX，‖·‖) 是一个 L-模糊赋范空间，A∈ LX．
( 1) 若 A 有界，则对每个 λ∈ M( L) ，集合{‖xα‖ | xα  A'，α≥ λ} 在 R 中有界．
( 2) 如果每个 λ∈ M( L) ，集合{‖xα‖ xα  A'，α≤/ λ} 在 R 中有界，则 A 有界．
证明 ( 1) 对每个 λ∈M( L) ，选取 μ∈ L 并且 λ≤/ μ，那么不难验证 Q1 ∨ μ 是 θλ 的一个远域，其中

Q1 按式( 1) 定义． 因为 A 在( LX，‖·‖) 中有界，故存在 s ＞ 0 以及 r∈ L 且 λ≤/ r' 使得 A∧ r s( Q1 ∨
μ) '，于是

Qs ∨ μ = s( Q1 ∨ μ)  A' ∨ r'． ( 2)

根据式( 2) ，xα  A' 与 α≥ λ 可以推出‖xα‖ ＜ s．
事实上由 α≥ λ 且 λ≤/ r' 可推出 α≤/ r'． 又 xα  A'，故 xα  A'∨ r'． 由式( 2) 可知 xα  Qs ∨ μ，因

此 xα  Qs． 由引理 3，我们有‖xα‖ ＜ s，因此集合{‖xα‖ xα  A'，α≥ λ} 在 R 中有界．
( 2) 假设 A 在( LX，‖·‖) 中无界，那么存在 λ∈M( L) 以及 θλ 的一个远域 Qt0 ∨ μ0 ( 其中 t0 ＞ 0，μ0

∈ M( L) 并且 λ≤/ μ0 ) ，使得

A∧ r n( Q'
t0
∧ μ'0 ) ，n∈ N，r∈ L 且 r≤/ λ'． ( 3)

令 r0 = μ0 '． 注意到 r0 =∨ β* ( r0 ) 并且 λ≤/ r0 '，因此存在 μ∈ β* ( r0 ) 使得 μ≤/ λ'． 于是由式( 3) 可

知

A∧ μ n( Q'
t0
∧ r0 ) ，n = 1，2，…

即 n( Q
t0
∨ r0 ')  A' ∨ μ'，n = 1，2，…． 因此存在 x ( n)

λn ∈ n( Q
t0
∨ r0 ') ，但是 x ( n)

λn  A'∨ μ'． 注意到 r0 '≤

μ' 并且 x ( n)
λn  μ'，因此 x ( n)

λn  r0 '． 于是我们有 x ( n)
λn ∈ nQ

t0
而且 x ( n)

λn  A'． 另一方面 λn ≤/ r0 '，即 λn ≤/ μ0 ．

再根据 x ( n)
λn ∈ nQ

t0
，可推得‖x ( n)

λn ‖≥ nt0，因此集合{‖xα‖ xα A'，α≤/ μ0 } 在R中无界，这与条件( 2)

矛盾．
定理 2 ( LX，‖·‖) 是 L-模糊赋范空间并且 A∈ LX． 如果 L 是伪全序格，那么 A 在( LX，‖·‖) 中

有界当且仅当对每个 λ∈ M( L) ) ，{‖xα‖ xα  A'，α≥ λ} 是 R 中有界集．
证明 根据定理 1( 1) ，我们只需要证明充分性．
假设每个 λ∈ M( L) ，集合{‖xα‖ xα  A'，α≥ λ} 在 R 中有界． 注意到

{‖xα‖ xα  A'，α≥ λ} = {‖xα‖ xα  A'，α ＞ λ} ∪ {‖xλ‖ xλ  A'} ，
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因此对每个 λ∈ M( L) ，集合{‖xα‖ xα  A'，α ＞ λ} 与集合{‖xλ‖ xλ  A'} 都是 R 中的有界集，而

L 是伪全序格，由其定义可知，集合 L［λ］ = { α α∈ L，α Υ λ} 是一个有限集． 对任意 xα  A'，存在 ν ∈
β* ( α) 使得 xν  A'． 注意到‖xα‖ = ∧

λ∈β* ( α)
‖xλ‖≤‖xν‖，这意味着‖xα‖在 R 中有界． 于是

{‖xα‖ xα  A'，α Υ λ} = ∪
α∈L［λ］

{‖xα‖ xα  A'}

在 R 中有界． 因此由

{‖xα‖ xα ≤/A'，α≤/ λ} = {‖xα‖ xα  A'，α ＞ λ} ∪ {‖xα‖ xα  A'，α Υ λ}

可以推得{‖xα‖ xα  A'，α≤/ λ} 在 R 中有界，于是由定理 1( 2) 可得 A 在( LX，‖·‖) 中有界．
推论 1 设( LX，‖·‖) 是 L-模糊赋范空间，则对任意的 t ＞ 0，Qt' 是 X 上一个 L-模糊有界集，其中

Qt 按( 1) 定义．
证明 对每个 λ∈ M( L) ，令 α∈ L 且满足 α≤/ λ 以及 xα ≤/ Qt，由引理 3( P － 1) 可知‖xα‖ ＜ t．

于是{‖xα‖ xα ≤/ ( Qt') '，αλ} 在 R 中有界． 因此由定理 1( 2) ，可知 Qt' 是 L-模糊有界集．
引理 4 设( T，φ) → : LX

1 → LY
2 是一个变基幂集线性算子，xμ ∈ M* ( LX

1 ) 以及 A∈ LX
1 ． 那么 xμ ≤/ A' 蕴

含( T，φ) → ( xμ ) ≤/ ［( T，φ) → ( A) ］'．
证明 我们只需证明( T，φ) → ( xμ ) ≤［( T，φ) → ( A) ］' 蕴含 xμ ≤ A'． 因为

( T，φ) → ( xμ ) ≤［( T，φ) → ( A) ］' 以及 A≤ ( T，φ) ← ( ( T，φ) → ( A) ) ，

故 xμ ≤ ( T，φ) ← ( ［( T，φ) → ( A) ］') = ［( T，φ) ← ( ( T，φ) → ( A) ) ］' ≤ A'．
定理 3 设( LX

1 ，‖·‖1 ) ，( LY
2 ，‖·‖2 ) 是两个 L-模糊赋范空间． 设( T，φ) → : LX

1 → LY
2 是变基幂集线

性算子．
( 1) 如果( T，φ) → 是 L-模糊有界的，L2 是伪全序格并且对任意 λ，其中 λ≠0 且 φ －1 ( λ) ≠0，那么( T，

φ) → 将( LX
1 ，‖·‖1 ) 中 L-模糊有界集映成( LY

2 ，‖·‖2 ) 中 L-模糊有界集．
( 2) 如果( T，φ) → 将( LX

1 ，‖·‖1 ) 中 L-模糊有界集映成( LY
2 ，‖·‖2 ) 中 L-模糊有界集，则( T，φ) →

是 L-模糊有界的．
证明 ( 1) 设 A 是( LX

1 ，‖·‖1 (·) ) 中 L-模糊有界集． 只要证明( T，φ) → ( A) 是( LY
2 ，‖·‖2 ) 中 L-

模糊有界集． 因为 A 是( LX
1 ，‖·‖1 (·) ) 中 L-模糊有界集，由定理 1，我们知道对每个 r ∈ M( L1 ) ，集合

{‖x‖1 ( μ) | xμ  A'，μ≥ r} 在 R 中有界，从而存在常数 m1 = m1 ( r) ＞ 0 使得

xμ  A' 与 μ≥ r‖x‖1 ( μ) = ‖xμ‖1 ≤ m1 ． ( 4)

我们现证明( T，φ) → ( A) 是( LY
2 ，‖·‖2 (·) ) 中的 L-模糊有界集． 注意到 L2 是伪全序格，由定理2，只

需证明对每个λ∈M( L2 ) ，集合{‖yα‖2 | yα ( ( T，φ) → ( A) ) '，α≥λ} 是R中有界集． 设 yα ( ( T，φ) →

( A) ) ' 且 α≥ λ，则有 α≤/ ( ( T，φ) → ( A) ) '( y) ，即( T，φ) → ( A) ( y) ≤/ α'． 注意到( T，φ) → ( A) ( y) = ∨
Tx = y

φ( A( x) ) ，因此存在 x∈ X 且 Tx = y 使得 φ( A) ( x) ≤/ α'，于是我们有 φ －1 ( α) ≤/ A'( x) ． 令 μ = φ －1 ( α) ，

那么 μ≤/ A'( x) ，即 xμ  A'． 另一方面，由 α≥ λ 可推知 μ = φ －1 ( α) ≥ φ －1 ( λ) ． 因为 φ －1 ( λ) ≠ 0，故存在

r∈ M( L1 ) 使得 μ≥ φ －1 ( λ) ≥ r． 因而由式( 4) 可知

‖x‖1 ( μ) ≤ m1 ． ( 5)

因为( T，φ) →是有界的，对上述 r ∈ M( L1 ) 存在一个常数 m2 = m2 ( r) 使得当 x ∈ X 且 ν ≥ r 时，有

‖T( x) ‖2 ( φ( ν) ) ≤ m2‖x‖1 ( ν) ． 特别地，

‖T( x) ‖2 ( φ( μ) ) ≤ m2‖x‖1 ( μ) ． ( 6)

注意到 Tx = y 以及 φ( μ) = φφ －1 ( α) ≤ α，我们由式( 5) 、式( 6) 以及注 1 可以得到

‖yα‖2 = ‖y‖2 ( α) ≤‖T( x) ‖2 ( φ( μ) ) ≤ m2·m1，yα  ( ( T，φ) → ( A) ) '，α≥ λ．
这就意味着对每个 λ∈ M( L2 ) ，集合{‖yα‖2 yα  ( ( T，φ) → ( A) ) '，α≥ λ} 是 R 中有界集．
( 2) 取 t≥ 1，我们知道 Qt' 在( LX

1 ，‖·‖1 (·) ) 中是一个 L-模糊有界集． 由假设可知，( T，φ) → ( Qt')
是( LY

2 ，‖·‖2 (·) ) 中 L-模糊有界集． 注意到对每个 λ ∈ M( L1 ) ，都有 φ( λ) ∈ M( L2 ) ，依据定理 2，

{‖yμ‖2 yμ  ( ( T，φ) → ( Qt') ) '，μ≥ φ( λ) } 是 R 中的有界集． 因此存在常数 m = m( λ) ＞ 0，使得下式

成立
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yμ ［( T，φ) → ( Qt') ］'，μ≥ φ( λ) ‖y‖2 ( μ) = ‖yμ‖2 ≤ m． ( 7)

当 x∈ X，x≠ θ，r≥ λ 以及任意的 ε ＞ 0，我们有
xr

‖xr‖1 + ε 1

＜ 1≤ t． 由引理 3 可知
xr

‖xr‖1 + ε≤
/

Qt，则根据引理 4 有( T，φ) → xr

‖xr‖1 +( )ε ≤/ ［( T，φ) → ( Qt') ］' 成立，也即
Tx

‖x‖1 ( r) +( )ε φ( r)
≤/ ［( T，

φ) → ( Qt') ］'．

再注意到 φ( r) ≥ φ( λ) ，由式 ( 7) 可以推得
Tx

‖x‖1 ( r) + ε 2
( φ( r) ) ≤ m． 因此我们可以得到

‖Tx‖2 ( φ( r) ) ≤ m( ‖x‖1 ( r) + ε) 对所有的 x ∈ X，r ≥ λ 都成立． 令 ε → 0，则当 x ∈ X，r ≥ λ，有

‖Tx‖2 ( φ( r) ) ≤ m‖xr‖1 成立，从而( T，φ) → 是 L-模糊有界的．
显然，从上面的定理可以得到下面的推论:

推论 2 设( LX
1 ，‖·‖1 ) ，( LY

2 ，‖·‖2 ) 是两个 L-模糊赋范空间并且( T，φ) → : LX
1 → LY

2 是变基幂集线

性算子． 如果 L2 是伪全序格并且当 λ∈M( L2 ) 有 φ －1 ( λ) ≠0，那么( T，φ) → 是有界的当且仅当( T，φ) → 将

( LX
1 ，‖·‖1 ) 中每个 L-模糊有界集映成( LY

2 ，‖·‖2 ) 中 L-模糊有界集．
推论 3 设( LX

1 ，‖·‖1 ) ，( LY
2 ，‖·‖2 ) 是两个 L-模糊赋范空间并且( T，φ) → : LX

1 → LY
2 是变基幂集线

性算子． 如果 L2 是全序格并且 φ 是双射，则( T，φ) → 有界当且仅当( T，φ) → ( Q1 ') 是( LY
2 ，‖·‖2 ) 中的 L-

模糊有界集，其中 Q1 按式( 1) 定义．
证明 由推论 1，Q1 ' 是( LX

1 ，‖·‖1 ) 中一个 L-模糊有界集，因此必要性是显然的．
下面给出充分性的证明． 设 A 是( LX

1 ，‖·‖1 ) 中一个 L-模糊有界集，由推论 2，只需证明( T，φ) → ( A)

是( LY
2 ，‖·‖2 ) 中一个 L-模糊有界集．
因为 φ 是双射，对每个 λ∈ M( L2 ) ，我们有 μ = φ －1 ( λ) ∈ M( L1 ) ． 注意到 Q1 是( LX

1 ，‖·‖1 ) 中 θμ
的远域，因此存在 t ＞ 0 以及 r≤/ μ'，即 r ＞ μ'，使得 A∧ r tQ1 '，从而( T，φ) → ( A) ∧ φ( r)  t( T，φ) →

( Q1 ') ．
由充分性的条件，( T，φ) → ( Q1 ') 是( LY

2 ，‖·‖2 ) 中的一个 L-模糊有界集． 因此对每个 λ∈M( L2 ) 及

( LY
2 ，‖·‖2 ) 中 θλ 的任一远域 W，存在 s ＞ 0 与 α ＞ λ' 使得( T，φ) → ( Q1 ') ∧ α sW． 于是( T，φ) → ( A)

∧ φ( r) ∧ α t( T，φ) → ( Q1 ') ∧ α ( st) W．
由于 L2 是全序格并且 φ 是双射，故 φ( r) ＞ φ( μ') = φ  φ －1 ( λ') = λ'，从而 φ( r) ∧ α ＞ λ'． 由定义

6 可知 ( T，φ) → ( A) 是( LY
2 ，‖·‖2 ) 中的 L-模糊有界集，得证．
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