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［摘要］ 本文在奇点量方法的基础上，以 Grbner 基为工具，提出了焦点量序列的约化算法; 作为应用，讨论了

两类三次系统的中心焦点问题，给出了系统具有中心的若干非平凡条件．
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Abstract: A full-reduction algorithm using Grbner Basis is proposed for the sequence of focal values based on the meth-

od of singular point values． As applications，the center-focus problems of two classes of cubic systems are considered
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中心焦点问题是常微分方程定性理论中的经典课题，它与希尔伯特第十六问题的第二部分紧密相关．
Bautin完整解决了二次系统的中心焦点判定问题，对于三次及以上系统，还没有彻底的结论．一般来讲，中
心焦点问题的最终解决依赖于焦点量的计算，但当计算量过大时，有必要用间接方法推导中心条件．刘一
戎等［1］定义基本李不变量，给出了广义对称原理． Lloyd N等［2］以 Grbner 基为工具，寻找双线性变换将一
类多项式系统化为时间可逆系统，从而确定非平凡的中心条件．
焦点量是确定细焦点的稳定性和其扰动极限环的稳定性的判定量．形式级数法和后继函数法是计算

焦点量的两类经典方法［3，4］．为了解决中心焦点问题，奇点量方法［1，5］、复算法［6］、标准形算法［7］和摄动算
法［8］相继出现．然而所有这些方法生成的判定量序列通常都是非常复杂的． 国内外一些学者利用广义除
法［9］和结式［10］进行焦点量序列的约化，但这些方法无法保证约化后的焦点量序列是最简的; 而 Grbner
基约化理论可以使得焦点量序列中焦点量相对于前面诸阶焦点量是最简的，从而有利于焦点量序列的零

点分解，因此探讨焦点量的自动约化算法是非常必要的．

1 焦点量序列的约化算法
考虑在原点的某个邻域内解析的实微分系统

dx
dt = － y + ∑

∞

k+j = 2
Ak，j x

kyj ≡－ y + X( x，y) ，

dy
dt = x + ∑

∞

k+j = 2
Bk，j x

kyj ≡ x + Y( x，y{ ) ，

( 1)

通过变换 z = x + iy，w = x － iy，T = it，i = －槡 1，系统( 1) 变为复解析微分系统
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dz
dT = z + ∑

∞

k+j = 2
ak，j z

kwj ≡ Z( z，w) ，

dw
dT = － w － ∑

∞

k+j = 2
bk，jw

kzj ≡－ W( z，w{ ) ，

( 2)

考虑到系统( 1) 为实系统，系统( 2) 的系数满足下面的共轭条件:
ak，j = bk，j， k，j≥ 0，k + j≥ 2．

为了描述焦点量的约化算法，我们先简单介绍奇点量和焦点量的关系．
引理 1［1］ 通过形式变换

φ( z，w) = z + ∑
∞

α+β = 2
A*
α，βz

αwβ，

ψ( z，w) = w + ∑
∞

α+β = 2
B*

α，βw
αzβ

{
，

( 3)

系统( 2) 可化为标准形
dφ
dT = φ∑

∞

k = 0
pk ( φ·ψ) k，

dψ
dT = － ψ∑

∞

k = 0
qk ( φ·ψ) k{ ，

( 4)

其中 A*
k+1，k = B*

k+1，k = 0，p0 = q0 = 0．

定义 1［1］ ( i) 在引理 1的记号下，令 μ0 = 0，μk = pk － qk，k = 1，2，3，…，称 μk 为系统( 2) 在原点的
第 k阶奇点量．
( ii) 若 μ1 = μ2 = … = μk－1 = 0，μk ≠ 0，则称系统( 2) 以原点为 k阶细奇点．
( iii) 若系统( 2) 在原点的所有奇点量均为零，则称系统( 2) 以原点为广义中心．
引理 2［1］ 系统( 1) 的第 k阶焦点量 Wk 与系统( 2) 的第 k阶奇点量 μk 存在关系:

Wk = iμk， k = 1，2，3，… ( 5)

引理 3［5］ 系统( 2) 的第 m阶奇点量 μm 由下面的递推公式确定:

μm = ∑
2m+4

k+j = 3
［( m － k + 2) ak，j －1 － ( m － j + 2) bj，k－1］Cm－k+2，m－j+2， ( 6)

其中

C1，1 = 1， C2，0 = C0，2 = Ck，k = 0，k = 2，3，…，

Cα，β = 1
β － α∑

α+β+2

k+j = 3
［( α － k + 1) ak，j －1 － ( β － j + 1) bj，k－1］Cα－k+1，β－j+1，α≠ β，

且当 k ＜ 0 或 j ＜ 0 时，
ak，j = bk，j = Ck，j = 0．

Grbner基方法是由 Buchberger B发现的．该方法能从任意多项式理想的一组初始生成元得到另一组
性质良好的生成元，称为该理想的 Grbner基． Grbner 基与初始生成元具有相同的零点集． Grbner 基的
意义不仅在于它具有良好的性质，而且在于它是可计算的，其中符号计算软件 Maple 11 以上版本引入了
高效的 Grbner基计算引擎 FGb 软件包． 由于多项式微分系统的焦点量通常比较复杂，因此需要用
Grbner基约化理论进行简化．
对于实解析系统( 1) ，下面的算法利用 Grbner基约化技术实现了焦点量序列的约化，即使得第 j阶焦

点量 Wj相对于前面各阶焦点量 W1，W2，…，Wj－1 的 Grbner基是约化的，这里 j = 2，3，…，m．由 Grbner基
约化理论，约化后的焦点量序列与初始焦点量序列具有相同的零点集．在下面的算法中，为了显著地提高
Grbner基的运算效率，我们使用了重新参数化的技巧．
算法 1 第一步: 计算前 m － 1 阶约化焦点量 W1，W2，…，Wm－1 ．
第二步: 利用公式( 5) ～ ( 6) 计算第 m阶焦点量 Wm．

第三步: 对上面得到的前m阶焦点量重新参数化，即 Al，s→ Al+s－1
l，s ，Bl，s→ Bl+s－1

l，s ，使得各焦点量成为新参
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数下的齐次多项式 V1，V2，…，Vm，这里 Al，s，Bl，s 为实解析系统( 1) 中的系数．
第四步: 在数学软件 MapleTM 推荐项序 tord下，求 Vm 关于 Grbner基

Basis( ［V1，V2，…，Vm－1］，tord)
的范式，并将其赋予 Vm．然后将 Vm 在重新参数化前的原像赋予 Wm．
第五步: 返回约化焦点量序列 W1，W2，…，Wm．

2 一类含有 5 个实参数的三次系统
考虑一类具有 5 个实参数的三次微分系统

dx
dt = － y － 2d3xy － ( 87d5 + d1 ) x

3 － ( 3d2 + 229d4 + 3) x2y +

( 229d5 － d1 ) xy
2 + ( d2 + 87d4 － 3) y3，

dy
dt = x + ( 3 + d3 ) x

2 + ( 3 － d3 ) y
2 + ( d2 + 87d4 + 3) x3 － ( 229d5 + d1 ) x

2y －

( 3d2 + 229d4 － 3) xy2 + ( 87d5 － d1 ) y
3













．

( 7)

对于系统( 7) ，我们通过计算机推导出系统的前 6 阶约化焦点量公式，并得到系统具有中心的充要条
件．
系统( 7) 的前 6 阶焦点量依次为

W1 = － 2d1，

W2 = 2( 1264d4 + 8d2 + 213d3 － 1422) d5，

W3 = － 3( 71d3 － 474) ( d3 － 9) ( d3 － 10) d5，

W4 = 508656d3d4d5 － 573680d3d5
3 － 573680d3d4

2d5 + 1654740d3d5 － 51688d3
2d4d5 +

80656
3 d3

2d5
3 + 80656

3 d3
2d4

2d5 － 229827
2 d3

2d5 + 2631648d4
2d5 － 1092096d4d5 －

5925474d5 + 2631648 d5
3，

W5 = － 9
662d5 ( 71d3 － 474) ( d3 － 9) ( 29509d4 － 27759) ，

W6 = 90193994456661279109296
261898730264803 d3d5 － 5117561856

4489 d3 d5
3 － 625781860704

300763 d3d4d5 －

343960166088393639640848
261898730264803 d5 + 4177754957376

300763 d4d5 －

5792721484239021300516
261898730264803 d3

2d5 + 34165131264
4489 d5

3 ．

在给出系统( 7) 以原点为中心的充要条件之前，先给一个引理．
引理 4［2］ 对于系统( 1) ，如果存在连续可微函数 R: U→ R，使得在 U内有


x
( RX) + 

y
( RY) ≡ 0，

其中 U R2 是以原点为中心的某个空心邻域，且当 r = x2 + y槡 2 → 0 时，

∫
2π

0
( RXcosθ + RYsinθ) dθ = O( 1) ，

这里 cosθ = x
r ，sinθ = y

r ，则系统( 1) 以原点为中心．

定理 1 系统( 7) 以原点为中心的充要条件是下列条件之一成立:
( i) d1 = d5 = 0;

( ii) d1 = 0，d2 = － 158d4，d3 = 474
71 ．

证 必要性 只需求解多项式方程组{ Wj = 0: j = 1，2，…，6} ，得到两组条件( i) ～ ( ii) ．
充分性 当条件( i) 成立时，系统( 7) 关于 x轴时间可逆，因此由 Poincaré 对称原理，系统( 7)
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以原点为中心; 当条件( ii) 成立时，系统( 7) 在以原点为中心的某个开邻域内具有积分因子

R( x，y) = ( x2 + y2 ) －
245
87，

由引理 4，系统( 7) 以原点为中心．
推论 1 系统( 7) 至多以原点为 6 阶细焦点．
根据上面的定理和推论，文［5］关于系统( 7) 的结果是错误的．

3 一类含有 6 个实参数的三次微分系统
我们讨论一类含有 6 个实参数的三次微分系统

dx
dt = － y － 2d3xy + ( 71d5 － d1 ) x

3 － ( 3d2 + 229d4 + 3) x2y －

( ad5 + d1 ) xy
2 + ( d2 + 87d4 － 3) y3，

dy
dt = x + ( 3 + d3 ) x

2 + ( 3 － d3 ) y
2 + ( d2 + 87d4 + 3) x3 + ( ad5 － d1 ) x

2y －

( 3d2 + 229d4 － 3) xy2 － ( 71d5 + d1 ) y
3













．

( 8)

对于该系统，当 a = 245时的情形已被文［9］解决．根据王东明的焦点量算法［4］，我们求得系统( 8) 前
8 阶焦点量，然后通过第二部分的算法进行约化，这些约化后的焦点量顺次为:

W1 = － 8 /3d1，

W2 = 4 /5d5 ( 71ad4 + ad2 － 6ad3 + 18a － 213d2 － 17395d4 + 426d3 + 1278) ，

W3 = 96
35d5 ( d3 － 9) ( d3 － 10) ( － 71d3 + ad3 － 3a － 213) ，

W4 = 2304ad5 + 3489792
7 d4d5 － 40328

3 d5
3a + 88

21d5
3a3 － 2840

3 d5
3a2 + 31496168

21 d3d5
3 －

5726576
63 d3

2d5
3 － 3347224

63 d3d5
3a + 11487232

189 d3
2d4

2d5 － 472576
9 d3

2d5d4 + 90112
21 d4

2d5a +

9088000
21 d3d5d4 + 16

189d3
2d5

3a3 － 5680
189 d3

2d5
3a2 + 40423424

7 d4
2d5 － 1664

21 d3
2ad5 +

49152
7 d4d5a － 80992256

63 d3d4
2d5 + 72704

21 d2d3d5 + 118144
21 d3

2d5 + 568d3d5
3a2 －

3712
7 d3ad5 － 36352

63 d2d3
2d5 + 499840

7 d3d5 + 1454080
21 d2d4d5 － 104

63 d3d5
3a3 +

80656
27 d3

2d5
3a － 145408

9 d2d3d5d4 + 145408
189 d2d3

2d5d4 － 106496
63 d3d4

2d5a －

51200
21 d3d4d5a + 16384

189 d3
2d4

2d5a + 2048
63 d3

2d4d5a + 37222744
7 d5

3 + 163584d5，

W5 = 290682432
1001 ad5 + 231581942784

1001 d4d5 － 2414840640
1001 d5

3a + 2112960
143 d5

3a2 － 53280063104
1001 d3d5

3 +

870439552
91 d3

2d5
3 － 1363200

77 d2
2d5 － 9088

77 d2
2d5d3

2 + 281728
77 d2

2d5d3 + 1778948736
1001 d3d5

3a +

2685858432
1001 d3

2d4
2d5 + 4312292352

1001 d3
2d5d4 － 64249906176

1001 d3d5d4 + 613440
1001 d3

2d5
3a2 +

50163306240
1001 d4

2d5 + 10766016
1001 d3

2ad5 + 120849408
1001 d4d5a － 23840486784

1001 d3d4
2d5 －

789783552
1001 d2d3d5 － 764387136

1001 d3
2d5 － 6770560

1001 d3d5
3a2 － 129192192

1001 d3ad5 +

53219328
1001 d2d3

2d5 + 4586322816
1001 d3d5 － 765027840

1001 d2d4d5 － 25487296
143 d3

2d5
3a +

21902080
1001 d2d3d5d4 + 1872128

91 d2d3
2d5d4 － 53710848

1001 d3d4d5a + 4475904
1001 d3

2d4d5a －
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246013704960
1001 d5

3 + 20638452672
1001 d5 + 2822805504

1001 d2d5，

…，

W8 = － 29431990260208691352576
1848539267575 d2

2d3d5d4 － 22411027181661807013632
1176343170275 d2

2d5d3 +

176591941561252148115456
1848539267575 d2

2d4d5 + 134466163089970842081792
1176343170275 d2

2d5 －

941823688326678123282432
1848539267575 d2d3d5d4

3 － 67192970908749411953124864
12939774873025 d2d3d5d4 －

59394664523310165935806464
12939774873025 d2d3d4

2d5 － 605097733904868789368064
1176343170275 d2d3d5 +

5650942129960068739694592
1848539267575 d2d5d4

3 + 391324803100579037615551488
12939774873025 d2d4d5 +

31498076219311897756397568
1176343170275 d2d4

2d5 + 3630586403429212736208384
1176343170275 d2d5 －

81938660884420996725571584
1848539267575 d3d5d4

4 － 52643502849723584675021568
1176343170275 d3d5d4 －

795973751388643689954775296
2587954974605 d3d4

2d5 － 721588134714269468496325632
2587954974605 d3d5d4

3 +

446424428266845430435872768
1848539267575 d5d4

4 + 286816325870907806160462336
1176343170275 d4d5 +

4336684576531231138374292992
2587954974605 d4

2d5 + 3931411216719123311117912064
2587954974605 d5d4

3，

其中 W6，W7 的项数分别为 71，43．
我们首先计算系统( 8) 的前 8阶焦点量的约化 Grbner基 G，然后使用带分解的 Buchberger算法对 G

进行零点分解，总共得到系统( 8) 以原点为中心的 5 组独立的必要条件:
( 1) d1 = d5 = 0;

( 2) d1 = 0，d3 = 3 71 + a
－ 71 + a，d4 = － 1

71
d2 ( a － 213)

a － 245 ;

( 3) a = 245，d1 = 0，d2 = 0，d3 = 158
29 ;

( 4) d1 = 0，d2 = 1 /4 － 258582a + 25351189 + 641a2

－ 426a + a2 + 45369
，d3 = 9，d4 = － 1 /4 － 1207 + 7a

a － 213 ，

d5 = － 4 － 10366a + 11a2 +槡 1386275
( a － 213) 2

;

( 5) d1 = 0，d2 = 1 /4 － 258582a + 25351189 + 641a2

－ 426a + a2 + 45369
，d3 = 9，d4 = － 1 /4 － 1207 + 7a

a － 213 ，

d5 = 4 － 10366a + 11a2 +槡 1386275
( a － 213) 2

．

当条件( 1) 成立时，系统( 8) 的向量场关于 x轴时间可逆，由 Poincaré对称原理，原点为中心．条件( 3)
所对应的情形见文［9］．条件( 4) ～ ( 5) 是可疑的中心条件．当条件( 2) 成立时的情形见下面的定理 2．
定理 2 系统

dx
dt = － y － 6 ( 71 + a) xy

－ 71 + a + 71d5x
3 + － 3d2 + 229

71
d2 ( a － 213)

a － 245 －( )3 yx2 －

ad5y
2x + d2 － 87

71
d2 ( a － 213)

a － 245 －( )3 y3，

dy
dt = x + 3 + 3 71 + a

－ 71( )+ a
x2 + 3 － 3 71 + a

－ 71( )+ a
y2 + d2 － 87

71
d2 ( a － 213)

a － 245 +( )3 x3 +

ad5yx
2 + － 3d2 + 229

71
d2 ( a － 213)

a － 245 +( )3 y2x － 71d5y















 3

( 9)
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以原点为中心．
证 系统( 9) 以

R( x，y) = ( x2 + y2 ) －
1
142a－3 /2

为积分因子，由引理 4，原点为中心．
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