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［摘要］ 设 G是群，G-余分次代数量子群是带有积分的正则的 G-余分次乘子 Hopf 代数．本文主要讨论了 G-余
分次代数量子群的变形的对偶，这个对偶是满足一定条件的代数量子群．若对此对偶再做一次镜面反射，便可得
到一个 G-分次的代数量子群．
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Abstract: Let G be a group，a G-cograded algebraic quantum group is a regular G-cograded multiplier Hopf algebra with
integrals． In this paper，we mainly consider the duality of the deformation of a G-cograded algebraic quantum group，and
obtain the duality is an algebraic quantum group satisfying some certain conditions． Furthermore，using the mirror reflec-
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众所周知，无限维代数的对偶不是余代数，因此用通常的方法( 如文献［1］) 去构造无限维 Hopf代数
的对偶是非常困难的．而文献［2］给出了一个运用积分去处理无限维情形的方法．本文运用这个方法去构
造 G-余分次代数量子群变形的对偶，且利用此对偶得到了一个 G-分次代数量子群．利用此方法同样可以
证明 G-余分次代数量子群的对偶是 G-分次的．
具体地，本文回顾了G-余分次代数量子群的定义及其变形，并给出它们的性质．主要讨论了G-余分次

代数量子群( A =p∈G Ap，Δ) 变形的对偶，给出( A
～̂
，Δ

～̂
) 的乘子Hopf代数结构．得到了G-余分次代数量子群

变形的对偶是满足特定条件的代数量子群，并应用类似的方法讨论了 G-余分次代数量子群的对偶．

1 预备知识
首先，我们做如下约定．本文所考虑的代数均为固定域( 比如复数域 C) 上的结合代数，可以有或没有

单位元，但均有非退化的乘法．设A为代数，乘子代数M( A) 是带有单位元的包含 A作为稠密双边理想的最
大代数．关于乘子代数的具体概念请参考文献［3］．
设 Δ: A→M( A A) 为代数同态，TA

1，T
A
2 : A A→ A A为线性映射，如果对任意的 a，b∈ A，TA

1 ( a
b) = Δ( a) ( 1  b) 和 TA

2 ( a b) = ( a 1) Δ( b) 均为 A A中元素，且满足
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( TA
2  ι)  ( ι TA

1 ) = ( ι TA
1 )  ( T

A
2  ι) ，

其中 ι表示恒等映射，则称 Δ为 A的余乘．
设 A为带有非退化乘法的代数，Δ为A上的余乘，如果TA

1和TA
2是双射，则称( A，Δ) 为乘子Hopf代数［3］．

回顾文献［4，5］，设( A，Δ) 是乘子 Hopf代数，( Ap ) p∈G 是 A的一簇非平凡的子代数，且满足
( 1) A =p∈G Ap，且 ApAq = 0，当 p，q∈ G，p≠ q．
( 2) 对任意的 p，q∈ G，有 Δ( Apq ) ( 1  Aq ) = Ap  Aq 和( Ap  1) Δ( Apq ) = Ap  Aq 成立，

则称( A，Δ) 为 G-余分次乘子 Hopf代数．它是 Hopf群余代数概念的推广［6］．
如果余乘 Δ满足 Δ( Apq ) ( Ap  1) = Ap  Aq 和( 1 Aq ) Δ( Apq ) = Ap  Aq，则称( A，Δ) 为正则 G-余

分次乘子 Hopf代数．如果( A，Δ) 有非零积分，则称( A，Δ) 为 G-余分次代数量子群［4，7］．
命题 1( ［8］，引理 2. 2. 1) 设 φ是 A的左积分，ψ是 A的右积分．则对任意的 a，b∈ A，有

∑φ( ab ( 2) ) b ( 1) = ∑φ( a ( 2) b) S( a ( 1) ) ，

∑ψ( b ( 1) a) b ( 2) = ∑ψ( ba ( 1) ) S( a ( 2) ) ．

命题 2 设 A是 G-余分次的，φ是 A的左积分，ψ是 A的右积分．则对任意的 ap ∈ Ap，bqp ∈ Aqp，cq ∈
Aq 和 p，q∈ G，我们有

( ι φ) ( ( 1  ap ) Δq，p ( bqp ) ) = S( ι φ) ( Δq －1，qp ( ap ) ( 1  bqp ) ) ，

( ψ ι) ( Δq，p ( bqp ) ( cq  1) ) = S( ψ ι) ( ( bqp  1) Δqp，p －1 ( cq ) ) ．
设( B，Δ) 是 G-余分次乘子 Hopf代数，则 B =p∈G Bp ．设 Aut( B) 为 B的 Hopf自同态群，群 G在 B上

的作用是群同态 π: G→ Aut( B) ，对任意的 p∈ G，满足
( 1) πp 保持 B的余乘，即对任意的 b∈ B，Δ( πp ( b) ) = ( πp  πp ) Δ( b) ．
如果存在 π到自身的作用 ρ，使得如下条件( 2) 和( 3) 成立，则称此作用为允许的．
( 2) πp ( Bq ) = Bρp( q) ，这里的 ρ为 π到自身的作用，
( 3) πρp( q) = πpqp －1，p，q∈ G．
如果对任意的 p，q∈ G，有 πp ( Bq ) = Bpqp －1，则称此作用为交叉的．
由文献［4］中引理 2. 3，可得 επp = ε和 Sπp = πpS．
设 B是 G-余分次乘子 Hopf代数，π是 G在 B上的作用，且为允许的．由如下方法，可得 B的变形乘子

Hopf代数 ( 珘B，Δ
～
) ．作为代数，珘B = B．珘B上的余乘 Δ

～
定义为

Δ
～
( b) ( 1  b') = ( πq －1  ι) Δ( b) ( 1  b') ，

其中 b∈ B，b' ∈ Bq．余单位珘ε = ε．对极珘S( b) = πq －1S( b) ，b∈ Bq．

如果 φ是( B，Δ) 的左积分，则 φ也是( 珘B，Δ
～
) 的左积分．如果 ψ是 B的右积分，则( 珘B，Δ

～
) 的右积分定义

为 珘ψ( b) = ψ( πp －1 ( b) ) ，b∈ Bp ( 见文献［9］中定理 3. 11) ． ( 珘B，Δ
～
) 就称为代数量子群( B，Δ) 的变形．

由命题 2 可得，对极珘S和积分 φ，珘ψ的关系如下:

命题 3 设( 珘B，Δ
～
) 是代数量子群( B，Δ) 的变形，φ( 珘ψ) 是 珘B的左( 右) 积分，则对任意的 p，q∈ G，有

珘S( ι φ) ( Δ
～
p，q ( bpq ) ( 1  b'q ) ) = ( ι φ) ( ( 1  bpq ) Δ

～
p －1，pq ( b'q ) ) ，

珘S( 珘ψ ι) ( ( bq －1pq  1) Δ
～
p，q ( b'pq ) ) = ( 珘ψ ι) ( Δ

～
q －1pqq，q －1 ( bq －1pq ) ( b'pq  1) ) ．

2 ( A
～̂
，Δ

～̂
) 的乘子 Hopf代数结构

设( A =p∈G Ap，Δ) 是 G-余分次代数量子群，类似文献［4］，本节将构造( A
～̂
，Δ

～̂
) ，并证明它为正则的乘

子 Hopf代数．

定义 1 设( A =p∈G Ap，Δ，φ，ψ) 是 G-余分次代数量子群，则它的变形 ( A
～
，Δ

～
，φ，珘ψ) 也是代数量子

群．定义 A
～̂
为 A

～
中所有形为 φ(·a) 的线性映射构成的空间，其中 a∈ A

～
．显然，A

～̂
=p∈G A

～̂
p，φ(·ap ) ∈ A

～̂
p，

φ( a'qap ) = 0，p≠ q．
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命题4 对 wp∈ A
～̂
p，w'q∈ A

～̂
q，定义乘法为 ( wp w'q ) ( xqp ) = ( wp w'q ) Δ

～
qpq －1，q ( xqp ) ，xqp∈ Aqp，p，

q∈ G，则乘法是结合的和非退化的．

命题 5 如果 ap ∈ Ap，wq ∈ A
～̂
q，p，q∈ G，则

( 1) wqφ(·ap ) = φ(·bpq ) ，bpq = ( wq  珘S
－1  ι) Δ

～
qp －1q －1，qp ( aq ) ;

( 2) wqφ( ap·) = φ( cpq·) ，cpq = ( wq  珘S ι) Δ
～
pq －1p －1，pq ( ap ) ;

( 3) 珘ψ( ·ap ) wq = 珘ψ(·dqp ) ，dpq = ( ι wq  珘S) Δ
～
pq，q －1 ( ap ) ;

( 4) 珘ψ( ap·) wq = 珘ψ( eqp·) ，epq = ( ι wq  珘S
－1 ) Δ

～
pq，q －1 ( ap ) ．

运用上述公式可得乘积 fpwq 和 wqfp，fp ∈ A'p，wq ∈ A
～̂
q ．设 A' = ∏

p∈G
A'p，易知 A' 是 A

～̂
－ 双模．

定义 2 设 wp ∈ A
～̂
p，wq ∈ A

～̂
q，定义

〈( wp  1) Δ
～̂
( wq ) ，xqp  yq〉=〈wp  wq，Δ

～
qpq －1，q ( xqp ) ( 1  yq ) 〉，

〈Δ
～̂
( wp ) ( 1  wq ) ，zp  xqp〉=〈wp  wq，( zp  1) Δ

～
qpq －1，q ( xqp ) 〉．

事实上，如果 ε∈ A
～̂
e，则

〈Δ
～̂
( wp ) ，xp  yp〉=〈wp，xpyp〉．

引理 1 如果 wp ∈ A
～̂
p，wq ∈ A

～̂
q，则 ( wp  1) Δ

～̂
( wq ) ∈ A

～̂
qp  A

～̂
q，Δ

～̂
( wp ) ( 1 wq ) ∈ A

～̂
p  A

～̂
qp ．且等式

( A
～̂
p  ι) Δ

～̂
( A

～̂
q ) = A

～̂
qp  A

～̂
q和 Δ

～̂
( A

～̂
p ) ( 1  A

～̂
q ) = A

～̂
p  A

～̂
qp 成立．

命题 6 映射 Δ
～̂
: A

～̂
→ M( A

～̂
 A

～̂
) 是 A

～̂
上的正则的余乘．

证明 易证映射 Δ
～̂
: A

～̂
p → M( A

～̂
 A

～̂
) 是代数同态． 设 wp ∈ A

～̂
p，wq ∈ A

～̂
q，wr ∈ A

～̂
r，xqp ∈ Aqp，yq ∈ Aq，

zrq ∈ Arq，则有

〈( wp  1  1) ( Δ
～̂
 ι) ( Δ

～̂
( wq ) ( 1  wr ) ) ，xqp  yq  zrq〉=

〈wp  ( Δ
～̂
( wq ) ( 1  wr ) ) ，Δ

～
qpq －1，q ( xqp ) ( 1  yq )  zrq〉=

〈wp  wq  wr，Δ
～ 12
qpq －1，q ( xqp ) ( 1  yq  1) Δ

～ 23
rqr －1，r ( zrq ) 〉=

〈( wp  1) Δ
～̂
( wq )  wr，xqp  ( yq  1) Δ

～
rqr －1，r ( zrq ) 〉=

〈( ι Δ
～̂
) ( ( wp  1) Δ

～̂
( wq ) ) ( 1  1  wr ) ，xqp  yq  zrq〉．

于是，余乘 Δ
～̂
是余结合的． 为证余乘是正则的，只需证明元素 Δ

～̂
( wp ) ( wq  1) ∈ A

～̂
qp  A

～̂
p 和( 1 

wp ) Δ
～̂
( wq ) ∈ A

～̂
q  A

～̂
pq，其中 wp ∈ A

～̂
p，wq ∈ A

～̂
q ．事实上，对 xqp ∈ Aqp，yq ∈ Aq，有

〈Δ
～̂
( wp ) ( wq  1) ，xqp  yp〉= 〈Δ

～̂
( wp ) ，( ι wq ) Δ

～
qpq －1，q ( xqp )  yp〉=

〈wp，( ι wq ) ( Δ
～
qpq －1，q ( xqp ) ( yp  1) ) 〉= 〈wp  wq，Δ

～
qpq －1，q ( xqp ) ( yp  1) 〉．

如果 wp = φ( ap·) ，wq = φ(·bq ) ，有

〈Δ
～̂
( wp ) ( wq  1) ，xqp  yp〉= 〈wp  wq，Δ

～
qpq －1，q ( xqp ) ( yp  1) 〉=

wp ( ( ( ι φ) ( Δ
～
qpq －1，q ( xqp ) ( 1  bq ) ) ) yp ) = wp ( 珘S

－1 ( ι φ) ( ( 1  xqp ) Δ
～
qp －1q －1，qp ( bq ) ) yp ) =

φ( ap ( 珘S
－1 ( ι φ) ( ( 1  xqp ) Δ

～
qp －1q －1，qp ( bq ) ) ) yp ) =

φ( ( ( ι φ) ( 1  xqp ) ( 珘S
－1  ι) ( Δ

～
qp －1q －1，qp ( bq ) ( 珘S( ap  1) ) ) ) yp ) =

〈φ φ，( 1  xqp ) ( 珘S
－1  ι) ( Δ

～
qp －1q －1，qp ( bq ) ( 珘S( ap )  1) ) ( yp  1) 〉．

记( 珘S－1  ι) ( Δ
～
qp －1q －1，qp ( bq ) ( 珘S( ap ) 1) = Σ i pi qi∈ Ap Aqp，可证得 Δ

～̂
( wp ) ( wq1) = Σ iφ(·qi )
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 φ( pi·) ．第 2 个类似可证．

定义 3 设 wp ∈ A
～̂
p，p∈ G，wp = φ(·ap ) ，ap ∈ A

～
p ．定义 ε̂( wp ) = φ( ap ) ．

如果wp = φ( ap·) = φ(·bp ) = 珘ψ( cp·) = 珘ψ(·dp ) ，其中 ap，bp，cp，dp在 Ap中惟一决定，则可得 ε̂( wp )

= φ( ap ) = φ( bp ) = 珘ψ( cp ) = 珘ψ( dp ) ．

由下面命题可知 ε̂是( A
～̂
，Δ

～̂
) 中余单位．

命题 7 ε̂: A
～̂
→ C是代数同态，且对任意的 wp ∈ A

～̂
p，wq ∈ A

～̂
q，满足

( 1) ( ι ε̂) ( ( wp  1) Δ
～̂
( wq ) ) = wpwq，

( 2) ( ε̂ ι) ( Δ
～̂
( wp ) ( wq  1) ) = wpwq．

定理 1 如果对极珘Ŝ与珘S对偶，则( A
～̂
，Δ

～̂
) 是正则的乘子 Hopf代数．

证明 由文献［2］中命题 4. 7 类似可得．

3 ( A
～̂
，Δ

～̂
) 的代数量子群结构

本节我们将证明( A
～̂
，Δ

～̂
) 是代数量子群．首先定义 A

～̂
的左积分．

定义 4 设 珘ψ是 A
～
上右积分．对 wp = 珘ψ( ap·) ，令

φ̂( wp ) =
ε( ap ) ， p = e;

0， p≠{ e．

定理 2 设( A =p∈G Ap，Δ = { Δp，q} p，q∈G ) 是 G-余分次代数量子群，( A
～̂
，Δ

～̂
) 见上节定义，则( A

～̂
，Δ

～̂
) 是

满足如下条件的代数量子群:

( 1) A
～̂
=p∈Gφ(·A

～
p ) 且A

～̂
q A

～̂
p = A

～̂
pq ．

乘法定义为〈φ(·ap ) φ(·a'q ) ，bqp〉=〈φ(·ap )  φ(·a'q ) ，Δ
～
qpq －1，q ( bqp ) 〉．

( 2) 〈A
～̂
q，Ap〉= 0，p≠ q．

( 3) 〈Δ( A
～̂
q ) ，Ap  Ar〉= 0，q≠ p或 q≠ r．

证明 前面已证 A
～̂
是带有非退化乘法的代数，Δ

～̂
是 A

～̂
的正则余乘，且有余单位 ε̂．下证 φ̂为左积分．显

然 φ̂非零．对任意的 wp ∈ A
～̂
p，wq ∈ A

～̂
q，计算 ( ι φ̂) ( ( wp  1) Δ

～̂
( wq ) ) ．设 wp = 珘ψ( ap·) ，wq = 珘ψ( bq·) ，

则

〈( wp  1) Δ
～̂
( wq ) ，xqp yq〉= ( 珘ψ珘ψ) ( ( ι珘S－1 ) ( Δ

～
pq，q －1 ( ap ) ( 1珘S( bq ) ) ) ( xqp yq ) ) ，xqp∈ Aqp，

yq ∈ Aq．
因此，

( ι φ̂) ( ( wp  1) Δ
～̂
( wq ) ) =

φ̂( wq ) wp， q = e;

0， q≠{ e．

于是可得，( ι φ̂) ( ( wp  1) Δ
～̂
( wq ) ) = φ̂( wq ) wp．

注意到 ε̂是对极作用下的不变量，则由以上计算可知，( ι φ̂) Δ
～̂
( wq ) 和 φ̂( wq ) 1p 作为右乘子是相等

的．因此，作为 M( A
～̂
) 中乘子它们也是相等的．这就证明了 φ̂是 A

～̂
的左积分．

再证 φ̂是忠实的．如果 wp ∈ A
～̂
p，wq ∈ A

～̂
q，设 wp = 珘ψ( ap·) ，ap ∈ Ap，则 wpwq = 珘ψ( ( ι wq ) ( ι珘S

－1 )

Δ
～
pq，q －1 ( ap ) ·) ．因此，

φ̂( wpwq ) =
wq ( 珘S

－1 ( ap ) ) ， pq = e;

0， pq≠{ e．
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周 璇，等:群余分次代数量子群变形的对偶




如果对任意的 ap 上式为 0，则 wq = 0．如果对任意的 wq 上式为 0，则 ap = 0．证毕．

记 Bp = A
～̂
p －1，且继承 A

～̂
的乘法，余乘，余单位，对极和积分( 这个变换亦称为“镜面反射”) ，则可得

命题 8 B =p∈G Bp 是 G-分次代数量子群．
由上述构造方法，可得如下命题．
命题9 设( A =p∈G Ap，Δ: = { Δp，q} p，q∈G ) 是 G-余分次代数量子群，则对偶( Â，̂Δ) 是 G-分次代数量

子群．
此命题亦可看作文献［9］中命题 3. 1 的推论．
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