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热力学机制是动力系统所研究的内容之一． Gibbs 测度则是热力学机制中的一个重要概念，它在动力

系统维数理论和重分形分析等方面都起到了非常重要的作用． 设X为紧度量空间，对任意的 x∈X，若序列

Φ = { φn : X→ R} 满足 φn ( x) = ∑
n－1

k = 0
φ( f kx) ，n∈ N，则称序列 Φ 为可加的，否则称 Φ 是非可加的． 若对于

n，m∈ N，φm+n ≤ φm ( x) + φn ( f
nx) ，则称序列 Φ = { φn : X → R} 是次可加的． 2006 年，Barrieira［1］ 和

Mummert［2］ 又先后提出了几乎可加序列的概念，即存在 c ＞ 0，对于n，m∈N，序列 Φ = { φn} 满足 φn +
φm  f

n － c≤φn+m≤φn + φm  f
n + c． 1975 年，Bowen［3］ 给出了有限型子移位空间上，集合FA 中函数的Gibbs

测度的存在性． Falconer 是最早研究非可加系统的，1988 年，Falconer［4］ 在混合排斥子上给出次可加序列

的变分原理． 1992 年，Ruelle［5］ 在紧度量空间上，给出了 Gibbs 测度的存在性． 2006 年，Barrieira［1］ 建立了

几乎可加序列在排斥子上的变分原理并讨论了平衡态及 Gibbs 测度的存在性和惟一性． Mummert［2］ 在有

限型子移位空间上，给出了变分原理并讨论了平衡态及 Gibbs 测度的存在性和惟一性．
本文的主要工作是将 Gibbs 测度的存在性推广到一般的紧致度量空间上．
本文的结构如下． 第1 节介绍了一些相关的定义． 第2 节给出一些相关问题的介绍． 在第3 节中给出了

本文的主要结果及其证明．

1 相关的重要概念

在本节中简单介绍一下分离集、拓扑压、Gibbs 测度等概念，为后面第 3 节进行进一步的研究做准备．
设 X 是紧致度量空间，f: X→ X 为 X 上的连续自映射．
定义 1［6］ 对于 x∈ X． 若存在 n∈ N，使得 f n ( x) = x，则称 x 是 f 的周期点． 若 f n ( x) = x，且对任意

的 1 ≤ k ＜ n，f k ( x) ≠ x，则称 n 为点 x 的周期． 若 f( x) = x，则称 x 为 f 的不动点，f 的所有不动点的集合

记作 Fix( x) ．
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定义 2［7］ 设( X，B，μ) 为概率空间，f: X → X 为映射． M( X) 为概率测度的集合． 映射珓f: M( X) →
M( X) 满足(珓fμ) ( B) = μ( f －1B) ，B∈B( X) ，若对于测度 μ∈M( X) ，有珓fμ = μ，则称 μ 为对 f 不变的概

率测度，这样的测度构成的集合用 M( X，f) 表示．
设( X，d) 是度量空间，f: X→ X 为映射，定义以 x∈ X 为中心，半径为 ε 的开球 B( x，ε) = { y ∈ X |

d( x，y) ＜ ε} ，珔B( x，ε) 为闭球． 对于 n≥ 1，记 df
n ( x，y) = : max

0≤i≤n －1
d( f ix，f iy) ，它是一个与 n 有关的 X 上的

新度量．
定义 3［7］ 设 K 为 X 的紧致子集，给定 n∈ N，ε ＞ 0，若对于任意 x∈ K，存在 y∈ F，使得 df

n ( x，y) ≤
ε，即满足 K∪

y∈F
Bn ( y，ε) ，则称子集 F X 是 K 关于 f 的( n，ε) － 生成集．

定义 4［7］ 设 K 为 X 的紧致子集，给定 n∈ N，ε ＞ 0，若 x，y∈ E K 且 x≠ y，满足 df
n ( x，y) ＞ ε，

则称 E 是 K 关于 f 的( n，ε) － 分离集．
命题 1［7］ 若 E 为 K 关于 f 的最大基数的( n，ε) － 分离集，则 E 也是 K 关于 f 的( n，ε) － 生成集．
下面用分离集来定义函数的拓扑压．
定义 5［7，8］ 设( X，d) 是紧致度量空间，f: X→ X 是连续映射，φ: X→ R 为 X 上的实值函数，对于 x∈

X，给定 n∈ N，定义 Snφ( x) =∑
n－1

i = 0
φ( f ix) ，对于 ε ＞ 0，n∈ N，记 Nd ( f，φ，ε，n) : = sup{∑

x∈E
eSnφ( x) | E X

是( n，ε) － 分离集} ，则 P( φ) : = P( f，φ) : = lim
ε→0

limsup
n→∞

1
n logNd ( f，φ，ε，n) ，这时我们称 P( φ) 为 f 关于 φ

的拓扑压．
定义 6［7］ 设 f 为紧致度量空间( X，d) 上的同胚，若存在 δ ＞ 0，对于 x≠ y∈ X 时，存在 n∈ Z，使得

d( f nx，f ny) ＞ δ，则称同胚 f 为可扩的且 δ 为可扩常数．
定义 7［8］ 定义集合

Cf ( X) = { φ: X→ R 为连续函数 | 存在 C，ε ＞ 0，使得对所有的 n ∈ N，df
n ( x，y) ≤ ε | Snφ( x) －

Snφ( y) |≤ C} ．
定义8［9］ 设 f: X→X为紧致度量空间( X，d) 上的连续映射，若对于任意ε ＞ 0，存在整数M = M( ε) ，

使得满足下列条件:

( a) I1，I2，…，In 是整数区间且对于任意 j，Ij ［a，b］，a，b∈ Z，

( b) dist( Ii，Ij ) ≥ M( ε) ，i≠ j，则对于任意 x1，x2，…，xn ∈ X，存在点 x∈ X，使得:

( 1) f b－a+M( ε) ( x) = x，

( 2) d( f k ( x) ，f k ( xi ) ) ＜ ε，k∈ Ii ．
则我们称映射 f: X→ X 具有 specification 性质．
2006 年，Barrieira［1］ 提出了几乎可加序列的概念并给出几乎可加函数序列的拓扑压的定义．
定义 9［1］ 设 Φ = { φn} 是函数序列，若存在 c ＞ 0，对于n，m∈ N，有

φn + φm  f
n － c≤ φn+m ≤ φn + φm  f

n + c，
则称序列 Φ = { φn} 是几乎可加函数序列．

定义 10［1］ 设 X 是紧致度量空间且 f: X→ X 是同胚． Φ = { φn} 是几乎可加的连续函数序列． 当 x∈
X，n∈ N 时，对于 ε ＞ 0，记

Nd ( f，Φ，ε，n) = sup{∑
x∈E

eφn( x) E X 是( n，ε) － 分离集} ．

注 1 若 ε1 ＜ ε2，则 Nd ( f，Φ，ε1，n) ≥ Nd ( f，Φ，ε2，n) ．
定义 11［1］ 设 X 是紧致度量空间且 f: X→ X 是同胚． Φ = { φn} 是几乎可加连续函数序列，当 ε ＞ 0，

记 P( f，Φ，ε) = limsup
n→∞

1
n logNd ( f，Φ，ε，n) ．

注 2 若 ε1 ＜ ε2，则 P( f，Φ，ε1 ) ≥ P( f，Φ，ε2 ) ．
定义 12［1］ 设 X 是紧致度量空间且 f: X→ X 是同胚． Φ = { φn} 是几乎可加连续函数序列，由注 2，当

ε→ 0 时，P( f，Φ，ε) 的极限存在，记 P( Φ) = lim
ε→0

P( f，Φ，ε) ． 这时我们称 P( Φ) 为 f 关于 Φ 的拓扑压．
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定义 13［1］ 设 X 是紧致度量空间且 f: X → X 是同胚，Φ = { φn} 是连续函数序列． 若其满足: 存在

ε0 ＞ 0 和 K，supvarm ( Φ，f，ε0 ) = K，其中 varm ( Φ，f，ε0 ) = sup{ | φn ( x) － φn ( y) | : d( f k ( x) ，f k ( y) ) ≤
ε0，0 ≤ k≤ m － 1，n≥ 1} ，我们称该序列为有界变差的连续函数序列．

注 3 设 X 是紧致度量空间，同胚 f: X→ X 是可扩的且可扩常数为 δ0，ε ＜ δ0 /2，若几乎可加函数序列

Φ = { φn} 是有界变差的，则 P( Φ) = lim
n→∞

1
n logNd ( f，Φ，ε，n) ．

证明 可参见［7］中定理 9. 6 的证明，证明方法与其类似．

2 相关问题的介绍

设 A 是一个取值为 0 或 1 的 n × n 的矩阵，Σn = { 1，2，…，n} N，在集合 ΣA = { x = { xi}
+∞
－∞ ∈ Σn : Axixi+1

= 1，对于每个 i∈ Z} 上定义相应的拓扑 Markov 链 σ: ΣA → ΣA ． 设( ΣA，σ) 为有限型子移位空间，对于连

续函数 φ: ΣA→R，定义 varkφ = sup{ | φ( x) － φ( y) | : xi = yi， | i |≤ k} ，k≥0． 设FA 为满足条件 varkφ
≤ bαk，b ＞ 0，α∈ ( 0，1) ，k≥ 0 的函数构成的集合． 若 U，V 是 ΣA 的两个非空开子集，存在 N ＞ 0，使得

对于n≥ N，σnU∩ V≠，则称 σ 是拓扑混合的．
1975 年，Bowen［3］ 给出了有限型子移位空间上，集合 FA 中函数的 Gibbs 测度的存在性．

定理 1［3］ 设 ΣA 是拓扑混合的且 φ∈ FA，可以找到常数 c1，c2，对于每个 x∈ ΣA 且 n≥ 0，存在一个

惟一的 σ － 不变的 Borel 概率测度，满足

c1 ≤
μ{ y: yi = xi，i∈ ( 0，n) }

(exp － Pn +∑
n－1

k = 0
φ( σk ( x )) )

≤ c2，

这时，我们称 μ 为函数 φ 的 Gibbs 测度．
1992 年，Ruelle［5］ 在紧度量空间上，给出了 Gibbs 测度的存在性( 可参见［8］) ． 定义测度 μ:

记 PY ( f，φ，n) : = ∑
x∈Fix( fn) ∩Y

eSnφ( x) ，Y 为 X 的子集．

序列 μn = 1
PX ( f，φ，n) ∑x∈Fix( fn)

eSnφ( x) δx，由 M( X) 的紧致性，序列 μn 存在极限点

μ = lim
k→∞

μnk ∈ M( X，f) ， ( 1)

且 μn ( Y) = PY ( f，φ，n) /PX ( f，φ，n) ．
定理 2［5，8］ 设( X，d) 是紧致度量空间，f: X→ X 是具有 specification 性质的可扩同胚，测度 μ 如式

( 1) 定义，φ∈ Cf ( X) ，ε ＞ 0 同定义 7，则存在 Aε，Bε ＞ 0，对于 y∈ X，n∈ N，使得测度 μ 满足:

Aε ≤
μ( Bn ( y，ε) )

exp( － nP( φ) + Snφ( y) )
≤ Bε ．

2006 年，Barrieira［1］ 给出了排斥子上几乎可加函数序列 Gibbs 测度的存在性． 设 f: M → M 是可微映

射，Λ 是 f 的排斥子，称闭集 R1，R2，…，RpΛ是排斥子Λ的Markov 分割． 定义一个 p × p 阶矩阵A = ( τij )

且

τij =
1， 若 f( intRi ) ∩ Rj ≠，

0， 若 f( intRi ) ∩ Rj = { ．

我们可以在集合

ΣA = { ( i1 i2…) ∈ { 1，2，…，p} N : τikik+1 = 1，对于每个 k∈ N}

上定义相应的拓扑 Markov 链 σ: ΣA → ΣA，移位映射 σ( i1 i2…) = ( i2 i3…) ． 定义 ΣA，n = { ( i1 i2…in ) | il =
jl，l = 1，2，…，n，( j1 j2…jn ) ∈ ΣA} ，且对于每个( i1 i2…in ) ∈ ΣA，n，定义

Δ i1…in =∩
n

l = 1
f －l+1Ril ．

定理3［1］ 设Λ 是一个可微映射的一个排斥子，Φ = { φn} 是几乎可加且满足有界变差条件的连续函

数序列，存在常数 C ＞ 0，使得对于每个 n∈ N，( i1 i2…in ) ∈ ΣA，n 且 x∈ Δ i1…in，存在 Λ 上的 Borel 概率测度
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μ 满足

C－1 ≤
μ( Δ i1…in )

exp( － nP( Φ) + φn ( x) )
≤ C．

2006 年，Mummert［2］ 在有限型子移位空间上给出 Gibbs 测度的存在性．

3 主要结果及其证明

我们所做的工作是给出紧致度量空间上几乎可加函数序列的 Gibbs 测度的存在性． 为了得到我们所

要的结论，先给出下面几个引理．
引理 1 设( X，d) 是紧度量空间，若 f: X→ X 是可扩同胚且具有 specification 性质，可扩常数为 δ0，则

对于几乎可加且具有有界变差的连续函数序列 Φ = { φn} ，ε0 满足定义13，记 δ1 = min{ δ0 /2，ε0 } ，ε∈ ( 0，

δ1 ) ，当 δ ＞ 0 时，存在 Cδ，ε，使得 Nd ( f，Φ，δ，n) ≤ Cδ，εNd ( f，Φ，ε，n) ．
证明 当 δ≥ ε 时，我们取 Cδ，ε = 1，即得到了引理的结果． 下面考虑 δ ＜ ε 的情况，设 E 是任意一个

( n，δ) － 分离集且 F 是一个极大的( n，ε) － 分离集． 定义映射 g: E→ F，对于每个 x∈ E，有 z = g( x) ∈ F
且满足 d( f k ( x) ，f k ( z) ) ≤ ε，0≤ k≤ n － 1． 记 Ez = { x∈ E: d( f k ( x) ，f k ( z) ) ≤ ε，0≤ k≤ n － 1} ． 对

于 x∈ Ez，有界变差的函数序列Φ = { φn} ，满足 | φn ( x) － φn ( z) | ＜ K，∑
x∈E

eφn( x) ≤∑
z∈F

( cardEz ) e
Keφn( z) ≤

MeKNd ( f，Φ，ε，n) ．
取 Cδ，ε = MeK，得证．
引理 2 设( X，d) 是紧致度量空间，f: X→ X 是具有 specification 性质的可扩同胚，可扩常数为 δ0，Φ

= { φn} 是几乎可加的且满足有界变差条件的连续函数序列，ε0 满足定义 13，记 δ2 = min{ δ0 /3，ε0 } ，对于

ε∈ ( 0，δ2 ) ，存在 kε，Kε ＞ 0，使得

∏
m

j = 1
( kεNd ( f，Φ，ε，nj ) ) ≤ Nd f，Φ，ε，∑

m

j = 1
n( )j ≤∏

m

j = 1
( KεNd ( f，Φ，ε，nj ) ) ，

这里 n1，n2，…，nm ∈ N．

证明 ( i) 若 E 是 ∑
m

j = 1
nj，( )ε － 分离集，Fj 是一个极大( nj，ε /2) － 分离集，定义映射 z: E→ F1 × F2 ×

… × Fm，则 对 于 x ∈ E，存 在 z( x) = ( z1 ( x) ，z2 ( x) ，…，zm ( x) ) ∈ F1 × F2 × … × Fm，使 得 df
nj ( f

n1+n2+…+nj－1 ( x) ，zj ( x) ) ≤ ε /2 且 z(·) 是单射，因为{ φn} 是几乎可加函数序列，所以有

φ∑
m

j = 1
nj ( x) ≤ φn1 ( x) + φn2 ( f

n1 ( x) ) + … + φnm ( f n1+n2+…+nm－1 ( x) ) + ( m － 1) c．

因此

φ∑
m

j = 1
nj ( x) －∑

m

j = 1
φnj ( zj ( x) ) ≤ ( φn1 ( x) － φn1 ( z1 ( x) ) ) + ( φn2 ( f

n1 ( x) ) － φn2 ( z2 ( x) ) ) + … +

( φnm ( f n1+n2+…+nm－1 ( x) ) － φnm ( zm ( x) ) ) + ( m － 1) c≤ mK + mc．
从而得到

(exp φ∑
m

j = 1
nj ( x )) ≤ (exp ∑

m

j = 1
φnj ( zj ( x )) ) exp( m( K + c) ) ，

即

(exp φ∑
m

j = 1
nj ( x )) ≤∏

m

j = 1
( exp( φnj ( zj ( x) ) ) exp( K + c) ) ，

所以得到

∑
x∈E

(exp φ∑
m

j = 1
nj ( x )) ≤∏

m

j =
(

1
∑

zj( x) ∈Fj

exp( φnj ( zj ( x) ) ) exp( K + c) ) ．

由引理 1 得到

∑
x∈E

(exp φ∑
m

j = 1
nj ( x )) ≤∏

m

j = 1
( exp( K + c) Nd ( f，Φ，ε /2，nj ) ) ≤
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∏
m

j = 1
( Cε /2，εexp( K + c) Nd ( f，Φ，ε，nj ) ) ．

取

Kε = Cε /2，εexp( K + c) ，

得到

Nd f，Φ，ε，∑
m

j = 1
n( )j ≤∏

m

j = 1
( KεNd ( f，Φ，ε，nj ) ) ．

所以得到引理中右边的不等式成立，在证明左边的不等式成立之前，先证明下面这个不等式成立．
记 aj = n1 + n2 + … + nj－1 + ( j － 1) Mε，1 ≤ j≤ m． 这里 Mε 由定义 8 给出，所以

am + nm = n1 + n2 + … + nm + ( m － 1) Mε ．
φam+nm ( x) = φn1+n2+…+nm+ ( m－1) Mε

( x) ≥ φn1 ( x) + φn2 ( f
n1+Mε ) ( x) + … +

φnm ( f n1+n2+…+nm－1+ ( m－1) Mε ( x) ) － mc0 ． ( 2)

这里 c0 = ( Mε + 1) c + Mε‖φ1‖∞ ． ( ‖φ1‖∞ = sup | φ1 ( x) | ，x∈ X)

下面证明( 2) 式

φam+nm ( x) = φn1+n2+…+nm+ ( m－1) Mε
( x) ≥ φn1+Mε

( x) + φn2+n3+…+nm+ ( m－2) Mε
 f n1+Mε ( x) － c≥

φn1+Mε
( x) + ( φn2+Mε

+ φn3+…+nm+ ( m－3) Mε
 f n2+Mε － c)  f n1+Mε ( x) － c =

φn1+Mε
( x) + φn2+Mε

 f n1+Mε ( x) + φn3+…+nm+ ( m－3) Mε
 f n1+n2+2Mε ( x) － 2c≥…≥

φn1+Mε
( x) + φn2+Mε

 f n1+Mε ( x) + φn3+Mε
 f n1+n2+2Mε ( x) + … +

φnm－1+Mε
 f n1+n2+…+nm－2+ ( m－2) Mε ( x) + φnm  f

n1+n2+…+nm－1+ ( m－1) Mε ( x) － ( m － 1) c≥
( φn1 ( x) + φMε

 f n1 ( x) － c) + ( φn2 + φMε
 f n2 － c)  f n1+Mε ( x) + … +

( φnm－1
+ φMε

 f nm－1 － c)  f n1+…+nm－2+ ( m－2) Mε ( x) + φnm  f
n1+…+nm－1+ ( m－1) Mε ( x) － ( m － 1) c =

φn1 ( x) + φn2  f
n1+Mε ( x) + … + φnm  f

n1+…+nm－1+ ( m－1) Mε ( x) + φMε
 f n1 ( x) +

φMε
 f n1+n2+Mε ( x) + … + φMε

 f n1+…+nm－1+ ( m－2) Mε ( x) － ( m － 1) 2c≥
φn1 ( x) + φn2  f

n1+Mε ( x) + … + φnm  f
n1+…+nm－1+ ( m－1) Mε ( x) － ( m － 1) ( Mε‖φ1‖∞ + ( Mε － 1) c) －

( m － 1) 2c≥ φn1 ( x) + φn2  f
n1+Mε ( x) + … + φnm  f

n1+…+nm－1+ ( m－1) Mε ( x) － mc0，

这里 c0 = ( Mε + 1) c + Mε‖φ1‖∞ ．
下面证明引理中左边的不等式成立．
( ii) 设 Ej 是( nj，3ε) － 分离集，aj = n1 + n2 +… + nj－1 + ( j － 1) Mε，这里 Mε 由定义 8 给出，Ij = ［aj，

aj + nj － 1］，由 specificaion性质，若 x = ( x1，x2，…，xm ) ∈E1 × E2 ×… × Em，则存在 z( x) ，使得 df
nj ( f

aj ( z) ，

xj ) ＜ ε，E = { z( x) | x∈ E1 × E2 × … × Em} 是( am + nm，ε) － 分离集．
因为序列 Φ 是有界变差的，所以有

| φn1 ( z( x) ) － φn1 ( x1 ) | ＜ K，| φn2 ( f
n1+Mεz( x) ) － φn2 ( x2 ) | ＜ K，…，

| φnm ( f n1+n2+…+nm－1+ ( m－1) Mεz( x) ) － φnm ( xm ) | ＜ K．
又因为( 2) 式成立，即

φam+nm ( x) = φn1+n2+…+nm+ ( m－1) Mε
( x) ≥ φn1 ( x) + φn2 ( f

n1+Mε ( x) ) + … +

φnm ( f n1+n2+…+nm－1+ ( m－1) Mε ( x) ) － mc0，

这里 c0 = ( Mε + 1) c + Mε‖φ1‖∞ ，因此

φam+nm ( z( x) ) －∑
m

j = 1
φnj ( xj ) ≥ ( φn1 ( z( x) ) － φn1 ( x1 ) ) + ( φn2 ( f

n1+Mε ( z( x) ) ) － φn2 ( x2 ) ) + … +

( φnm ( f n1+n2+…+nm－1+ ( m－1) Mε ( z( x) ) ) － φnm ( xm ) ) － mc0 ≥－ mK － mc0 ．
从而有

φam+nm ( z( x) ) ≥－ m( c0 + K) +∑
m

j = 1
φnj ( xj ) ，

所以得到
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exp( φam+nm ( z( x) ) ) ≥ exp( － m( c0 + K) ) exp(∑
m

j = 1
φnj ( xj ) ) ．

由定义 10，

Nd ( f，Φ，ε，am + nm ) ≥ exp( － m( c0 + K) )∏
m

j = 1
Nd ( f，Φ，3ε，nj ) ． ( 3)

因为 am + nm = ( m － 1) Mε +∑
m

j = 1
nj，由( 1) 得到

Nd ( f，Φ，ε，am + nm ) ≤ Km
εNd ( f，Φ，ε，∑

m

j = 1
nj ) Nd ( f，Φ，ε，Mε )

m－1 ．

由引理 1 和( 3) 式得到

Nd ( f，Φ，ε，∑
m

j = 1
nj ) ≥ K－m

ε Nd ( f，Φ，ε，Mε )
1－mNd ( f，Φ，ε，am + nm ) ≥

K－m
ε Nd ( f，Φ，ε，Mε )

1－me －m( c0+K)∏
m

j = 1
Nd ( f，Φ，3ε，nj ) ≥∏

m

j = 1
( e － ( c0+K)

Cε，3εKεNd ( f，Φ，ε，Mε )
Nd ( f，Φ，ε，nj ) ) ，

这里取

kε = e － ( c0+K)

Cε，3εKεNd ( f，Φ，ε，Mε )
，

得到

Nd f，Φ，ε，∑
n

j = 1
n( )j ≥∏

m

j = 1
( kεNd ( f，Φ，ε，nj ) ) ．

引理 3 设( X，d) 是紧致度量空间，f: X→ X 是可扩同胚且具有 specification 性质，可扩常数为 δ0，Φ
= { φn} 是几乎可加的且具有有界变差的连续函数序列，若 ε∈ ( 0，δ2 ) ，δ2 = min{ δ0 /3，ε0 } ，这里 ε0 满足

定义 13，n∈ N，kε，Kε 如引理 2 中所定义，则

1
Kε

enP( Φ) ≤ Nd ( f，Φ，ε，n) ≤ 1
kε
enP( Φ) ．

证明 由定义 11，定义 12 及注 3，

P( Φ) = lim
n→∞

1
n logNd ( f，Φ，ε，n) ．

由引理 2 得到

logkεNd ( f，Φ，ε，n)
n ≤ lim

k→∞

logNd ( f，Φ，ε，kn)
kn = P( Φ) ≤

logKεNd ( f，Φ，ε，n)
n ．

由右边不等式得:

Nd ( f，Φ，ε，n) ≥ 1
Kε

enP( Φ) ．

同理，由左边不等式得:

Nd ( f，Φ，ε，n) ≤ 1
kε
enP( Φ) ．

记

PY ( f，Φ，n) = ∑
x∈Fix( fn) ∩Y

eφn( x) ，Y X． ( 4)

引理 4 设( X，d) 是紧致度量空间，f: X→ X 是可扩同胚且具有 specification 性质，可扩常数为 δ0，Φ
= { φn} 是一个几乎可加的连续函数序列且满足有界变差的条件，则存在 c1，c2 ＞ 0，使得对于充分大的 n
∈ N，有

c1e
nP( Φ) ≤ PX ( f，Φ，n) ≤ c2e

nP( Φ) ．

证明 因为 Fix( f n ) 是( n，δ0 ) － 分离集，由( 4) 式得到

PX ( f，Φ，n) = ∑
x∈Fix( fn)

eφn( x) ≤ Nd ( f，Φ，δ0，n) ≤ 1
kδ0

enP( Φ) ．
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取 c2 = 1 / kδ0，就得到所要证的右边的不等式．

另一方面，对于 n≥ Mε，E 是( n － Mε，3ε) － 分离集，定义映射 z: E→ Fix( f n ) ，对于 x∈ E，存在 z =
z( x) ∈ Fix( f n ) 且 df

n－Mε
( x，z) ≤ ε． z(·) 是单射且

φn ( z) － φn－Mε
( x) ≥ φn－Mε

( z) + φMε
( f n－Mε ( z) ) － c － φn－Mε

( x) ≥－ K － Mε‖φ1‖∞ － Mεc，
所以有

φn ( z) ≥ φn－Mε
( x) － Mε ( ‖φ1‖∞ + c) － K．

由引理 3 得到

PX ( f，Φ，n) = ∑
z( x) ∈Fix( fn)

exp( φn ( z) ) ≥ exp( － K － Mε ( ‖φ1‖∞ + c) ) Nd ( f，Φ，3ε，n － Mε ) ≥

exp( － K － Mε ( ‖φ1‖∞ + c) )
K3εexp( MεP( Φ) )

exp( nP( Φ) ) ，

取

c1 =
exp( － K － Mε ( ‖φ1‖∞ + c) )

K3εexp( MεP( Φ) )
，

该引理得证．
我们定义测度 μ 如下:

序列 μn = 1
PX ( f，Φ，n) ∑x∈Fix( fn)

eφn ( x) δx ．

由 M( X) 的紧致性，存在极限点

μ = lim
k→∞

μnk ∈ M( X，f) ， ( 5)

且

μn ( Y) = PY ( f，Φ，n) /PX ( f，Φ，n) ． ( 6)

下面给出关于几乎可加函数序列的 Gibbs 测度的存在性．
定理 4 设( X，d) 是紧致度量空间，f: X→ X 是具有 specification 性质的可扩同胚，可扩常数为 δ0，若

测度 μ 如( 5) 式定义，Φ = { φn} 是几乎可加的且满足有界变差条件的连续函数序列，ε∈ ( 0，δ2 ) ，这里 δ2
= min{ δ0 /3，ε0 } ，ε0 满足定义 13，则存在 Aε，Bε ＞ 0，对于 y∈ X，n∈ N，使得测度 μ 满足:

Aε ≤
μ( Bn ( y，ε) )

exp( － nP( Φ) + φn ( y) )
≤ Bε ．

证明 取 r≥ n + 2Mε 且 m = r － n － 2Mε，设 Em 是一个极大( m，3ε) － 分离集，对于 x ∈ Em，由

specification 性质，存在 z( x) ∈ Fix( f r ) ∩ Bn ( y，ε) 且 df
m ( f n+Mε ( z( x) ) ，x) ＜ ε，z(·) 是单射，从而有

φr ( z( x) ) － φn ( y) － φm ( x) ≥ φn+Mε
( z) + φm+Mε

( f n+Mε ( z) ) － c － φn ( y) － φm ( x) ≥
φn ( z) + φm ( f n+Mε ( z) ) + φMε

( f n ( z) ) + φMε
( f n+Mε+m ( z) ) － 3c － φn ( y) － φm ( x) ≥

－ 2K － 2Mε‖φ1‖∞ － 2( Mε － 1) c － 3c = － 2K － 2Mε‖φ1‖∞ － 2( Mε + 1) c．
所以由( 6) 式，

μr ( Bn ( y，ε) ) =
PBn

( y，ε) ( f，Φ，r)
PX ( f，Φ，r) = 1

PX ( f，Φ，r) ∑
x∈Fix( fr) ∩Bn( y，ε)

eφr( z) ≥

1
PX ( f，Φ，r) e

φn( y) －2Mε‖φ1‖∞ －2( Mε+1) c－2K∑
x∈ Em

eφm( x) ．

因为

Nd ( f，Φ，3ε，m) = sup{∑
x∈Em

eφm( x) | Em 是( m，3ε) － 分离集} ．

由引理 3 和引理 4，

μr ( Bn ( y，ε) ) ≥
exp( － 2( Mε‖φ1‖∞ + ( Mε + 1) c + K) )

PX ( f，Φ，r) Nd ( f，Φ，3ε，m) eφn( y) ＞

1
c2
exp( － rP( Φ) ) exp( － 2( Mε‖φ1‖∞ + ( Mε + 1) c + K) ) · 1

K3ε
exp( mP( Φ) ) exp( φn ( y) ) ≥
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Aεexp( φn ( y) － nP( Φ) ) ．
而 Aε = exp( － 2( Mε‖φ1‖∞ + ( Mε + 1) c + K) ) / c2K3ε ．
设 nk = r≥ n + 2Mε 且当 k→ ∞ 时可得到下界．
下面估计上界:

对于 x∈ Fix( f r ) ∩ Bn ( y，ε) ，有

φr ( x) － φn ( y) － φr－n ( f
n ( x) ) ≤ φn ( x) + φr－n ( f

n ( x) ) + c － φn ( y) － φr－n ( f
n ( x) ) ≤ K + c，

而 f n ( Fix( f r ) ∩ Bn ( y，ε) ) 是( r － n，δ0 ) － 分离集，ε ＜ δ0，所以由引理 3 和引理 4，

μr ( Bn ( y，ε) ) =
PBn( y，ε) ( f，Φ，r)
PX ( f，Φ，r) = 1

PX ( f，Φ，r) ∑
x∈Fix( fr) ∩Bn( y，ε)

eφr( x) ≤

1
PX ( f，Φ，r) ∑

x∈Fix( fr) ∩Bn( y，ε)

eφn( y) +φr－n( fn( x) ) +K+c ≤ eK+c

c1
e －rP( Φ) eφn( y) Nd ( f，Φ，δ0，r － n) ≤

eK+c

c1kδ0
eφn( y) －rP( Φ) + ( r－n) P( Φ) = eK+c

c1kδ0
eφn( y) －nP( Φ) ．

取

Bε = eK+c / c1kδ0，
得到

Aε ≤
μ( Bn ( y，ε) )

exp( － nP( Φ) + φn ( y) )
≤ Bε ．

定理得证．
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