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［摘要］ 研究了 Duffing 方程组的边值问题，利用黄文华和沈祖和 2005 年在 Nonlinear Analysis TMA 中证明的

minimax 定理研究这一问题的惟一解的存在性，给出了一个存在惟一性定理．
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Minimax 原理是研究微分方程和微分方程组的有力工具，许多人利用这一原理研究微分方程和微分

方程组并取得了很多有价值的成果［1-12］． 这一领域的研究，起始于利用 Minimax 原理研究带 C2 扰动泛函的

微分方程和微分方程组的解的存在惟一性． 1986 年，Stepan A Tersian 证明了几个关于非 C2 泛函的

Minimax 定理，利用这些定理［7］ 获得了几个带非 C2 扰动泛函的微分方程和微分方程组的定理． 20 多年来，

这一领域的研究成果丰硕［7-12］，2005 年及 2006 年，黄文华和沈祖和推广了 Tersian 的 minimax 定理［8-10］． 稍

后，在文［9］中，黄文华在比文［7］中更弱的条件下证明了方程 u″ + f( t，u( t) ) + e( t) = 0 的一个存在惟一

性定理． 本文利用［8］中的定理 3. 1 研究一类带非 C2 扰动泛函的 Duffing 方程组的解，获得了一个存在惟

一性定理．

1 预备知识

设 H 是一个实 Hilbert 空间，其内积和范数分别为〈·，·〉和‖·‖，X 和 Y 是 H 的两个满足 H = X
Y 的正交闭子空间，记 Q: H→ X，R: H→ Y 为从 H 到 X 及 H 到 Y 的投影． 考虑边值问题

u″( t) + Pu( t) + G( t，u( t) ) = h( t) ， t∈ ( 0，2π) ，

u( 0) = a， u( 2π) = b{ ，
( 1)

其中 u: ［0，2π］→Rn，P 是对称实常数 n × n 矩阵，其特征值为 μk ( k = 1，2，…，n) ，G: ［0，2π］× Rn→R是

一泛函，其Gteaux导数G: ［0，2π］× Rn→Rn 处处有定义的半连续的，h: ［0，2π］→Rn，a∈Rn，b∈Rn ．

令 u( t) = v( t) + ω( t) ，ω( t) = a( 2π － t) + bt
2π

，t∈［0，2π］，( 1) 可变形为
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v″( t) + Pv( t) + G* ( t，v( t) ) = h* ( t) ， t∈ ( 0，2π) ，

v( 0) = v( 2π) = 0{ ，
( 2)

其中 G* ( t，v( t) ) = G( t，v( t) + ω( t) ) ，h* ( t) = h( t) － Pω( t) ． 显然，如果 v0 是( 2) 的一个解，u0 = v0 +
ω 就是( 1) 的一个解．

熟知，L2( ［0，2π］，Rn ) 是 Hilbert 空间，其上的内积

［u，v］ = ∫
2π

0
( u( t) ，v( t) ) dt = ∑

n

i = 1
∫

2π

0
ui ( t) vi ( t) dt，( u，v∈ L2( ［0，2π］，Rn ) )

和范数 ‖u‖ = ［u，u槡 ］ (= ∑
n

i = 1
∫

2π

0
u2
i ( t) d )t 1 /2

，这里 ( u，v) = ∑
n

i = 1
ui ( t) vi ( t) ，| u | = ( u，u槡 )

(
=

∑
n

i = 1
u2
i ( t ))

1 /2

分别为 Euclidean 内积和 Euclidean 范数． 三角函数系

1
2槡 π

; 1

槡π
cosx，1

槡π
sinx; 1

槡π
cos2x，1

槡π
sin2x;…; 1

槡π
cosnx，1

槡π
sinnx;…

是 L2［0，2π］中的正交函数系． 每一 v∈ L2( ［0，2π］，Rn ) 可展开成 Fourier 级数

v( t) = 1
2π∫

2π

0
v( t) dt + 1

π∑
+∞

k =
(

1 ∫
2π

0
v( t) cosktd )t cos (kt + ∫

2π

0
v( t) sinktd )t sin[ ]kt ．

定义线性算子 L = － d2

dt2
: D* ( L)  L2( ［0，2π］，Rn ) → L2( ［0，2π］，Rn ) ，

D* ( L) {= v∈ L2( ［0，2π］，Rn ) | v( t) = 1
2π∫

2π

0
v( t) dt +

1
π∑

+∞

k = 1 ∫
2π

0
v( t) cosktd( )t cos (kt + ∫

2π

0
v( t) sinktd )t sin[ ]kt ，

∑
n

i = 1
∑
∞

k = 0
k4 ∫

2π

0
vi ( t) cosktd( )t 2

+ ∫
2π

0
vi ( t) sinktd( )t[ ]2

＜ + ∞，

v( 0) = v( 2π) = }0  L2( ［0，2π］，Rn ) ，

Lv = 1
π∑

∞

k = 1
k (2 ∫

2π

0
v( t) cosktd )t cos (kt + ∫

2π

0
v( t) sinktd )t sin[ ]kt ，

σ( L) = { k2 | k∈ N} ．
记

D( L) = { u | u( t) = v( t) + ω( t) ，v∈ D* ( L) ，ω( t) = ( a( 2π － t) + bt) /2π，t∈［0，2π］} ．

令珘L = L － P，则 D* ( 珘L) = D* ( L － P) = D* ( L) ，D( 珘L) = D( L) ． 因 L = － d2

dt2
是自共轭算子，所以

珘L 也是自共轭算子，且

σ( 珘L) = { k2 － μi，k = 0，± 1，± 2，…; μi ∈ σ( P) ，i = 1，2，…，n} ．
D* ( 珘L) = D* ( L) 按内积

〈u，v〉= ∫
2π

0
［( u'( t) ，v'( t) ) + ( u( t) ，v( t) ) ］dt，u，v∈ L2( ［0，2π］，Rn )

是一个 Hilbert 空间，由这一内积诱导的 D* ( L) 中的范数是‖v‖2 = ∫
2π

0
( | v' | 2 +| v | 2 ) dt．

定义泛函 f: D( 珘L)  L2( ［0，2π］，Rn ) → R，

f( u) = 1
2〈
珘Lu，u〉－ G( t，u) +〈h( t) ，u〉， ( 3)

其中 G 和 h( t) 满足( 1) ． 记

f* ( v) = 1
2〈
珘L( v + ω) ，v + ω〉－ G( t，v + ω) +〈h( t) ，v + ω〉=

1
2〈
珘Lv，v〉－ G* ( t，v) +〈h* ( t) ，v〉+〈h* ( t) + 1

2 Pω，ω〉， ( 4)
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其中 G* 和 h* ( t) 由( 2) 定义． 由( 3) 和( 4) 容易算得

f( u) = 珘Lu － G( t，u) + h( t) ， ( 5)

f* ( v) = f( v + ω) = 珘Lv － G( t，v + ω) + h( t) － Pω = 珘Lv － G* ( t，v) + h* ( t) ． ( 6)

易见，v0 ∈ D* ( 珘L) 是 f* 的一个临界点当且仅当 v0 是方程珘Lv － G* ( t，v) = － h* ( t) 的一个解，从

而是问题( 2) 的一个解，于是 u0 = v0 + ω 是( 1) 的一个解．
假设存在一个对称实有界 n × n矩阵 b( t，u) ( u∈D( 珘L) ) ，其特征值λ1 ( t，u) ≤λ2 ( t，u) ≤…≤λn ( t，

u) ( u∈ D( 珘L) ) 满足

G( t，u2 ) － G( t，u1 ) = b( t，u2 － u1 ) ( u2 － u1 ) ，u1，u2 ∈ D( 珘L) ． ( 7)

如果 G 是 C2 的，那么 b( t，u2 － u1 ) ( u2 － u1 ) = ∫
1

0
D2G( t，u1 + s( u2 － u1 ) ) ( u2 － u1 ) ds，其中 D2G 是

G 的 Hessian 矩阵．
( 7) 等价于

G* ( t，v2 ) － G* ( t，v1 ) = b* ( t，v2 － v1 ) ( v2 － v1 ) ，v1，v2 ∈ D* ( L) ． ( 8)

b* ( t，v) 的特征值是 λ*
1 ( t，v) ≤ λ*

2 ( t，v) ≤…≤ λ*
n ( t，v) ，这里每一特征值按其重数重复． 显然，

λ*
i ( t，v) = λ i ( t，v + ω) = λ i ( t，u) ( i = 1，2，…，n) ．

假设对 u∈ D( 珘L) ，

N2
i ＜ λ i ( t，u) + μi ＜ ( Ni + 1) 2，Ni ∈ N，( i = 1，2，…，n) ． ( 9)

( 9) 等价于

N2
i ＜ λ*

i ( t，v) + μi ＜ ( Ni + 1) 2，v∈ D* ( L) ，Ni ∈ N，( i = 1，2，…，n) ． ( 10)

对 v1，v2，v∈ D* ( L) ，定义

ξ* ( ‖v2 － v1‖) = min
‖v‖≤‖v2－v1‖

min
1≤i≤n

{ min
t∈［0，2π］

λ*
i ( t，v) + μi － N2

i ＞ 0} ， ( 11)

η* ( ‖v2 － v1‖) = min
‖v‖≤‖v2－v1‖

min
1≤i≤n

{ ( Ni + 1) 2 － μi － max
t∈［0，2π］

λ*
i ( t，v) ＞ 0} ． ( 12)

( 11) 和( 12) 等价于，对 u1，u2 ∈ D( L) ，

ξ( ‖u2 － u1‖) = min
‖u‖≤‖u2－u1‖

min
1≤i≤n

{ min
t∈［0，2π］

λ i ( t，u) + μi － N2
i ＞ 0} ， ( 13)

η( ‖u2 － u1‖) = min
‖u‖≤‖u2－u1‖

min
1≤i≤n

{ ( Ni + 1) 2 － μi － max
t∈［0，2π］

λ i ( t，u) ＞ 0} ． ( 14)

对任固定的 v∈ D* ( L) ，令{ ek : k = 1，2，…，n} 为 Rn 的正交基，使

b* ( t，v) ek = λ*
k ( t，v) ek，( ek，em ) = δkm = 1， k = m，

0， k≠ m{ ，
( k，m = 1，2，…，n) ．

那么 b* ( t，v) 有谱分解

b* ( t，v) ξ = ∑
n

k = 1
λ*

k ( t，v) ( ek，ξ) ek，ξ∈ Rn ．

定义乘法算子 B( v) : D* ( L) → D* ( L) ，

( B( v) w) ( t) = b* ( t，v( t) ) w( t) ， w( t) ∈ D* ( L) ，t∈［0，2π］．
显然，对固定的 v∈D* ( L) ，σ( B( v) ) = σp ( B( v) ) = σ( b* ( v) ) ( 其中 σ(·) 记谱，σp (·) 记点谱) ，

即 λ*
i ( v) = λ*

i ( t，v) ( i = 1，2，…，n) ，这里 λ*
i ( v) 是 B( v) 的特征值．

设 Qk 为到 B( v) 的特征空间 Mk ( v) = ker( B( v) － λ*
k ( v) I) 上的正交投影算子，其中 I 是恒等算子．

显然，Qk 是由投影 qk : R
n → Rek，qkξ = ( ek，ξ) ek 诱导的乘积算子． 于是

B( v) = ∑
n

k = 1
λ*

k ( v) Qk．

对 v∈ D* ( L) ，定义 Q( v) 和 R( v) ，

Q( v) = ∑
n

k = 1
E( － ∞，λ*

k ( v) )  Qk，R( v) = ∑
n

k = 1
E( λ*

k ( v) ，+ ∞ )  Qk． ( 15)

再令

X = Q( v) D* ( L) ，Y = R( v) D* ( L) ． ( 16)
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由( 10) 可知 σp ( B( v) ) ∩ σ( 珘L) = ，v∈ D* ( L) ． 在( 10) 和( 16) 的条件下可得

E( － ∞，λ*
k ( v) ) = I － E( λ*

k ( v) ，+ ∞ ) ，

于是 R( v) = I － Q( v) 且

D* ( L) = X Y，X 和 Y 正交．
本文主要定理的证明还需如下定理．
定理 1［8］ 设 H 是实 Hilbert 空间，f: H→ R 是一个处处有定义的其 Gteaux 导数f: H→ H 处处有

定义且半连续的泛函． 假设存在两个满足 H = X Y 的闭子空间 X 和 Y 以及两个非增函数 α: ［0，+ ∞ ) →
( 0，+ ∞ ) ，β: ［0，+ ∞ ) → ( 0，+ ∞ ) 满足

s·α( s) →+ ∞，s·β( s) →+ ∞，( s→+ ∞ ) ， ( 17)

且对一切 x1，x2 ∈ X，y∈ Y，和一切 y1，y2 ∈ Y，x∈ X，

〈f( x1 + y) － f( x2 + y) ，x1 － x2〉≤－ α( ‖x1 － x2‖) ‖x1 － x2‖
2，

〈f( x + y1 ) － f( x + y2 ) ，y1 － y2〉≥ β( ‖y1 － y2‖) ‖y1 － y2‖
2， ( 18)

那么

( a) f 有惟一的临界点 v0 ∈ H 使得f( v0 ) = 0;

( b) f( v0 ) = max
x∈X

min
y∈Y

f( x + y) = min
y∈Y

max
x∈X

f( x + y) ．

特别，如果 f: L2( ［0，2π］，Rn ) → R 是 C2 泛函，D2 f( u) 是 f 在 u∈ L2( ［0，2π］，Rn ) 的 Hessian 矩阵，

可得到上述定理的一个有用推论．
推论 1 设 X 和 Y 是 L2( ［0，2π］，Rn ) 的满足 L2( ［0，2π］，Rn ) = X  Y 的正交向量闭子空间，f:

L2( ［0，2π］，Rn ) → R 是 C2 泛函． 假设存在两个满足( 17) 的连续的非增函数 α: ［0，+ ∞ ) → ( 0，+ ∞ ) ，

β: ［0，+ ∞ ) → ( 0，+ ∞ ) 且对一切 x1，x2 ∈ X，y∈ Y，和一切 y1，y2 ∈ Y，x∈ X，

〈∫
1

0
D2 f( x2 + y + θ( x1 － x2 ) ) ( x1 － x2 ) dθ，x1 － x2〉≤－ α( ‖x1 － x2‖) ‖x1 － x2‖

2，

〈∫
1

0
D2 f( x + y2 + θ( y1 － y2 ) ) ( y1 － y2 ) dθ，y1 － y2〉≥ β( ‖y1 － y2‖) ‖y1 － y2‖

2，

那么

( a) f 有惟一的临界点 v0 ∈ L2( ［0，2π］，Rn ) 使得f( v0 ) = 0;

( b) f( v0 ) = max
x∈X

min
y∈Y

f( x + y) = min
y∈Y

max
x∈X

f( x + y) ．

证明 因 f 是 C2，由中值定理并注意到( 18) ，对 u = x1 + y∈ L2( ［0，2π］，Rn ) ，v = x2 + y∈ L2( ［0，

2π］，Rn ) ，x1，x2 ∈ X，y∈ Y，有

〈f( x1 + y) － f( x2 + y) ，x1 － x2〉=

〈∫
1

0
D2 f( x2 + y + θ( x1 － x2 ) ) ( x1 － x2 ) dθ，x1 － x2〉≤－ α( ‖x1 － x2‖) ‖x1 － x2‖

2，

对 u = x + y1 ∈ L2( ［0，2π］，Rn ) ，v = x + y2 ∈ L2( ［0，2π］，Rn ) ，x∈ X，y1，y2 ∈ Y，有

〈f( x + y1 ) － f( x + y2 ) ，y1 － y2〉=

〈∫
1

0
D2 f( x + y2 + θ( y1 － y2 ) ) ( y1 － y2 ) dθ，y1 － y2〉≥ β( ‖y1 － y2‖) ‖y1 － y2‖

2 ．

使用上述定理 1 即得本推论．

2 主要结果

现在我们给出并证明关于问题( 1) 的主要结果．
定理 2 设 G: L2( ［0，2π］，Rn ) → R 是一个具有处处有定义的半连续的 Gteaux 导数 G: L2( ［0，

2π］，Rn ) → L2( ［0，2π］，Rn ) 的泛函，P 是一个对称的实常数 n × n 矩阵． 假设存在一个有界的实对称 n ×
n 矩阵 b( t，u) ( u∈ L2( ［0，2π］，Rn ) ) ，其特征值 λ1 ( t，u) ≤ λ2 ( t，u) ≤…≤ λn ( t，u) ( u∈ L2( ［0，2π］，

Rn ) ) 满足( 7) 和( 9) 且与算子珘L = － d2

dt2
－ P 可交换． 如果( 13) 和( 14) 定义的函数 ξ 和 η 满足
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ξ: ［0，+ ∞ ) → ( 0，+ ∞ ) ，η: ［0，+ ∞ ) → ( 0，+ ∞ ) ，s·ξ( s) →+ ∞，s·η( s) →+ ∞，( s→+ ∞ ) ，

( 19)

那么，问题( 1) 恰有一解 u0 ∈ L2( ［0，2π］，Rn ) 满足

f( u0 ) = 0 且 f( u0 ) = max
x∈X

min
y∈Y

f( x + y + ω) = min
y∈Y

max
x∈X

f( x + y + ω) ， ( 20)

其中 f 是由( 3) 定义的泛函，而 ω = a( 2π － t) + bt
2π

，t∈［0，2π］，a∈ Rn，b∈ Rn ．

证明 注意到珘L 是自共轭算子具有按右连续谱族{ E珘λ :珘λ∈ R} 的谱分解

珘L = ∫
+∞

－∞
珘λdE珘λ ．

对一切 γ，ζ∈ ρ( 珘L) ∩ { ± ∞ } γ ＜ ζ，令

E( γ，ζ) = ∫
ζ

γ
dE珘λ ．

因 b( t，u) 与珘L 可交换，所以 b* ( t，v) 与珘L 可交换，从而 Qk ( k = 1，2，…，n) 与 E珘λ，珘λ∈ R 可交换． 所以

自共轭算子珘L － b* ( t，v) ( v∈ D* ( L) ) 有谱分解

珘L － b* ( t，v) = ∑
n

k = 1
∫

+∞

－∞
( 珘λ － λ*

k ( t，v) ) dE珘λ  Qk，v∈ D* ( L) ． ( 21)

由( 21) ，( 6) ，( 8) ，( 11) 及( 12) ，对 v1 = x1 + y1 ∈ D* ( L) ，v2 = x2 + y2 ∈ D* ( L) ，x1，x2 ∈ X，y1，y2
∈ Y，我们有

〈f* ( v2 ) － f* ( v1 ) ，x2 － x1〉= 〈( 珘L － b* ( t，v2 － v1 ) ) ( v2 － v1 ) ，x2 － x1〉=

〈∑
n

k = 1
∫

+∞

－∞
( 珘λ － λ*

k ( t，v2 － v1 ) ) dE珘λ  Qk ( v2 － v1 ) ，x2 － x1〉=

〈∑
n

k = 1
∫

+∞

－∞
( 珘λ － λ*

k ( t，v2 － v1 ) ) dE珘λ  Qk ( v2 － v1 ) ，Q( v2 － v1 ) ( v2 － v1 ) 〉=

〈∑
n

k = 1
∫

+∞

－∞
( 珘λ － λ*

k ( t，v2 － v1 ) ) dE珘λ  Qk ( v2 － v1 ) ，∑
n

k = 1
E( － ∞，λ*

k ( v2 － v1 ) )  Qk ( v2 － v1 ) 〉=

〈∑
n

k = 1
∫
λ*k ( v2－v1)

－∞
( 珘λ － λ*

k ( t，v2 － v1 ) ) dE珘λ  Qk ( v2 － v1 ) ，∑
n

k = 1
E( － ∞，λ*

k ( v2 － v1 ) )  Qk ( v2 － v1 ) 〉=

∑
n

k = 1
∫
λ*k ( v2－v1)

－∞
( 珘λ － λ*

k ( t，v2 － v1 ) ) d‖E珘λQk ( v2 － v1 ) ‖2 ≤－ ξ* ( ‖v2 － v1‖) ×

∑
n

k = 1
∫
λ*k ( v2－v1)

－∞
d‖E珘λQk ( v2 － v1 ) ‖2 = － ξ* ( ‖v2 － v1‖) ‖x2 － x1‖

2， ( 22)

〈f* ( v2 ) － f* ( v1 ) ，y2 － y1〉= 〈( 珘L － b* ( t，v2 － v1 ) ) ( v2 － v1 ) ，y2 － y1〉=

〈∑
n

k = 1
∫

+∞

－∞
( 珘λ － λ*

k ( t，v2 － v1 ) ) dE珘λ  Qk ( v2 － v1 ) ，R( v2 － v1 ) ( v2 － v1 ) 〉=

〈∑
n

k = 1
∫

+∞

－∞
( 珘λ － λ*

k ( t，v2 － v1 ) ) dE珘λ  Qk ( v2 － v1 ) ，∑
n

k = 1
E( λ*

k ( v2 － v1 ) ，+ ∞ )  Qk ( v2 － v1 ) 〉=

〈∑
n

k = 1
∫

+∞

λ*k ( v2－v1)
( 珘λ － λ*

k ( t，v2 － v1 ) ) dE珘λ  Qk ( v2 － v1 ) ，∑
n

k = 1
E( λ*

k ( v2 － v1 ) ，+ ∞ )  Qk ( v2 － v1 ) 〉=

∑
n

k = 1
∫

+∞

λ*k ( v2－v1)
( 珘λ － λ*

k ( t，v2 － v1 ) ) d‖E珘λQk ( v2 － v1 ) ‖2 ≥ η* ( ‖v2 － v1‖) ×

∑
n

k = 1
∫

+∞

λ*k ( v2－v1)
d‖E珘λQk ( v2 － v1 ) ‖2 = η* ( ‖v2 － v1‖) ‖y2 － y1‖

2 ． ( 23)

对 x1，x2 ∈ X，y∈ Y，在( 22) 中令 v2 = x1 + y，v1 = x2 + y，则有

〈f* ( x1 + y) － f* ( x2 + y) ，x1 － x2〉≤－ ξ* ( ‖x1 － x2‖) ‖x1 － x2‖
2，

对 x∈ X，y1，y2 ∈ Y，在( 23) 中令 v2 = x + y1，v1 = x + y2，有

〈f* ( x + y1 ) － f* ( x + y2 ) ，y1 － y2〉≥ η* ( ‖y1 － y2‖) ‖y1 － y2‖
2 ．
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由( 19) 及定理 1 可知存在惟一的 v0 ∈ D* ( L)  L2( ［0，2π］，Rn ) 使得f* ( v0 ) = 0，即 v0 是问题

( 2) 的解，从而 u0 = v0 + ω 是( 1) 的满足( 20) 的解． 定理 2 证毕．
如果( 1) 中的 G 是 C2 的，那么下述推论是显然的．
推论 2 设 G: L2( ［0，2π］，Rn ) →R 是 C2 泛函，P 是对称的实常数 n × n 矩阵． 假设 G 的 Hessian 矩阵

D2G 与算子珘L = － d2

dt2
－ P 可交换且满足( 9) ． 如果由( 13) 和( 14) 定义的函数 ξ 与 η 满足( 19) ，那么问题

( 1) 恰有一个解 u0 ∈ L2( ［0，2π］，Rn ) ，u0 满足( 20) ．
当 n = 1，P = 0 时，方程组( 1) 变成单个方程

u″( t) + g( t，u) = e( t) ，

u( 0) = a，u( 2π) = b{ ，
( 24)

其中 u: ［0，2π］→ R，g: ［0，2π］× R→ R 是一个势 Carathéodory 函数，e: ［0，2π］→ R 是 L2［0，2π］中一

个给定的函数． 周婷和黄文华研究了这一问题［12］，他们得到的成果( 即［12］中的问题( 2. 6) 的主要结果)

是本文结果的推论．
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