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［摘要］ 研究在一维各向异性 XY模型中的热纠缠的熵的行为，发现在有限温度时，两子系统的部分熵不相等，

同时给出部分熵随温度和最近邻相互作用的变化规律．然后引入量子互熵的概念来研究系统的熵，发现量子互
熵随着温度的增加呈指数衰减趋势，同时也给出了量子互熵随温度和最近邻相互作用的变化规律．
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Abstract: By using the concept of partial entropy，we study the behaviors of the partial entropy of thermal entanglement
in anisotropic XY model in a transverse field． It is found that the partial entropy of one subsystem isn’t equivalent to that
of the other subsystem． We give the plots of partial entropy as function of temperature and the nearest neighbor interac-
tion． Then we introduce the concept of mutual entropy． We study the mutual entropy of this model and find that the mu-
tual entropy decays exponential with increased temperature． We also give the plots of mutual entropy as function of tem-
perature and the nearest neighbor interaction．
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量子纠缠作为一种重要的资源已广泛地应用于量子信息处理和量子通信，著名的量子态远程传

输［1，2］、量子密码术［3］、量子纠错［4］、量子计算［5］等本质上都是利用了量子纠缠这一资源．量子纠缠的重要
性使得对量子纠缠的定性和定量描述显得尤为重要．近年来，在有限温度下的热纠缠引起了人们的广泛兴
趣，XY模型是一个重要的基本模型，也是量子纠缠研究的重要对象，本文利用部分熵纠缠度和量子互熵
来研究横场中各向异性 XY模型的热纠缠的熵的行为．

1 模型和计算方法

在横场中的各向异性 XY模型的哈密顿量为［6，7］:

H = －∑
N

i = 1

λ
2 ［( 1 + γ) σx

i σ
x
i+1 + ( 1 － γ) σy

iσ
y
i+1］+ σ{ }zi ， ( 1)

式中 λ代表两自旋间的相互作用，γ是各向异性参数，σα ( α = x，y，z) 为泡利矩阵，N为自旋数目 N = 3．
选择一组标准基:

{ | 1〉 = | ↑↑↑〉，| 3〉 = | ↑↓↑〉，| 5〉 = | ↓↑↑〉，| 7〉 = | ↓↓↑〉，| 2〉 = | ↑↑↓〉，
| 4〉= | ↑↓↓〉，| 6〉= | ↓↑↓〉，| 8〉= | ↓↓↓〉} ．
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其中 | ↑〉和 | ↓〉分别是自旋算符 Sz 的本征函数．
在这一组基下，哈密顿量可表示为:

H =

3 0 0 － λγ 0 － λγ － λγ 0
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． ( 2)

在热平衡条件下，系统的密度矩阵为:

ρ( T) =
exp － H

kB
( )T
Z ， ( 3)

Z = Tr exp － H
kB

( )( )T
， ( 4)

式中 kB 是玻尔兹曼常数，在本文中，取 kB = 1．
将该三自旋链分成 PQ两部分，P部分包含 2 个自旋，Q部分包含一个自旋．则 P部分的部分熵［8］ 为:

S( 2) = － TrρP log2ρP ． ( 5)
Q部分的部分熵为:

S( 1) = － TrρQ log2ρQ． ( 6)
整个系统的熵为:

S( 3) = － TrρPQ log2ρPQ． ( 7)
其中 ρP、ρQ 分别为子系统的约化密度矩阵，ρPQ 为整个体系的约化密度矩阵．

ρP = TrQρPQ， ρQ = TrPρPQ． ( 8)
TrI ( I = P，Q) 表示对子系统的变量作求迹操作．量子互熵［9］的定义为: S( P ∶ Q) = S( ρP ) + S( ρQ ) －

S( ρPQ ) ，其物理意义就是表示系统 P、Q共有的信息．

图 2 部分熵随最近邻相互作用 姿 变化的示意图，S(2)和 S(1)分别表示
P 和 Q 的部分熵.这里 酌＝1，T＝0.2

Fig.2 The plot of partial entropy as function of the nearest neighbor
interaction姿 at given parameters 酌＝1，T＝0.2. S(2) and S(1) denote the

partial entropy of subsystem P andQ respectively

图 1 部分熵随温度 T 变化的示意图，S(2)和 S(1)分别表示 P 和
Q 的部分熵.这里 酌＝1，姿＝1

Fig.１ The plot of partial entropy as function of temperature T at
given parameters 酌＝1，姿＝1. S(2) and S(1) denote the partial

entropy of subsystem P andQ respectively
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2 计算结果及分析
由图1和2可以清楚地看到，对于同样的温度 T或者最近邻相互作用 λ，P和Q 2个子系统的部分熵不

相等，即 S( ρP ) ≠ S( ρQ ) ，这与零温时 S( ρP ) = S( ρQ ) 不同． 比较两子链的熵之和与整条链的熵，发现
S( ρPQ ) ≠ S( ρP ) + S( ρQ ) ，如图3．这时整个系统的熵小于各部分熵之和，这是因为信息可以编码在两部分
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图 3 部分熵随温度 T 变化的示意图，S(2)+S(1)表示子链 P 和 Q 的部分
熵之和，S(3)表示整条链的 Von Neumann 熵.这里 酌＝1，姿＝1

Fig.3 The plot of partial entropy as function of temperature T at given
parameters 酌＝1，姿＝1. S(2) + S(1) denotes the sum of partial entropy for
subsystem P andQ. S(3) denotes the VonNeumann entropy of the chain
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的纠缠中．即非定域的量子关联中，任何局部操
作都不能提取编码在其中的信息，这是量子信

息不同于经典信息的一个显著特征．图 4 和图 5
给出部分熵 S( ρP ) 和 S( ρQ ) 同时随着温度 T和
最近邻相互作用 λ的变化关系．
接下来研究该系统的量子互熵，其定义为:

S( P ∶ Q) = S( 2) + S( 1) － S( 3) ，( 10)
量子互熵 S( P ∶ Q) 的物理意义就是表示系

统 P、Q共有的信息．如图 6 所示，随着温度的增
加，量子互熵呈指数衰减趋势 S( P ∶ Q) ～
exp［－ T /α( λ) ］．
量子互熵随最近邻相互作用的变化关系如

图 7 所示，随着最近邻相互作用的增加，量子互
熵起初先增加，然后达到一稳定的值．图 8 给出量子互熵同时随着温度和最近邻相互作用的变化关系．

图 4 子系统 P 的部分熵 S(2)同时随温度 T 和最近邻相互作用
姿 的变化示意图，这里 酌＝1

Fig.4 The plot of partial entropy S(2) of subsystem P as function
of temperature T and the nearest neighbor interaction 姿 at given

anisotropy parameter 酌＝1
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图 5 子系统 Q 的部分熵 S(1)同时随温度 T 和最近邻相互作用 姿 的变
化示意图，这里 酌＝1

Fig.5 The plot of partial entropy S(1) of subsystemQ as function of
temperature T and the nearest neighbor interaction 姿 at given

anisotropy parameter 酌＝1
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图 6 量子互熵 S(P:Q)随温度 T 的变化示意图，随着温度的增加，S

(P:Q)呈指数衰减 S(P:Q)~exp(-T/1.514 1)，这里 酌＝1，姿＝1.插图给出了
琢(姿)随 姿 的变化关系

Fig.6 The plot of mutual entropy S(P:Q) as function of temperature T
at given parameters 酌＝1，姿＝1. S(P:Q) decays exponentially ［S(P:Q)~

exp(-T/1.514 1)］with increasing temperature. Insert shows the
dependence of 琢(姿) on姿
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图 7 量子互熵 S(P:Q)随最近邻相互作用 姿 变化的示意图，这里

酌＝1，T＝0.2
Fig.7 The plot of mutual entropy S(P:Q) as function of the nearest

neighbor interaction 姿 at given parameters 酌＝1，T＝0.2
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图 8 量子互熵 S(P:Q)同时随温度 T 和最近邻相互作用 姿 的变
化示意图，这里 酌＝1

Fig.8 The plot of partial entropy S(2) of subsystem P as function
of temperature T and the nearest neighbor interaction 姿 at given

anisotropy parameter 酌＝1
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3 结论
综上所述，研究了在一维各向异性 XY模型中的热纠缠的熵的行为，发现在有限温度时，两子系统的

部分熵不相等，同时给出部分熵随温度和最近邻相互作用的变化规律．然后引入了量子互熵的概念来研究
系统的熵，发现量子互熵随着温度的增加呈指数衰减趋势．同时，我们也给出了量子互熵随温度和最近邻
相互作用的变化规律．
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