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含 Hardy 位势的双调和方程在 R4 中非平凡解问题

伍摇 芸

(贵州师范大学数学与计算机科学学院,贵州 贵阳 550001)

[摘要] 摇 本文考虑在 R4 中含 Hardy 位势 1
| x | 4( lnR / | x | ) 2的双调和方程非平凡解问题. 通过重新赋范的方法,将

H2
0(赘)赋范并按新的范数建立一个完备的、新的 Hilbert 空间 H. 并利用 Hardy鄄Rellich 不等式,证明了此双调和方

程在 H 中存在一个非平凡解.
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Nontrivial Solution Problems of Biharmonic
Equation with Hardy Potential in R4

Wu Yun

(School of Mathematics and Computer Science,Guizhou Normal University,Guiyang 550001,China)

Abstract:This paper considers eigenvalue problems of a biharmonic equation with Hardy potential: 1
| x | 4( lnR / | x | ) 2 in

R4 . By the way of re鄄normed,we have a new Hilbert space H. Furthermore using the Hardy鄄Rellich inequality,we prove
that there is a nontrivial solution for these problems in a new space H.
Key words:eigenvalue problem,biharmonic,Hardy potential

2006 年,Adimurthi,Massimo Grossi 和 Sanjiban Santra[1]证明 Hardy鄄Rellich 不等式:
设 赘奂R4 是有界区域,0沂赘,则存在 R0>0,C>0,使得当 R逸R0,u沂H2

0(赘)时,

乙
赘
| 驻u | 2dx- 乙

赘

u2

| x | 4( ln R / | x | ) 2dx逸 乙
赘

u2

| x | 4( ln R / | x | ) 2( ln ln R / | x | ) 2dx. (1)

设 姿*表示使得上述不等式成立的最佳常数,即

姿* = inf
u沂H2

0(赘)
乙
赘
| 驻u | 2dx - 乙

赘

u2

| x | 4( ln R / | x | ) 2dx 乙
赘
u2dx ={ }1 , (2)

但这样的 姿*是不可达的. 这就意味着下述特征值问题:

驻2u- u
| x | 4( ln R / | x | ) 2 =姿u, x沂赘,

u=鄣u
鄣淄=0, x沂鄣赘,

u沂H2
0(赘

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ),

(3)

当 姿=姿*时无解.
陈志辉、沈尧天与姚仰新[2]考虑了(3)的摄动问题:
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驻2u-滋 u
| x | 4( ln R / | x | ) 2 =姿u, x沂赘,

u=鄣u
鄣淄=0, x沂鄣赘,

u沂H2
0(赘

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ),

(4)

则当 0<滋<1 时,问题(4)有解.
文献[1]讨论了进一步的摄动问题:

驻2u- q(x)u
| x | 4( ln R / | x | ) 2 =姿u, x沂赘,

u=鄣u
鄣淄=0, x沂鄣赘,

u沂H2
0(赘

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ),

(5)

其中 0臆q(x)臆1,上述问题存在解.
定义

姿(q)= inf
u沂H2

0(赘)
乙
赘
| 驻u | 2dx-乙

赘

q(x)u2

| x | 4( ln R / | x | ) 2dx 乙
赘
u2dx{ }=1 ,

他们证明了:
( i)如果

lim inf
x寅0

( ln ln R / | x | ) 2(1-q(x))>3, (6)

则当 姿=姿(q)时,问题(5)有一个解.
( ii)如果存在 R1>0,使得

sup
0< | x |臆R1

( ln ln R / | x | ) 2(1-q(x))臆3, (7)

则对任给的 姿沂R,问题(5)都无解.
条件(6)几乎已经是最弱的,无法改进. 显然 q(x)以1 是不满足( i)的,因为由( ii)知此时问题(5)是

无解的. 但是受到文献[3]的启发,如果在新的 Hilbert 空间中讨论特征值问题(5),我们发现条件(6)还是

可以改进的,当然此时解在另外一个新的 Hilbert 空间中.
我们将 H2

0(赘)空间按下列范数

椰u椰H = 乙
赘

| 驻u | 2- u2

| x | 4( ln R / | x | )
æ

è
ç

ö

ø
÷2 dx

的完备化空间,记为 H. H 按如下的内积

掖u,v业 H = 乙
赘

驻u驻v- uv
| x | 4( ln R / | x | )

æ

è
ç

ö

ø
÷2 dx

是 Hilbert 空间. 显然,范数椰·椰H 与范数椰·椰H2
0(赘)

不等价. 但我们知道,当 1臆p<2 时,由文献[1]中的

W1,p
0 (赘)估计,则有

H2
0(赘)奂H奂W1,P

0 (赘) .

在下面的引理 3 中,我们将证明,如果 2N
N+2<p<2,则 H 襙 L2(赘)并且嵌入是紧的.

为了直观看到这些,下面我们举例说明 H 与 H2
0(赘)及 W1,p

0 (赘)之间的关系. 考察定义在 B1(0)上的函

数 u( | x | )= u( r),u( r)在 0<r<r0<e-1上定义为

u( r)= ( ln 1 / r) a( ln ln 1 / r) 啄, (8)
在 B1(0) \BR0

(0)上光滑,并且

u(R0)= ( ln 1 / R0) a( ln ln 1 / R0) 啄,

u(1)= 鄣u
鄣酌 | x | =1

=0

ì

î

í
ïï

ïï .
(9)

容易看到 u沂H2
0(赘)当且仅当 a<1 / 2,或者 a = 1 / 2 且 啄<-1 / 2,而由下面的引理 1,u沂H 当且仅当
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a<1 / 2,或者 a=1 / 2 且 啄<0.
我们在 H 中讨论问题(5),即

驻2u- q(x)u
| x | 4( ln R / | x | ) 2 =姿浊(x)u, x沂赘,

u=鄣u
鄣淄=0, x沂鄣赘,

u沂H

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï ,

(10)

其中 v 是鄣赘 的单位外法向量,0臆q(x)臆1,浊(x)逸0,浊(x)沂L肄(赘 \Br(0)),坌r>0,且
lim sup

x寅0
| x | 4( ln R / | x | ) 2( ln ln R / | x | ) 2浊(x)= 0. (11)

我们记

姿(q)= inf
u沂H

I(u) 乙
赘
浊(x)u2dx{ }=1 , (12)

其中

I(u)= 乙
赘

| 驻u | 2- q(x)u2

| x | 4( ln R / | x | )
æ

è
ç

ö

ø
÷2 dx,

则当 u沂H 时,
椰u椰2

H臆I(u)臆椰u椰2
H2
0(赘)

. (13)

定义含权 L2(赘)空间 L2
浊(赘)的内积和范数

掖u,v业 = 乙
赘
浊(x)uvdx,

|u | 2,浊 = 乙
赘
浊(x)u2d( )x

1 / 2
,

我们有:
定理 1摇 在 R4 中,浊(x)满足(11),0臆q(x)臆1. 则当 姿=姿(q)时,特征值问题(10)有一个非平凡解.
定理 2摇 当 n寅肄时,姿n(q)寅肄 . 其中

姿n(q)= inf
u沂H

I(u) 乙
赘
浊(x)u2dx=1,(u,ui)= 0,i=1,…,n{ }-1

是问题(10)的第 n 个特征值.

1摇 引理

引理 1摇 设 赘奂R4 是球对称有界区域. 设当 0< | x | <r1<Re-1时,
鬃(x)= ( ln R / | x | ) a( ln ln R / | x | ) 啄,

且在 | x | = r1 和鄣赘 之间可以用光滑函数连接,使得

鬃( r1)= ( ln R / r1) a( ln ln R / r1) 啄,鬃 | 鄣赘 =0,
则 鬃(x)沂H 当且仅当 a<1 / 2 或者 a=1 / 2 且 啄<0.

证明摇 ( i)对 鬃(x)= ( ln R / | x | ) a( ln ln R / | x | ) 啄,我们有

鬃忆( r)= - a
r ( ln R / r) a-1( ln ln R / r) 啄- 啄

r ( ln R / r) a-1( ln ln R / r) 啄-1,

鬃义( r)= a
r2
( ln R / r) a-1( ln ln R / r) 啄+a(a-1)

r2
( ln R / r) a-2( ln ln R / r) 啄+ 啄

r2
( ln R / r) a-1( ln ln R / r) 啄-1+

2a啄-啄
r2

( ln R / r) a-2( ln ln R / r) 啄-1+啄(啄-1)
r2

( ln R / r) a-2( ln ln R / r) 啄-2,

因此

驻鬃(x)= 鬃义( r)+ 3
r 鬃忆( r)= -2a

r2
( ln R / r) a-1( ln ln R / r) 啄-2啄

r2
( ln R / r) a-1( ln ln R / r) 啄-1+

a(a-1)
r2

( ln R / r) a-2( ln ln R / r) 啄+啄(啄-1)
r2

( ln R / r) a-2( ln ln R / r) 啄-2+2a啄-啄
r2

( ln R / r) a-2( ln ln R / r) 啄-1,
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由 H 的定义,容易验证 鬃沂H 当且仅当

乙
赘

1
| x | 4

( ln R / r) 2a-2( ln ln R / r) 2啄-1<肄 .

而该不等式成立当且仅当 a<1 / 2 或者 a=1 / 2 且 啄<0. 证毕.
引理 2摇 设 N=4,1臆p<2,则存在常数 R0>0,C>0,使得当 R逸R0,u沂H2

0(赘)时,

乙
赘
| 驻u | 2dx- 乙

赘

u2

| x | 4( ln R / | x | ) 2dx逸 乙
赘

u2

| x | 4( ln R / | x | ) 2( ln ln R / | x | ) 2dx+C椰u椰2
W1,p

0 (赘) (14)

证明摇 见文献[1] .
引理 3摇 希尔伯特空间 H 嵌入到 L2(赘)并且嵌入是紧的.
证明摇 由于 H2

0(赘)在 H 中稠密,因此不等式(14)对于任意 u沂H 成立. 我们知道 H奂W1,p
0 (赘),并且由

引理 1 得,椰u椰2
H逸C椰u椰2

W1,p
0 (赘),其中 1臆p<2,因此 H 襙 W1,p

0 (赘) . 进一步,如果 p> 2N
N+2,由 Sobolev 嵌入

定理,嵌入 W1,p
0 (赘)襙 L2(赘)是紧的. 因此,当 2N

N+2<p<2 时,由文献[4],H 襙 H2(赘)并且嵌入是紧的.

2摇 定理的证明

定理 1 证明摇 考虑上述变分问题(12),取极小化序列{um}沂H, |um | 22,浊 =1,且 I(um)寅姿1(q),于是由

式(13)知椰um椰H臆C,即{um}是 H 中的有界序列. 于是,{um}存在一个子列,仍记为{um},使得对某个

u沂H,结合引理 3 知,
um圻u, in H,

um寅u, in L2(赘){ .
(15)

于是,对坌着逸0,埚N0逸0,使得当 m,l逸N0 时, 乙
赘
|um-ul | 2臆着.

由式(11),对上述 着,存在 啄>0,使得当 x沂B啄(0)时,

|浊(x) |臆 着
| x | 4( ln R / | x | ) 2( ln ln R / | x | ) 2 . (16)

由引理 2,得

乙
B啄(0)

浊(x) |um-ul | 2dx臆着 乙
B啄(0)

|um-ul | 2

| x | 4( ln R / | x | ) 2( ln ln R / | x | ) 2dx臆

着 乙
赘

|um-ul | 2

| x | 4( ln R / | x | ) 2( ln ln R / | x | ) 2dx臆着 乙
赘

| 驻(um-ul) | 2-
|um-ul | 2

| x | 4( ln R / | x | )
æ

è
ç

ö

ø
÷2 dx臆C着,

同时,注意到 浊(x)沂L肄(赘 \B啄(0)),故

乙
赘 \B啄(0)

浊(x) |um-ul | 2臆C 乙
赘 \B啄(0)

|um-ul | 2臆C着,

因此,

|um-ul | 22,浊 = 乙
B啄(0)

浊(x) |um-ul | 2+ 乙
赘 \B啄(0)

浊(x) |um-ul | 2臆C着,

即{um}在 L2
浊(赘)中强收敛于 u. 因此, 乙

赘
浊(x)u2dx=1.

由 Brezis鄄Lieb 引理[5]我们有

乙
赘
| 驻um | 2 = 乙

赘
| 驻(um-u) | 2+ 乙

赘
| 驻u | 2+o(1), (17)

乙
赘

q(x) |um | 2

| x | 4( ln R / | x | ) 2 = 乙
赘

q(x) |um-u | 2

| x | 4( ln R / | x | ) 2+ 乙
赘

q(x) |u | 2

| x | 4( ln R / | x | ) 2+o(1), (18)

由式(17)、(18)我们有

姿(q)= lim
m寅肄

I(um)= 乙
赘
| 驻um | 2- 乙

赘

q(x) |um | 2

| x | 4( ln R / | x | ) 2+o(1)= I(um-u)+ 乙
赘
| 驻u | 2-
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乙
赘

q(x) |u | 2

| x | 4( ln R / | x | ) 2+o(1)= I(um-u)+姿(q)+o(1),

由式(13),在上式中令两边 n寅肄得

椰un-u椰H臆I(um-u)寅0,
所以{un}在 H 中强收敛于 u,故 u 是极小化问题(12)的达到函数.

设

f( t)= J(u+tv),摇 J(w)= I(w)
|w | 22,浊

,

其中 v,w沂H. 由于 t=0 时,f( t)取极小值,故 f忆(0)= 0,即

乙
赘

驻u驻v- q(x)uv
| x | 4( ln R / | x | )

æ

è
ç

ö

ø
÷2 =姿 乙

赘
浊(x)uv,摇 坌v沂H, (19)

则 u 是特征问题(10)的解,证毕.
记

(u,v)= 乙
赘
浊(x)uvdx,摇 u,v沂H,

并定义第二特征值如下:

姿2(q)= inf
u沂H

I(u) 乙
赘
浊(x)u2dx=1,(u,u1){ }= 0 . (20)

类似地,第 n 个特征值的定义如下:

姿n(q)= inf
u沂H

I(u) 乙
赘
浊(x)u2dx=1,(u,ui)= 0,摇 i=1,…,n{ }-1 . (21)

类似于上述定理的讨论可知,相应于 姿 i(q)的特征函数 ui,i=1,…,n-1 存在.
定理 2 证明摇 如果{姿n(q)}有界,则由(13)有

椰un椰2
H臆姿n(q),

即特征函数序列{un}在 H 中有界,故存在子序列仍记为{un},使得{un}在 L2(赘)中强收敛. 于是,当 m屹
k 时,

|uk-um | 22 = 乙
赘
u2

kdx-2 乙
赘
ukumdx+ 乙

赘
u2

mdx=2,

矛盾,证毕.
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