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复分析是把实分析的理论推广到复数域的结果,例如一元实函数的极限lim
x寅x0

f(x)与单复变函数的极限

lim
z寅z0

f( z),由于复域上 z寅z0 是点 z 从复平面上趋近于固定点 z0,若lim
z寅z0

f( z)存在,则要求 z 沿着从各个方向通

向 z0 的任何路径趋于 z0,其函数 f( z)的极限值一致,这比一元实函数 f(x)极限存在的要求苛刻,因而导致

了复变函数论中的微分和积分两者皆获得了新的深度和意义.
设复变函数 f( z)是单值函数,且在单连通区域 D 内,除去一些孤立奇点外皆解析. 令 z0 为一孤立奇

点,C0 表示以 z0 为心的圆周,且 f( z)在 C0 包含的区域内及圆周上没有其它的奇点,Laurent 定理[1] 指出

f( z)可展开为 Laurent 级数

f( z)= 移
肄

n = -肄
an( z-z0) n, (1)

且上述级数在其区域内一致收敛. 若规定闭曲线的逆时针方向为正方向,则对上式求沿 C0 的积分有

矣
C0
f( z)dz = 矣

C0
移
肄

n = -肄
an( z - z0) ndz = 移

肄

n = -肄
an矣

C0
( z - z0) ndz. (2)

Cauchy 积分式[2]指出,对任意整数 n 有

矣
C0
( z-z0) ndz=

0, n屹-1,
2仔i, n= -1{ ,

(3)

其中 i2 = -1. 把式(3)代入式(2)有

矣
C0
f( z)dz=2仔ia-1 . (4)

这里 a-1称为函数 f( z)在 z0 的留数,记为 Res( f;z0) .
现令 C 是区域 D 内的任一围线,且在 C 上没有 f( z)奇点,设由 C 所围的区域内含有 k 个 f 的孤立奇

点 z1,z2,…,zk . 在每一奇点作以该奇点为中心的圆周 C1,C2,…,Ck,它们两两不相交,且皆在 C 的内部,由
Cauchy 积分定理[1]有
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矣
C
f( z)dz = 移

k

n = 1
矣
Cn
f( z)dz. (5)

结合(4)、(5)两式,有如下的留数公式

矣
C
f( z)dz = 2仔i移

k

n = 1
Res( f;zn)= 2仔i伊[C 内部所有留数的和] . (6)

式(6)在泛函分析、线性代数、解析数论及动力系统等一些数学理论中有广泛的应用,特别地,在高等

数学中可用于计算一些不能用常规的方法求解的实函数的积分[1,2] .
式(6)说明:若能求留数,选取适当的围线和函数,使得它们含有某级数的部分和的形式,然后做些极

限的处理即有可能求出级数的和. 本文介绍一类级数求和的方法,并给出一些高等数学中常见级数的和.

1摇 留数的计算方法

设 z0 是函数 f 的孤立奇点,若lim
z寅z0

( z-z0) f( z)= 0,则称 z= z0 为 f 的可去奇点;若lim
z寅z0

| f( z) | =肄 ,则称 z =

z0 为 f 的极点;若 z0 是 f 的极点,且是 f( z)( z-z0)m(m沂N*)的可去奇点,则称 z= z0 为 f 的 m 阶极点.
计算奇点 z= z0 留数的最基本的方法是把 f 展成式(1),则 Res( f;z0)= a-1 . 但对于 f 的 m 阶极点 z0 有

如下计算留数的公式[2]:

Res( f;z0)=
1

(m-1)!limz寅z0

dm-1

dzm-1[( z-z0)
m f( z)] . (7)

特别地,若 z= z0 是 f 的一阶级点,则有

Res( f;z0)= lim
z寅z0

( z-z0) f( z) . (8)

于是由式(7)知,若

f( z)= g( z)
z-z0

, (9)

其中 g( z)是解析函数,且 g( z0)屹0,则有 Res( f;z0)= g( z0);若

f( z)= g( z)
( z-z0)m, (10)

其中 g( z)是解析函数,且 g( z0)屹0,m 是整数,则有 Res( f;z0)=
1

(m-1)!g
(m-1)( z0) . 进一步,若 z0 是 f 的一

阶极点,g 在包含 z0 的开集内解析,则有

Res( fg;z0)= g( z0)Res( f;z0) . (11)

2摇 级数的求和

设函数 f( z)在复平面上,除可数个孤立奇点{ z1,z2,…,zn,…}外皆解析,令 0臆 | z1 | < | z2 | <…< | zn | <
…,若 Cn 是一简单的封闭曲线,它使{ zk} n

k=1含于 Cn 所围的区域内,由(6)有

2仔i 移
n

k = 1
Res( f;zk) = 矣

Cn
f( z)dz. (12)

如果选取适当的围线 Cn 和 f 使得

lim
n寅+肄矣Cn f( z)dz=0, (13)

则可得到级数和的公式.
定理 1摇 设{ zk}m

k=1是 f( z)的孤立奇点,且它们不是实轴上的整数点,若存在 R0>0,K>0,着>0,f( z)满足

| f( z) |臆 K
| z | 1+着

, | z | >R0, (14)

则有

移
肄

n = -肄
f(n)= -仔 移

m

k = 1
Res( f( z)cot仔z;zk) . (15)

证明摇 由 sin仔z=0 知,z=0,依1,依2,…,于是 z=0,依1,依2,…为 cot仔z 的极点,设 n沂Z,由洛比达法则有
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lim
z寅n

( z-n) 2cot仔z= lim
z寅n

( z-n) 2cos仔z
sin仔z = lim

z寅n

2( z-n)cos仔z-( z-n) 2仔sin仔z
仔cos仔z =0, (16)

故 z=n(n 为整数)是 cot仔z 的一阶级点. 于是由式(8),应用洛比达法则有

Res(cot仔z;n)= lim
z寅n

( z-n)cot仔z= lim
z寅n

( z-n)cos仔z
sin仔z = lim

z寅n

cos仔z-( z-n)仔sin仔z
仔cos仔z = 1

仔 . (17)

设 N沂N*,CN 是复平面上以原点为中心,顶点为

(1+i)(N+ 1
2 ),(-1+i)(N+ 1

2 ),(-1-i)(N+ 1
2 ),(1-i)(N+ 1

2 )

的具有正方向(即逆时针方向)的正方形围线. 若 f( z)的奇点集{ zk}m
k=1含于 CN 所围的方形内,则由式(6),

(11)和(17)有

矣
CN
f( z)cot仔z=2仔i 移

N

n = -N
Res( f( z)cot仔z;n) + 移

m

k = 1
Res( f( z)cot仔z;zk{ }) =

2仔i 移
N

n = -N
f(n)Res(cot仔z;n) + 移

m

k = 1
Res( f( z)cot仔z;zk{ }) = 2i 移

N

n = -N
f(n) + 2仔i移

m

k = 1
Res( f( z)cot仔z;zk),

(18)
故若能证明

lim
N寅肄矣CN f( z)cot仔z=0, (19)

则式(15)成立.
现证明式(19)成立. 为此考察

| 矣
CN
f(x)cot仔zdz | (20)

的上界. 由于 CN 的每边长为 2N+1,故 CN 围线的长为 8N+4. 又

sinht= et-e-t

2 ,摇 cosht= et+e-t

2 , (21)

其中 t 为实数. 于是由欧拉公式有

sinit= ei( it) -e-i( it)

2i = e-t-et

2i = i e
t-e-t

2 = isinht. (22)

类似地有

cosit=cosht. (23)
设 z= x+iy,由(22)、(23)及两角和的正弦公式有

sinz=sin(x+iy)= sinxcosiy+cosxsiniy=sinxcoshy+icosxsinhy. (24)
又因为

sinh2 t= et-e-t
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

= e2t+e-2t

4 - 1
2 , (25)

cosh2 t= et+e-t
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

= e2t+e-2t

4 + 1
2 , (26)

于是(25) ~ (26)有
cosh2 t=1+sinh2 t. (27)

故结合(24)、(27)两式有

| sinz | 2 =sin2x+sinh2y. (28)
类似地有

| cosz | 2 =cos2x+sinh2y. (29)
由(28)、(29)两式有

| cot仔z | 2 = cos2仔x+sinh2仔y
sin2仔x+sinh2仔y

= cos2仔x
sin2仔x+sinh2仔y

+ sinh2仔y
sin2仔x+sinh2仔y

臆 cos2仔x
sin2仔x+sinh2仔y

+1. (30)

在方形围线 CN 的垂线上,x= 依(N+ 1
2 ),于是
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cos仔x=0,sin仔x= 依1,z= x+iy沂CN 的垂线. (31)
结合式(30)、(31)有

| cot仔z | 2臆1,z沂CN 的垂线. (32)
又当 t>0 时有

sinht= et-e-t

2 逸et-1
2 , (33)

当 t<0 时有

sinht= et-e-t

2 臆1-e-t

2 = -e
-t-1
2 . (34)

结合(33)、(34)两式有

| sinht |逸e | t | -1
2 ,t沂R. (35)

在方形围线 CN 的水平线上, | y | =N+ 1
2 ,由(35)有

| sinh仔y |逸e仔(N+ 1
2 ) -1
2 , (36)

故有

lim
N寅+肄

| sinh仔y | = +肄 ,z= x+iy沂CN 的水平线. (37)

因而由式(30)、(32)、(37)知,存在一常数 M>0,对任意 N逸1 有

| cot仔z |臆M,z沂CN . (38)
又当 z沂CN 时,

| z |逸N+ 1
2 逸N,z沂CN, (39)

结合式(14)、(38)、(39),对充分大的 N 有

| 矣
CN
f( z)cot仔zdz |臆 矣

CN
| f( z)cot仔z | dz臆 矣

CN

KM
| z | 1+着

dz臆KM 8N+4
N1+着 , (40)

故有

lim
N寅肄

| 矣
CN
f( z)cot仔zdz |臆 lim

N寅肄
KM 8N+4

N1+着 =0, (41)

于是(19)成立,定理证毕.
注 1摇 若 f( z)满足定理 1 的假设,且 z=0 也是 f( z)的奇点,则有

移
肄

n = -肄 ,n屹0
f(n) = - 仔 移

m

k = 1
Res( f( z)cot仔z;zk) + Res( f( z)cot仔z;0( )) . (42)

推论 1

移
肄

n = 1

1
n2+1

= 1
2

仔(e仔+e-仔)
e仔-e-仔

æ

è
ç

ö

ø
÷-1 . (43)

证明摇 事实上,令 f( z)= 1
z2+1

,于是 z= 依i 是 f( z)的一阶级点,故

Res( f,i)= 1
z+i z=i

= 1
2i, (44)

Res( f,-i)= 1
z-i z=-i

= - 1
2i, (45)

又由式(22)、(23)有

coti仔= cosi仔
sini仔 = cosh仔

isinh仔= e仔+e-仔

i(e仔-e-仔)
, (46)

cot(-i仔)= -coti仔= - e仔+e-仔

i(e仔-e-仔)
. (47)
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显然,f( z)= 1
z2+1

满足(14),结合(44)至(47)有

移
肄

n = -肄

1
n2+1

= -仔 - e仔+e-仔

i(e仔-e-仔)
伊(- 1

2i)+
e仔+e-仔

i(e仔-e-仔)
伊( 1

2i
æ

è
ç

ö

ø
÷) = 仔(e仔+e-仔)

e仔-e-仔 . (48)

整理即得结论(43) .
推论 2

移
肄

n = 1

1
n2 =

仔2

6 ,移
肄

n = 1

1
n4 =

仔4

90,移
肄

n = 1

1
n6 =

仔6

946. (49)

证明摇 令 f( z)= 1
z2
,则 f( z)的奇点只有 1 个二阶级点 z=0,故 z=0 是函数 f( z)cot仔z 的三阶级点. 由式

(7),依据等价无穷小与洛比达法则有

Res( f( z)cot仔z;0)= 1
2!limz寅0

d2

dz2
( z

3cos仔z
z2sin仔z

)= 1
2!limz寅0

2仔(仔zcos仔z-sin仔z)
sin3仔z

=

1
2!limz寅0

2仔(仔zcos仔z-sin仔z)
(仔z) 3 (by sin仔z ~ 仔z)= 1

2!limz寅0
(-2sin仔z3z )= - 仔

3 . (50)

又 f( z)满足式(14),于是由式(42)有

移
-1

n = -肄

1
n2 + 移

肄

n = 1

1
n2 =

仔2

3 , (51)

故

移
肄

n = 1

1
n2 =

仔2

6 . (52)

类似地,令 g( z)= 1
z4
,则 g( z)只有 1 个奇点 z = 0,它是 g( z)的 4 阶级点,故 z = 0 是函数 g( z)cot仔z 的 5 阶

级点,于是由式(7)有

Res(g( z)cot仔z;0)= 1
4!limz寅0

d4

dz4
( z

5cos仔z
z4sin仔z

)=

1
4!limz寅0

(16仔4cot仔zcsc4仔z-16仔3cot2仔zcsc2仔z-8仔3csc4仔z+8仔4cot3仔zcsc2仔z)= 1
4!伊(-

8仔3

15 )= -仔
3

45 . (53)

故由式(42)有

移
肄

n = 1

1
n4 =

仔4

90 . (54)

同理,令 h( z)= 1
z6
,则 z=0 是函数 h( z)cot仔z 的 7 阶级点,故由式(7)得

Res(h( z)cot仔z;0)= 1
6!limz寅0

d6

dz6
( z

7cos仔z
z6sin仔z

)= 1
6!伊(-

32仔5

21 )= -2仔
5

945 . (55)

于是由式(42)有

移
肄

n = 1

1
n6 =

仔6

945. (56)

注 2摇 设 z沂C,Rez>1,则

灼( z)= 移
肄

n = 1
n-z,摇 n沂N (57)

在{ z:Rez>1}上是绝对收敛的,称 灼( z)为 Riemmann zeta 函数. 令 z=2k,k沂N*,上述计算表明

灼(2k)= 移
肄

n = 1

1
n2k = - 仔

2·
1

(2k)!limz寅0

d2k

dz2k
( z

2k+1cos仔z
z2ksin仔z

)= 22k-1 Bk

(2k)!仔
2k(与文献[3]比较), (58)

其中 Bk>0 称为贝努里数,它是通过函数 f( z)= 1
ez-1

在 z=0 处 Laurent 展式

1
ez-1

= 1
z - 1

2 + 移
肄

k = 1
(-1) k-1 Bk

(2k)!z
2k-1 (59)
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来定义的. 易知 B1 =
1
6 ,B2 =

1
30,B3 =

1
42.

推论 3

移
肄

n = 1

2a
n2-a2 =

1
a -仔cot仔a,摇 a埸Z. (60)

证明摇 事实上,令 f( z)= 1
z2-a2,则 z= 依a 为 f( z)的一阶级点. 由(8)有

Res( f( z);a)= lim
z寅a

( z-a) f( z)= lim
z寅a

1
z+a=

1
2a, (61)

Res( f( z);-a)= lim
z寅-a

( z+a) f( z)= lim
z寅-a

1
z-a= - 1

2a, (62)

于是由式(11)、(15)有

移
肄

n = -肄

1
n2-a2 = -仔(cot仔a2a +cot(-仔a)-2a )= -仔cot仔aa . (63)

化简得式(60) .
定理 2摇 设 f( z)满足定理 1 的假设,则有

移
肄

n = -肄
(-1) n f(n)= -仔 移

m

k = 1
Res( f( z)csc仔z;zk) . (64)

证明摇 事实上只需注意

Res(csc仔z;n)= lim
z寅n

z-n
sin仔z=

(-1) n

仔 ,摇 其中 n沂Z, (65)

其它说明皆与定理 1 类似,证毕.
注 3摇 若 f( z)满足定理 1 的假设,且 z=0 也是 f( z)的奇点,则有

移
肄

n = -肄 ,n屹0
(-1) n f(n)= -仔( 移

m

k = 1
Res(csc仔zf( z);zk)+Res( f( z)csc仔z;0)) . (66)

推论 4

移
肄

n = 1

(-1) n+1

n2 =仔2

12 . (67)

证明摇 事实上,令 f( z)= 1
z2
,由式(7)得

Res( f( z)csc仔z;0)= 1
2!limz寅0

d2

dz2
( z3

z2sin仔z
)= 仔

6 . (68)

于是由式(66)得

移
-1

n = -肄

(-1) n

n2 + 移
肄

n = 1

(-1) n

n2 = -仔
2

6 , (69)

化简即得式(67) .
推论 5

移
肄

n = -肄 ,n屹0
(-1) n a

n(n-a)=
1
a - 仔

sin仔a,摇 a埸Z. (70)

证明摇 令 f( z)= 1
z( z-a),于是 z=0,z=a 为 f( z)的一阶级点,显然满足(14),故由式(7)、(8)得

Res( f( z)csc仔z;0)= lim
z寅0

d
dz(

z2
z( z-a)sin仔z)= - 1

仔a2, (71)

Res( f( z);a)= lim
z寅a

z-a
z( z-a)=

1
a . (72)

把式(71),(72)代入式(66)即得式(70)成立.

注 4摇 在(70)中,令 a= 1
2 有
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2-仔= 移
肄

n = -肄 ,n屹0
(-1) n 1

(2n-1)n= 移
-1

n = -肄
(-1) n 1

(2n-1)n+ 移
肄

n = 1
(1-) n 1

(2n-1)n= I+II. (73)

又

I= 移
-1

n = -肄
(-1) n 1

(2n-1)n =
n=-t

移
肄

t = 1
(-1) t 1

t(2t+1)=
t=n

移
肄

n = 1
(-1) n 1

n(2n+1), (74)

因而

I+II= 移
肄

n = 1
(-1) n[ 1

n(2n-1)+
1

n(2n+1)] = 移
肄

n = 1
(-1) n[( 2

2n-1-
1
n )+( 1

n - 2
2n+1)] =

移
肄

n = 1
(-1) n[ 2

2n-1-
2

2n+1] = 移
肄

n = 1
(-1) n 2

2n-1+ 移
肄

n = 1
(-1) n+1 2

2n+1 = III+IV. (75)

又

IV= 移
肄

n = 1
(-1) n+1 2

2n+1 =
m=n+1

移
肄

m = 2
(-1)m 2

2m-1 =2+III, (76)

结合式(73),(75),(76)有

移
肄

n = 1
(-1) n 2

2n-1 = - 仔
2 , (77)

即

仔
4 =1- 1

3 + 1
5 - 1

7 +…, (78)

式(78)是著名的 Madhava鄄Leibniz 级数(与文献[4]比较) .
定理 3摇 设 f( z)具有 m 个孤立奇点{ zk}m

k=1且{ zk}m
k=1不是 tan仔z 的奇点,若 f( z)满足式(14),则

移
肄

n = -肄
f(2n+12 )= 仔 移

m

k = 1
Res( tan仔zf( z);zk) . (79)

证明摇 设 n沂Z,因为 z=n+ 1
2 是 tan仔z 的一阶级点,又

Res( tan仔z;n+ 1
2 )= - 1

仔 , (80)

只要选 CN(N沂N*)是以原点为中心,顶点为

(1+i)(N+1),(-1+i)(N+1),(-1-i)(N+1),(1-i)(N+1)
的具有正方向的正方形围线. 和定理 1 的证明类似,把(80)代入(6)并令 N寅+肄即得结论,证毕.

推论 6

移
肄

n = 0

1
(2n+1) 2 =

仔2

8 . (81)

证明摇 事实上,取 f( z)= 1
z2
,于是 z=0 是 f( z)的二阶级点,又因为

lim
z寅0

z2 f( z) tan仔z= lim
z寅0

tan仔z=0, (82)

故 z=0 是函数 f( z) tan仔z= tan仔z
z2

的一阶级点. 由(8)有

Res( f( z) tan仔z;0)= lim
z寅0

zf( z) tan仔z= lim
z寅0

sin仔z
zcos仔z=仔. (83)

把式(83)代入(79)得
仔2

4 = 移
肄

n = -肄

1
(2n+1) 2 = 移

-1

n = -肄

1
(2n+1) 2+ 移

肄

n = 0

1
(2n+1) 2 = I+II. (84)

而

I= 移
-1

n = -肄

1
(2n+1) 2 =

n=-m

移
肄

m = 1

1
(-2m+1) 2 = 移

肄

m = 1

1
(2m-1) 2 =

n=m-1

移
肄

n = 0

1
(2n+1) 2 = II, (85)

把式(85)代入式(84)即得式(81)(与文献[2]比较) .
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定理 4摇 设 f( z)具有 m 个孤立奇点{ zk}m
k=1且{ zk}m

k=1不是 sec仔z 的奇点,若 f( z)满足式(14),则

移
肄

n = -肄
(-1) n f(2n+12 )= 仔 移

m

k = 1
Res( f( z)sec仔z;zk) . (86)

证明摇 只需注意

Res(sec仔z;n+ 1
2 )= -(-1)

n

仔 ,摇 n沂Z, (87)

即可.
推论 7

移
肄

n = 1
(-1) n 1

4n2-1
= 1
2 - 仔

4 . (88)

证明摇 令 f( z)= 1
z( z-1),于是 z=0、1 为 f( z)的一阶级点,故有

Res( f;0)= -1,Res( f;1)= 1. (89)
应用式(11)得

Res( f( z)sec仔z;0)= sec0·Res( f;0)= -1, (90)
Res( f( z)sec仔z;1)= sec仔·Res( f;1)= -1. (91)

把式(90),(91)代入式(86)即得结论.
定理 5摇 设 f( z)是复域上的亚纯函数,f( z)的极点为{an}肄

n=1,0< | a1 | < | a2 | <…,且皆为一阶极点,记 bn

=Res( f;an),若令 Cn 为以原点为中心、半径为 Rn(Rn 与 n 等价)的圆周,且 Cn 上没有 f( z)的奇点,如果存

在常数 着>0,M>0 使得max
z沂Cn

| f( z) |臆MR1-着
n ,坌n沂N*则,

移
肄

n = 1

bn

an( z-an)
= f( z)-f(0)

z . (92)

证明摇 令 g(孜)= f(孜)
孜(孜-z),z埸{0,a1,a2,…},则 g(孜)的极点为 0,z,a1,…,an,…,且皆为一阶级点. 故

由(11)有

Res(g;0)= -f(0)z ,Res(g;z)= f( z)
z ,Res(g;ak)=

bk

ak(ak-z)
,k=1,2,… (93)

现取 CN 为包含 0,z,a1,…,aN 的围线,于是由式(6)有

2仔i f( z)-f(0)
z + 移

N

n = 1

bn

an(an-z
æ

è
çç

ö

ø
÷÷) = 矣

CN
g(孜)d孜, (94)

又因为

| 矣
CN
g(孜)d孜 |臆2仔RN伊max

孜沂CN
| f(孜)
孜(孜-z) |臆K

R1-着
N

RN- | z | , (95)

这里 K 为常数,从而有

lim
N寅肄矣CN g(孜)d孜=0.

故对式(94)两边取 N寅肄的极限即得结论,证毕.
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