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[摘要] 摇 本文证明了对任意的正整数 n,丢番图方程(65n) x+(72n) y =(97n) z 仅有正整数解(x,y,z)= (2,2,2) .
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On the Diophantine Equation (65n) x+(72n) y =(97n) z
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Abstract:In this paper,we show that for any positive integer n,the Diophantine equation (65n) x+(72n) y =(97n) z has
no solution other than (x,y,z)= (2,2,2) in positive integers.
Key words:Jes'manowicz conjecture,Diophantine equation

设 a,b,c 是两两互素的正整数且满足 a2+b2 = c2,则对任意的正整数 n,丢番图方程

(an) x+(bn) y =(cn) z (1)
一定有解(x,y,z)= (2,2,2) . 1956 年,Sierpi俳ski[1]证明了当 n=1,(a,b,c)= (3,4,5)时,方程(1)仅有正整

数解(x,y,z)= (2,2,2) . Jes'manowicz[2] 证明了当 n = 1 且(a,b,c)= (5,12,13),(7,24,25),(9,40,41),
(11,60,61)时,方程(1)只有正整数解(x,y,z)= (2,2,2) . 并且 Jes'manowicz[2] 猜想对任意的正整数 n,方
程(1)只有正整数解(x,y,z)= (2,2,2) . 最近,Miyazaki[3]证明了当 n = 1 且 a以依1(modb)或 c以1(modb)
时,Jes'manowicz 猜想成立. 1998 年,Deng 和 Cohen[4]证明了对任意的正整数 n,当(a,b,c)= (3,4,5),(5,
12,13),(7,24,25),(9,40,41),(11,60,61)时,方程(1)仅有正整数解(x,y,z)= (2,2,2) . 最近,文献[5]
及[6]分别证明了对任意的正整数 n,方程(8n) x+(15n) y =(17n) z 和方程(36n) x+(77n) y = (85n) z 仅有正

整数解(x,y,z)= (2,2,2) .
本文考虑方程(1)中(a,b,c)= (65,72,97)的情况,得到如下的结论:
定理摇 对任意的正整数 n,丢番图方程

(65n) x+(72n) y =(97n) z (2)
仅有正整数解(x,y,z)= (2,2,2) .

1摇 引理

引理 1[4] 摇 设正整数 a,b,c 满足 a2+b2 = c2 . 若 z逸max{x,y},则丢番图方程 ax +by = cz 仅有正整数解

(x,y,z)= (2,2,2) .
引理 2[7] 摇 如果方程(1)有一个解(x,y,z)屹(2,2,2),则 x,y,z 互不相同.
引理 3[8] 摇 设 a,b,c 是两两互素的正整数且满足 a2+b2 = c2 . 假设丢番图方程 ax+by = cz 仅有正整数解

(x,y,z)= (2,2,2),则方程(1)没有满足 z<y<x 或 z<x<y 的正整数解.
引理 4摇 方程 3x+1 =2y 的非负整数解为(x,y)= (1,2),(0,1) .
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证明摇 当 y逸3 时,有 3x以-1(mod8),这是不可能的;当 y = 2 时,x = 1;当 y = 1 时,x = 0;当 y = 0 时,无
解. 故 3x+1 =2y 的非负整数解为(x,y)= (1,2),(0,1) .

引理 5摇 丢番图方程

65x+72y =97 z (3)
只有正整数解(x,y,z)= (2,2,2) .

证明摇 如果 y=1,方程(3)为 65x+72 =97 z,从而有 1+8以33 z(mod64),这是不可能的. 下面考虑 y逸2.
由方程(3)知(-1) x以1(mod3) . 故 2 | x,设 x=2x1 . 再由方程(3)知,1以33 z(mod64) . 故 2 | z,设 z = 2z1 . 方程

(3)为
23y32y =(97 z1+65x1)(97 z1-65x1) .

因为(97 z1+65x1,97 z1-65x1)= 2,97 z1-65x1以0(mod 4)及 97 z1+65x1>97 z1-65x1,所以

97 z1+65x1 =2·32y,摇 97 z1-65x1 =23y-1 .
从而

97 z1 =32y+23y-2, (4)
65x1 =32y-23y-2 . (5)

当 y逸3 时,由方程(5)知 32y以1(mod64) . 由方程(4)得 33 z1以32y以1(mod64) . 故 2 | z1,设 z1 = 2z2 . 由方程

(4)知 23y-2 =(97 z2-3y)(97 z2+3y) . 注意到(97 z2-3y,97 z2+3y)= 2,我们有

97 z2+3y =23y-3,摇 97 z2-3y =2.
从而 3y =23y-4-1,由引理 4 知此方程无解. 当 y=2 时,由方程(4)及(5)知 z1 = 1,x1 = 1,即(x,y,z)= (2,2,
2) . 因此,方程(3)只有正整数解(x,y,z)= (2,2,2) .

2摇 定理的证明

由前面的引理可知,我们只需要研究方程(2)在 n逸2 并且 min{x,y}<z<max{x,y}时的情况.
情形 1摇 y<z<x. 则方程(2)可化为

72y =nz-y(97 z-65x·nx-z) . (6)
由 z-y逸1,可设 n=2 r·3 s,其中 r+s逸1.

情形 1. 1摇 n=2 r,r逸1. 方程(6)化为

23y·32y =2 r( z-y)(97 z-65x·2 r(x-z)) .
注意到 97 z-65x·2 r(x-z)以1(mod2),我们有 3y= r( z-y)及

65x·2 r(x-z)= 97 z-32y . (7)
由方程(7)有 2 z以(-1) y以依1(mod5) . 故 2 | z,设 z=2z1 . 从而有

5x·13x·2 r(x-z)= (97 z1-3y)(97 z1+3y) .
因为(97 z1-3y,97 z1+3y)= 2,所以 13x | 97 z1+3y 或 13x | 97 z1-3y . 从而 13x臆97 z1+3y . 另一方面,

13x>13 z =132z1>(97+9) z1逸97 z1+32z1>97 z1+3y,
矛盾.

情形 1. 2摇 n=3 s,s逸1. 方程(6)可化为

23y·32y =3 s( z-y)(97 z-65x·3 s(x-z)) .
注意到 97 z-65x·3 s(x-z)以1(mod 3),我们有 2y= s( z-y)及

65x·3 s(x-z)= 97 z-23y . (8)
由方程(8)有(-1) y以1(mod3) . 故 2 | y,设 y = 2y1 . 又由方程(8)有 2 z以(-2) y以22y1以(-1) y1以依1(mod
5) . 故 2 | z,设 z=2z1 . 从而有

5x·13x·3 s(x-z)= (97 z1-8y1)(97 z1+8y1) .
因为(97 z1-8y1,97 z1+8y1)= 1,所以 13x | 97 z1+8y1或 13x | 97 z1-8y1 . 从而 13x臆97 z1+8y1 . 另一方面,

13x>13 z =132z1>(97+8) z1逸97 z1+8 z1>97 z1+8y1,
矛盾.

情形 1. 3摇 n=2 r·3 s,r逸1,s逸1. 则方程(6)化为
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23y·32y =2 r( z-y)3 s( z-y)(97 z-65x·2 r(x-z)·3 s(x-z)) .
我们有 3y= r( z-y),2y= s( z-y)且

65x·2 r(x-z)·3 s(x-z)= 97 z-1. (9)
由方程(9)可知 2 z以1(mod5) . 故 z以0(mod4) . 注意到 97 z-1以(-1) z-1以0(mod7),我们有 7 |97 z-1. 但是

7鄹65x·2 r(x-z)·3 s(x-z),矛盾.
情形 2摇 x<z<y. 则方程(2)可化为

65x =nz-x(97 z-72y·ny-z) . (10)
由 z-x逸1,可设 n=5 r·13 s,其中 r+s逸1.

情形 2. 1摇 n=5 r,r逸1. 方程(10)化为

5x·13x =5 r( z-x)(97 z-72y·5 r(y-z)) .
注意到 97 z-72y·5 r(y-z)以2 z堍0(mod5),我们有 x= r( z-x)及

72y·5 r(y-z)= 97 z-13x . (11)
由式(11)得 5x以1(mod8) . 故 2 | x,设 x=2x1 . 再由式(11)得 2 z以(-2) x以22x1以(-1) x1以依1(mod5) . 故 2 |
z,设 z=2z1 . 从而有

23y·32y·5 r(y-z)= (97 z1+13x1)(97 z1-13x1) .
注意到(97 z1+13x1,97 z1-13x1)= 2,97 z1-13x1以0(mod4)及 97 z1-13x1以0(mod3),我们有 23y-1·32y | 97 z1 -13x1 .
但是

23y-1·32y>23z·32z =722z1>97 z1-13x1,
矛盾.

情形 2. 2摇 n=13 s,s逸1. 方程(10)化为

5x·13x =13 s( z-x)(97 z-72y·13 s(y-z)) .
注意到 97 z-72y·13 s(y-z)以6 z堍0(mod13),我们有 x= s( z-x)及

72y·13 s(y-z)= 97 z-5x . (12)
由方程(12)得(-1) x以1(mod3) . 故 2 | x,设 x=2x1 . 再由方程(12)可知 6 z以52x1以(-1) x1以依1(mod13) . 故
z以0(mod6),设 z=2z1 . 从而有

23y·32y·13 s(y-z)= (97 z1-5x1)(97 z1+5x1) .
注意到(97 z1-5x1,97 z1+5x1)= 2 及 97 z1-5x1以0(mod4) .

情形 2. 2. 1摇 2 | x1 . 此时 97 z1-5x1以0(mod3) . 因此 23y-1·32y | 97 z1-5x1 . 但是

23y-1·32y>23z·32z =722z1>97 z1-5x1,
矛盾.
情形 2. 2. 2摇 2鄹x1 . 由 x= s( z-x)知( s+1)x1 = sz1 . 分析 s 的奇偶性,我们有 2 | z1 . 注意到 2z1以0(mod6),

我们有 3 | z1 . 这样 12 | z, x以2(mod4) . 因此

97 z-5x以1-52堍0(mod13),
与(12)矛盾.

情形 2. 3摇 n=5 r·13 s,r逸1,s逸1. 则方程(10)可化为

5x·13x =5 r( z-x)·13 s( z-x)(97 z-72y·5 r(y-z)·13 s(y-z)) .
我们有 x= r( z-x)= s( z-x),从而 r= s 且

72y·65 r(y-z)= 97 z-1. (13)
由式(13)得 2 z以1(mod5) . 故 z以0(mod4) . 注意到 97 z-1以(-1) z-1以0(mod7),我们有 7 | 97 z-1. 但是 7鄹
72y·65 r(y-z),矛盾.

因此,定理得证.
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