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　 Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ:Ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ Ｐｏｓｔｄｏｃｔｏｒａｌ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｊｉａｎｇｓｕ Ｐｒｏｖｉｎｃｅ ｏｆ Ｃｈｉｎａ(１３０１０３０Ｂ)ꎬＯｐｅｎ Ｆｕｎｄ Ｐｒｏｊｅｃｔ ｏｆ Ｊｉａｎｇｓｕ Ｋｅｙ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ

ｆｏｒ ＮＳＬＳＣＳ(２０１３０１)ꎬｔｈｅ Ｐｒｏｊｅｃｔ ｏｆ Ｇｒａｄｕａｔｅ Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ Ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ ｏｆ Ｊｉａｎｇｓｕ Ｐｒｏｖｉｎｃｅ(ＫＹＬＸ０６９１) ａｎｄ Ｆｕｎｄ Ｐｒｏｊｅｃｔ ｆｏｒ Ｈｉｇｈｌｙ
Ｅｄｕｃａｔｅｄ Ｔａｌｅｎｔｓ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｆｏｒｅｓｔｒｙ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ(ＧＸＬ２０１３２０) .

　 Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｕｔｈｏｒ:Ｌｖ Ｚｈｏｎｇｑｕａｎꎬａｓｓｏｃｉａｔｅ ｐｒｏｆｅｓｓｏｒꎬｍａｊｏｒｅｄ ｉｎ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｐａｒｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ. Ｅ￣ｍａｉｌ:ｚｈｑｌｖ＠ ｎｊｆｕ.ｅｄｕ.ｃｎ

Ａ Ｆｏｕｒｉｅｒ Ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ Ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ
Ｐｏｉｓｓｏｎ Ｅｑｕａｔｉｏｎ

Ｌｖ Ｚｈｏｎｇｑｕａｎ１ꎬ２ꎬ３ꎬＧｏｎｇ Ｙｕｅｚｈｅｎｇ３

(１.Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ ＳｃｉｅｎｃｅꎬＮａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ａｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ ａｎｄ ＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓꎬＮａｎｊｉｎｇ ２１００１６ꎬＣｈｉｎａ)
(２.Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ ＳｃｉｅｎｃｅꎬＮａｎｊｉｎｇ Ｆｏｒｅｓｔｒｙ ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬＮａｎｊｉｎｇ ２１００３７ꎬＣｈｉｎａ)

(３.Ｊｉａｎｇｓｕ Ｋｅｙ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ ｆｏｒ ＮＳＬＳＣＳꎬＳｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ＳｃｉｅｎｃｅｓꎬＮａｎｊｉｎｇ Ｎｏｒｍａｌ ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬＮａｎｊｉｎｇ ２１００２３ꎬＣｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ:Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒꎬｂａｓｅｄ ｏｎ ｓｅｃｏｎｄ￣ｏｒｄｅｒ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ Ｄ２ ｔｏ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｄｅｒｉｖ￣
ａｔｉｖｅꎬｗｅ ｏｂｔａｉｎ ａ ｓｔａｎｄａｒｄ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｆｕｌｌ￣ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ. Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ￣
ｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ ａｎｄ ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍꎬｗｅ ｐｒｏｖｉｄｅ ａ ｆａｓｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ
ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ. Ｓｏｍｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｒｅ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ. Ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ＦＦＴ ａｌｇｏｒｉｔｈｍꎬｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ
ｔｈｅ ｎｅｗ ｓｃｈｅｍｅ ｉｓ ｖｅｒｙ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｆｏｒ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｓｐｅｅｄ ａｎｄ ｅａｓｙ ｔｏ ｐｒａｃｔｉｃｅꎬａｎｄ ｉｔ ｈａｓ ｔｈｅ ｈｉｇｈ ａｃｃｕｒａｃｙꎬｔｈｅｓｅ ｉｍｐｌｙ ｔｈａｔ
ｔｈｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｐｒｏｖｉｄｅｓ ａ ｎｅｗ ｕｓｅｆｕｌ ｔｏｏｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:Ｆｏｕｒｉｅｒ ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄꎬＰｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎꎬＦＦＴ
ＣＬＣ ｎｕｍｂｅｒ:Ｏ２４１　 Ｄｏｃｕｍｅｎｔ ｃｏｄｅ:Ａ　 Ａｒｔｉｃｌｅ ＩＤ:１００１－４６１６(２０１５)０１－０００８－０５

泊松方程的傅里叶拟谱方法

吕忠全１ꎬ２ꎬ３ꎬ龚跃政３

(１.南京航空航天大学理学院ꎬ江苏 南京 ２１００１６)
(２.南京林业大学理学院ꎬ江苏 南京 ２１００３７)

(３.“大规模复杂系统数值模拟”江苏省重点实验室ꎬ南京师范大学数学科学学院ꎬ江苏 南京 ２１００２３)

[摘要] 　 本文基于二阶傅里叶拟谱微分矩阵来近似二阶导数ꎬ得到一个泊松方程的全离散傅里叶拟谱格式. 运
用 ＦＦＴ理论分析了该数值格式ꎬ推导了快速方法ꎬ最后进行了数值试验. 数值试验显示数值方法求解速度快、方
便实施ꎬ且高精度ꎬ说明该数值方法为泊松方程的研究提供了一个有效的新工具.
[关键词] 　 Ｆｏｕｒｉｅｒ拟谱ꎬ泊松方程ꎬＦＦＴ

Ｍａｎｙ ｓｔｅａｄｙ ｓｔａｔｅｓ ｏｆ ｖａｒｉｏｕｓ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｐｈｅｎｏｍｅｎａ ｃａｎ ｂｅ ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ｂｙ ａ ｓｏｒｔ ｏｆ ｓｏ ｃａｌｌｅｄ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｐａｒｔｉａｌ ｄｉｆ￣
ｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ. Ｏｎｅ ｃａｎ ｆｉｎｄ ｉｔｓ ｗｉｄｅ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｈｅａｔ￣ｃｏｎｄｕｃｔｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍꎬｐａｒｔｉｃｌｅ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍꎬｔｈｅ
ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ ｃｕｒｒｅｎｔ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｉｎ ｃｏｎｄｕｃｔｏｒｓꎬｔｈｅ ｅｌｅｃｔｒｏ￣ａｎｄ ｍａｇｎｅｔｏ￣ｓｔａｔｉｃｓ ｐｒｏｂｌｅｍꎬａｓ ｗｅｌｌ ａｓ ｉｎ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｔｈｅ￣
ｏｒｙ ａｎｄ ｐｅｒｍｅａｔｉｏｎ ｆｌｕｉｄ ｍｏｄｅｌ ｐｒｏｂｌｅｍ. Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬｓｏｌｖｉｎｇ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｐａｒｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｃｃｕｒａｔｅｌｙ ｉｓ ｉｍ￣
ｐｏｒｔａｎｔ ａｎｄ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｔｏ ｐｒｅｃｉｓｅｌｙ ｄｅｓｃｒｉｂｉｎｇ ａｎｄ ｕｎｄｅｒｓｔａｎｄｉｎｇ ｔｈｅ ｒｅｌｅｖａｎｔ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｐｒｏｂｌｅｍｓ. Ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａ￣
ｔｉｏｎ ｉｓ ｏｎｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｐａｒｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓꎬｗｈｉｃｈ ｈａｓ ｂｅｅｎ ｗｉｄｅｌｙ ｕｓｅｄ ｉｎ Ｐｌａｓｍａ ｐｈｙｓｉｃｓꎬ
ｐｌａｓｍａ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ. Ｓｕｎ[１] ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａ ｎｅｗ ４ｔｈ ｏｒｄｅｒ ａｃｃｕｒａｔｅ ｓｃｈｅｍｅ ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ ｔｈｅ ｐｒｅｄｉｃｔｉｖｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｃｔｉｖｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ. Ｍａ[２] ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ａ ｎｅｗ ｐｓｅｕｄｏ￣ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｗｈｉｃｈ ａｒｒａｎｇｅｄ ｔｈｅ ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ ｏｆ
ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ. Ｌü[３] ａｎａｌｙｚｅｄ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ａｓｐｅｃｔ ｏｆ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ.
Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｓ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄ ｔｏ ａ Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ￣ｌｉｋｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｓｏｌｖｅｄ ｉｔｅｒａｔｉｖｅｌｙꎬａｓ ａ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｅ￣
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Ｌｖ Ｚｈｏｎｇｑｕａｎꎬｅｔ ａｌ:Ａ Ｆｏｕｒｉｅｒ Ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ Ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ Ｅｑｕａｔｉｏｎ

ｑｕａｔｉｏｎｓꎬｂｙ ｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇ ａ ｇｒｉｄ ａｎｄ ｅｍｐｌｏｙｉｎｇ ｆａｓｔ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｂｙ Ｉｄａ Ｍ Ｂ Ｎｉｅｌｓｅｎ[４] .
Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒꎬｗｅ ｕｓｅ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ￣ｏｒｄｅｒ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ Ｄ２ ｔｏ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｄｅ￣

ｒｉｖａｔｉｖｅꎬａｎｄ ｏｂｔａｉｎ ａ ｓｔａｎｄａｒｄ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ. Ｗｅ ａｎａｌｙｚｅ ｔｈｅ
ｆａｓｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｂｙ ＦＦＴ ｔｈｅｏｒｙꎬａｎｄ ａｐｐｌｙ ｔｈｅ ＦＦＴ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ. Ｓｏｍｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｒｅ ｐｒｅｓｅｎｔ.

Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｉｓ ｏｒｇａｎｉｚｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ. Ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ １ꎬｉｔ ａｎａｌｙｚｅｓ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｏｆ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ
Ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ. Ａｎｄ ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ ２ꎬｉｔ ａｎａｌｙｚｅｓ ｔｈｅ ｆａｓｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ. Ｆｉｎａｌｌｙꎬｉｔ ｈａｓ ａｃｈｉｅｖｅｄ ｇｏｏｄ
ｒｅｓｕｌｔｓ ａｆｔｅｒ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｔｅｓｔｓ.

１　 Ｆｏｕｒｉｅｒ Ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ Ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ Ｐｏｉｓｓｏｎ Ｅｑｕａｔｉｏｎ
Ｗｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ

∂２ｕ
∂ｘ２
＋∂
２ｕ
∂ｙ２
＝ ｆ(ｘꎬｙ)ꎬ　 ｉｎ Ωꎬ (１)

ｕ(ｘꎬｙ)＝ ０ꎬ　 ｏｎ ∂Ω. (２)
Ｉｎｓｐｉｒｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｓｐａｔｉａｌ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌꎬｗｅ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｒｉｇｏｎｏ￣

ｍｅｔｒｉｃ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ａｔ ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ. Ｓｏꎬｗｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｕ(ｘꎬｙ) ｂｙ ＩＮｕ(ｘꎬｙ) .
Ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ＩＮｕ(ｘꎬｙ) ｈａｓ ｔｈｅ ｆｏｒｍ

ＩＮｕ(ｘꎬｙ)＝ ∑
Ｎ－１

ｌ ＝ ０
∑
Ｎ－１

ｋ ＝ ０
ｕｌｋ􀅰ｇｋ(ｘ)􀅰ｇｌ(ｙ)ꎬ

ｗｈｅｒｅ ｕｌｋ ＝ｕ(ｘｋꎬｙｌ)ꎬｇｋ(ｘｉ)＝ δｉｋꎬｇｌ(ｙ ｊ)＝ δ ｊｌꎬｘｉ ＝
Ｌｘ
Ｎ
ｉꎬｙ ｊ ＝

Ｌｙ
Ｎ
ｊꎬｉꎬｊ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ－１. Ｈｅｒｅ Ｎ ｉｓ ａｎ ｅｖｅｎ ｎｕｍｂｅｒꎬ

ＬｘꎬＬｙ ａｒｅ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｐｅｒｉｏｄｓ. ｇｋ(ｘ) ａｎｄ ｇｌ(ｙ) ａｒｅ ｔｒｉｇｏｎｏｍｅｔｒｉｃ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ ａｎｄ ｇｉｖｅｎ ｅｘｐｌｉｃｉｔｌｙ ｂｙ

ｇｋ(ｘ)＝
１
Ｎ ∑

Ｎ/ ２

ｎ ＝ －Ｎ / ２

１
ｃｎ
ｅｉｎμ１(ｘ－ｘｋ)ꎬ

ｇｌ(ｙ)＝
１
Ｎ ∑

Ｎ/ ２

ｎ ＝ －Ｎ / ２

１
ｃｎ
ｅｉｎμ２(ｙ－ｙｌ)ꎬ

ｗｈｅｒｅ ｃｎ ＝ １ ｜ ｎ ｜≠
Ｎ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬｃ－Ｎ２ ＝ ｃ Ｎ２ ＝ ２ꎬμ１ ＝

２π
Ｌｘ

ꎬμ２ ＝
２π
Ｌｙ
.

Ｔｈｅ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ∂ｋＩＮｕ(ｘꎬｙ) / ∂ｘｋ ａｔ ｔｈｅ ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ ｘｉ ｉｎ ｔｅｒｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｖａｌｕｅｓ ｕｉꎬｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｉｎｇ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ
ａｔ ｔｈｅ ｐｏｉｎｔｓ ｘｉ ｉｓ:

∂ｋＩＮｕ(ｘｉꎬｙ ｊ)
∂ｘｋ

＝∑
Ｎ－１

ｍ ＝ ０
ｕ ｊｍ
ｄｋｇｍ(ｘｉ)
ｄｘｋ

＝(ＤｋＵ) ｉꎬｊꎬ

ｗｈｅｒｅ Ｄｋ ｉｓ ａｎ Ｎ×Ｎ ｍａｔｒｉｘ ｗｉｔｈ ｅｌｅｍｅｎｔｓ

(Ｄｋ) ｉꎬｍ ＝
ｄｋｇｍ(ｘｉ)
ｄｘｋ

ａｎｄ

Ｕ＝

ｕ００ ｕ１０ 􀆺 ｕＮ－１０
ｕ０１ ｕ１１ 􀆺 ｕＮ－１１
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
ｕ０Ｎ－１ ｕ１Ｎ－１ 􀆺 ｕＮ－１Ｎ－１

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

.

Ｉｎ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｗａｙꎬｗｅ ｃａｎ ｅａｓｉｌｙ ｃｏｎｃｌｕｄｅ
∂ｋＩＮｕ(ｘｉꎬｙ ｊ)

∂ｙｋ
＝∑
Ｎ－１

ｎ ＝ ０
ｕｎｉ
ｄｋｇｎ(ｙ ｊ)
ｄｙｋ

＝(Ｕ􀭺ＤＴｋ ) ｉꎬｊꎬ

ｗｈｅｒｅ 􀭺Ｄｋ ｉｓ ａｎ Ｎ×Ｎ ｍａｔｒｉｘ ｗｉｔｈ ｅｌｅｍｅｎｔｓ

(􀭺Ｄｋ) ｊꎬｎ ＝
ｄｋｇｎ(ｙ ｊ)
ｄｙｋ

.

—９—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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Ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ Ｄ２ꎬｗｅ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｓｔａｎｄａｒｄ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｆｕｌｌ￣ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａ￣
ｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ (１) ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ

Ｄ２Ｕ＋Ｕ􀭺ＤＴ２ ＝Ｆꎬ (３)

ｈｅｒｅ Ｆ＝

ｆ(ｘ０ꎬｙ０) ｆ(ｘ０ꎬｙ１) 􀆺 ｆ(ｘ０ꎬｙＮ－１)
ｆ(ｘ１ꎬｙ０) ｆ(ｘ１ꎬｙ１) 􀆺 ｆ(ｘ１ꎬｙＮ－１)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
ｆ(ｘＮ－１ꎬｙ０) ｆ(ｘＮ－１ꎬｙ１) 􀆺 ｆ(ｘＮ－１ꎬｙＮ－１)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

.

２　 Ｄｅｒｉｖａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｆａｓｔ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ Ｐｏｉｓｓｏｎ Ｅｑｕａｔｉｏｎ
Ｗｅ ｆｉｒｓｔ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅ ａ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ｕｓｅｆｕｌ ｌｅｍｍａｓ.
Ｌｅｍｍａ １[５] 　 Ｌｅｔ Ａ∈Ｃｎ×ｎꎬＢ∈Ｃｎ×ｎ ａｎｄ Ｄ∈Ｃｎ×ｎꎬｔｈｅｎ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ ｅｑｕａｔｉｏｎ

ＡＸ＋ＸＢ＝Ｄ
ｉｓ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｔｏ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｖｅｃｔｏｒ ｆｏｒｍ

Ｑ􀅰Ｙ＝Ｄꎬ
ｗｈｅｒｅ

Ｑ＝ Ｉｎ⊗Ａ＋ＢＴ⊗Ｉｎꎬ
Ｙ＝(ｘ１１ꎬｘ２１ꎬ􀆺ꎬｘｎ１ꎬｘ１２ꎬｘ２２ꎬ􀆺ꎬｘｎ２ꎬ􀆺ꎬｘ１ｎꎬｘ２ｎꎬ􀆺ꎬｘｎｎ)ꎬ
Ｄ＝(ｄ１１ꎬｄ２１ꎬ􀆺ꎬｄｎ１ꎬｄ１２ꎬｄ２２ꎬ􀆺ꎬｄｎ２ꎬ􀆺ꎬｄ１ｎꎬｄ２ｎꎬ􀆺ꎬｄｎｎ) .

Ｌｅｍｍａ ２[６] 　 Ｌｅｔ

ｍｌ ＝
ｉｌμꎬ ｌ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮ

２
ꎬ

ｉ( ｌ－Ｎ)μꎬ ｌ＝ Ｎ
２
＋１ꎬ􀆺ꎬＮ－１ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ａｎｄ Ｍ＝ｄｉａｇ(ｍ０ꎬｍ１ꎬ􀆺ꎬｍＮ－１) .
Ｔｈｅｎ ｗｅ ｈａｖｅ

Ａｋ ＝Ｆ ＨＭｋＦ ꎬ
ｗｈｅｒｅ Ｆ ｉｓ ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ.

Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｌｅｍｍａ １ꎬｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ (３) ｃａｎ ａｌｓｏ ｂｅ ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ ａ ｓｔａｎｄａｒｄ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍꎬ
(Ｉ⊗Ｄ２＋􀭺Ｄ２⊗Ｉ)ｕ＝ ｆꎬ (４)

ｗｈｅｒｅ
ｕ＝(ｕ００ꎬｕ０１ꎬ􀆺ꎬｕ０Ｎ－１ꎬｕ１０ꎬｕ１１ꎬ􀆺ꎬｕ１Ｎ－１ꎬ􀆺ꎬｕＮ－１０ ꎬｕＮ－１１ ꎬ􀆺ꎬｕＮ－１Ｎ－１)ꎬ

ｆ＝( ｆ００ꎬｆ０１ꎬ􀆺ꎬｆ０Ｎ－１ꎬｆ１０ꎬｆ１１ꎬ􀆺ꎬｆ１Ｎ－１ꎬ􀆺ꎬｆＮ－１０ ꎬｆＮ－１１ ꎬ􀆺ꎬｆＮ－１Ｎ－１) .
Ｓｉｎｃｅ Ｄ２ ｉｓ ａ ｆｕｌｌ ｍａｔｒｉｘꎬａ ｎａｉｖｅ ａｐｐｒｏａｃｈ ｕｓｉｎｇ Ｇａｕｓｓ ｅｌｉｍｉｎａｔｉｏｎ ｆｏｒ Ｅｑ.(４) ｗｏｕｌｄ ｃｏｓｔ Ｏ(Ｎ６) ｏｐｅｒａ￣

ｔｉｏｎｓ. Ｈｏｗｅｖｅｒꎬｔｈｉｓ ｃｏｓｔ ｃａｎ ｂｅ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｌｙ ｒｅｄｕｃｅｄ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ａ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｖｅｒｓｉｏｎ ｏｆ “ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｖａｒｉａｂｌｅｓ”—
ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ[７]ꎬｋｎｏｗｎ ａｓ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ ｄｉａｇｏｎａｌｉｚａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｔｈｅ ｆｉｅｌｄ ｏｆ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈ￣
ｏｄｓ[８ꎬ９] .

Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｌｅｍｍａ ２ꎬｗｅ ｈａｖｅ
Ｄ２ ＝Ｆ ＨＭ２Ｆ ꎬ

ｔｈｅｎ
Ｍ２ ＝Ｆ Ｄ２Ｆ Ｈꎬ

ｗｈｅｒｅ Ｆ ｉｓ ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｗｉｔｈ ｅｌｅｍｅｎｔｓ Ｆ ｊꎬｎ ＝
１
Ｎ
Ｗ－ｊｎＮ ꎬａｎｄ Ｍ２ ｉｓ ａ ｄｉａｇｏｎａｌ ｍａｔｒｉｘ.

Ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇ Ｅｑ.(３) ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｌｅｆｔ ｂｙ Ｆ ａｎｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ ｂｙ Ｆ Ｈꎬｗｅ ｆｉｎｄ ｔｈａｔ
(Ｆ Ｄ２Ｆ Ｈ)(Ｆ ＵＦ Ｈ)＋(Ｆ ＵＦ Ｈ)(Ｆ 􀭺ＤＴ２Ｆ Ｈ)＝ Ｆ ＦＦ Ｈ . (５)

—０１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



Ｌｖ Ｚｈｏｎｇｑｕａｎꎬｅｔ ａｌ:Ａ Ｆｏｕｒｉｅｒ Ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ Ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ Ｅｑｕａｔｉｏｎ

Ｌｅｔ 􀭾Ｕ＝Ｆ ＵＦ Ｈ ａｎｄ 􀭾Ｆ＝Ｆ ＦＦ Ｈꎬｔｈｅｎ Ｅｑ.(５) ｂｅｃｏｍｅｓ
Ｍ２
􀭾Ｕ＋􀭾Ｕ􀭿ＭＴ

２ ＝􀭾Ｆꎬ (６)
ｗｈｅｒｅ ｇｉｖｅｓ

􀭾Ｕｉꎬｊ ＝
􀭾Ｆｉꎬｊ

(Ｍ２) ｉｉ＋(􀭿Ｍ２) ｊｊ
ꎬ１≤ｉꎬ ｊ≤Ｎ－１. (７)

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｒｒｏｒｓ

３　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ
Ｆｏｒ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓꎬｗｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ

∂２ｕ
∂ｘ２
＋∂
２ｕ
∂ｙ２
＝ｓｉｎ(ｘ)ｓｉｎ(ｙ)ꎬ (８)

ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｕ(０ꎬｙ)＝ ｕ(２πꎬｙ)＝ ０ꎬｕ(ｘꎬ０)＝ ｕ(ｘꎬ２π)＝ ０.
Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ａｎａｌｙｓｉｓꎬｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｆｕｌｌ￣ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｅｑｕａｔｉｏｎꎬｉ.ｅ.ꎬ

∑
Ｎ－１

ｋ ＝ ０
(Ｄ２) ｉｋｕ ｊｋ＋∑

Ｎ－１

ｌ ＝ ０
(􀭺Ｄ２) ｊｌｕｌｉ ＝ｓｉｎ(ｘｉ)ｓｉｎ(ｙ ｊ) . (９)

Ｗｅ ｔａｋｅ Ｎ＝ １２８ꎬ２５６ ａｎｄ １ ０２４ ｆｏｒ ｔｈｅ ｎｅｗ ｓｃｈｅｍｅ (６)ꎬｔｈｅｎ ｗｅ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒｓ
ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ􀆰 １ꎬｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｆｉｇ􀆰 ２.

—１１—
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Ｗｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｓ ｆａｓｔ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ. Ｔａｂｌｅ １ ｓｈｏｗｓ ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆａｓｔ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｎｄ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｎ. Ｔａｂｌｅ １ ｃｌｅａｒｌｙ ｉｎｄｉｃａｔｅｓ ｔｈａｔ ｎｅｗ ｓｃｈｅｍｅ (６) ｎｏｔ ｏｎｌｙ ｃａｎ
ｔａｋｅ ｌａｒｇｅ ｎｕｍｂｅｒ ｆｏｒ ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓꎬｂｕｔ ａｌｓｏ ｈａｓ ｖｅｒｙ ｆａｓｔ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｓｐｅｅｄ.

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

Ｔａｂｌｅ １　 ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆａｓｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｎｄ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｎ

Ｎ ＣＰＵ(ｓ) ｆｏｒ ｆａｓｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ (６) ＣＰＵ(ｓ) ｆｏｒ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ (４)

３２ ０.００３ ０ ０.５２３ ０

６４ ０.００６ ０ １８.５３４ ０

１２８ ０.０３２ ０ Ｏｕｔ ｏｆ ｍｅｍｏｒｙ

２５６ ０.１７５ ０

５１２ １.９０８ ０

１ ０２４ １７.２６７ ０

４　 Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ
Ｔｈｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｐｒｏｖｉｄｅｓ ａ ｆａｓｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎꎬｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｉｔｓ ｈｉｇｈ ａｃｃｕｒａｃｙ. Ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ＦＦＴ ａｌｇｏｒｉｔｈｍꎬｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｎｅｗ ｓｃｈｅｍｅ ｉｓ
ｖｅｒｙ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｆｏｒ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｓｐｅｅｄ ａｎｄ ｅａｓｙ ｔｏ ｐｒａｃｔｉｃｅꎬａｎｄ ｉｔ ｈａｓ ｔｈｅ ｈｉｇｈ ａｃｃｕｒａｃｙꎬｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬｉｔ ｗｉｌｌ ｂｅ ａ ｇｏｏｄ
ｃｈｏｉｃｅ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ.
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