
第 ３８卷第 １期
２０１５年 ３月

南京师大学报(自然科学版)
ＪＯＵＲＮＡＬ ＯＦ ＮＡＮＪＩＮＧ ＮＯＲＭＡＬ ＵＮＩＶＥＲＳＩＴＹ(Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ)

Ｖｏｌ􀆰 ３８ Ｎｏ􀆰 １
Ｍａｒꎬ２０１５

　 收稿日期:２０１４－０５－１６.
　 基金项目:２０１３贵州财经大学引进人才项目、贵州省科学技术基金(黔科合 Ｊ字[２０１３]２０２８号) .
　 通讯联系人:张俊ꎬ博士ꎬ副教授ꎬ研究方向:计算数学. Ｅ￣ｍａｉｌ ｚｊ６５４４４０＠ １６３.ｃｏｍ

一类浅水波模型的数值方法

张　 俊１ꎬ范馨月２

(１.贵州财经大学数学与统计学院ꎬ贵州 贵阳 ５５００２５)
(２.贵州大学理学院ꎬ贵州 贵阳 ５５００２５)

[摘要] 　 考虑 ＢＢＭ型非线性水波方程的数值方法. 本文构造了二种半隐的数值格式. 以 ＢＢＭ 方程为例ꎬ严格

分析了二种格式的稳定性与误差估计ꎬ证明了二种格式都是无条件稳定的. 误差估计显示ꎬ线性 Ｅｕｌｅｒ时间离散

加谱 Ｇａｌｅｒｋｉｎ空间离散的收敛阶是 Ｏ(Δｔ＋Ｎ１－ｍ)ꎬ线性 Ｃｒａｎｋ￣Ｎｉｃｏｌｓｏｎ时间离散加谱 Ｇａｌｅｒｋｉｎ空间离散的收敛阶

是 Ｏ(Δｔ２＋Ｎ１－ｍ) . 最后我们用数值例子讨论这两类方程解的长时间衰减率ꎬ并讨论扩散项、色散项、非线性项对

解的衰减率的影响. 数值例子表明ꎬ这两类浅水波方程的衰减率是:Ｌ２ 范接近－ １
４
ꎻＬ∞范接近－ １

２
ꎻＨ１ 半范接近

－ ３
４
ꎬ这与已知的理论结果是吻合的.
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ꎬ－ １
２
ꎬａｎｄ － ３

４
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Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:ＢＢＭ ｅｑｕａｔｉｏｎꎬｕｎｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌｌｙ ｓｔａｂｌｅꎬｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄꎬｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄꎬｄｅｃａｙ ｒａｔｅ

１　 研究背景及现状

浅水波问题的研究ꎬ最早起源于 １８３４ 年英国数学家 Ｒｕｓｓｅｌｌ 对浅底运河中孤立波的实际观察. 他在

１８４４年发表的«波动论» [１]中详细地阐述观察到的孤立波现象. ＫｄＶ 方程最主要的性质是它具有孤立波

解ꎬ并且孤立波是孤立子. 由于小波锋的线性理论不能推导出孤立波ꎬ所以研究这类问题的一个方法是对

长波极限情形时控制方程的非线性逼近. １８９５年荷兰数学家 Ｋｏｒｔｅｗ和他的学生 ｄｅ Ｖｒｉｅｓ建立了非线性浅

水波动方程ꎬ即著名的 Ｋｏｒｔｅｗ￣ｄｅ Ｖｒｉｅｓ(ＫｄＶ) [２]方程:

—２３—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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∂ｔｕ＋∂３ｘｕ＋６ｕ∂ｘｕ＝ ０ꎬ
并从中求出了孤立子解ꎬ理论上证明了孤立子的存在. １９７２年 ＢｅｎｊａｍｉｎꎬＢｏｎａ和Ｍａｈｎｏｙ[３]用 Ｂｅｎｊａｍｉｎ￣Ｂｏ￣
ｎａ￣Ｍａｈｏｎｙ(ＢＢＭ)方程

‖ｕ(􀅰ꎬｔ)‖Ｌ２(Ｒ)＝ Ｏ( ｔ
－ １４ )

来描述水道中的表面波. 与 ＫｄＶ方程相比ꎬＢＢＭ方程具有更好的光滑性质ꎬ也具有 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 结构ꎬ可是它

不是可积的ꎬ并且孤立波不是孤立子. 它的解都是整体存在的[４]ꎬ而且孤立波解是光滑的和轨道稳定的.
由于在一些实际问题上的应用ꎬ各种广义的的 ＢＢＭ方程被人们逐渐认识. 在描述小振幅的长波在非线性

色散介质中传播的时候必须考虑耗散机制的影响ꎬ这种耗散会影响解所反应的真实情况. 很多时候耗散

会让波变得很复杂ꎬ不被我们所知. 探究这类方程解的衰减率同样是一个挑战性的问题. Ａｌｂｅｒｔ[５ꎬ６]考虑了

如下广义 ＢＢＭ方程:
∂ｔｕ－∂ｔ∂２ｘｕ＋∂ｘｕ＋ｕｐ∂ｘｕ＝ ０ꎬｐ>４ (１)

解的衰减率ꎬＢｉｌｅｒ[７]考虑了广义 ＢＢＭ方程:
∂ｔｕ－Δ∂ｔｕ＋▽βｕ＋ｕｐ(α􀅰▽ｕ)＝ ０ꎬｐ>３ꎬαꎬβ∈Ｒ３ꎬβ≠０ (２)

解的衰减率ꎬ并证明了方程(１)－(２)解的衰减率分别为:‖ｕ‖Ｌ∞ ＝Ｏ( ｔ
－ １３ )ꎬ‖ｕ‖Ｌ∞ ＝Ｏ( ｔ

－ ２３ )ꎬ当 ｔ→∞ .
ＡｍｉｃｋꎬＢｏｎａ和 Ｓｃｈｏｎｂｅｋ[８]以一类 ＫｄＶ和 ＢＢＭ方程为例ꎬ对任意的初值ꎬ从理论上证明了这些方程解的

衰减率是:

‖ｕ(􀅰ꎬｔ)‖Ｌ２(Ｒ)＝ Ｏ( ｔ
－ １４ )ꎬ‖ｕ(􀅰ꎬｔ)‖Ｌ∞ (Ｒ)＝ Ｏ( ｔ

－ １２ )ꎬｔ→∞ . (３)
相继又有很多人从事一类大时间 Ｂｅｎｊａｍｉｎ￣Ｂｏｎａ￣Ｍａｈｏｎｙ￣Ｂｕｒｇｅｒｓ(ＢＢＭＢ)方程的衰减率的研究ꎬ如 Ｍｅｉ[９]ꎬ
Ｃｈｅｎ和 Ｇｏｕｂｅｔ[１０]ꎬ张[１１]ꎬ方和郭[１２]研究了 ｎ－维 ＢＢＭ方程解的衰减率ꎬ并都得到了与式(３)类似的结果.
但是ꎬ这些结果在很大程度上都需要数值实验去验证ꎬ特别是当时间很大的时候ꎬ我们很有必要知道我们

的数值格式是否合理ꎬ计算结果是否可靠. 随着浅水波方程在实际问题中受到越来越广泛的关注ꎬ该模型

的理论研究及数值模拟成为研究热点ꎬ在理论方面取得了很多重要的结果. Ｄｏｇａｎ[１３－１５] 提出了线性元ꎬ二
次和五次 Ｂ－样条有限元来求解一类正则长波方程. 对 ＢＢＭ 方程和 ＢＢＭＢ 方程ꎬＯｍｒａｎｉ[１６ꎬ１７] 提出了一个

时间二阶格式ꎬ空间有限元方法 /有限差分的数值方法. 但是ꎬ目前用数值方法讨论这类方程解的渐进衰

减率的工作还很少. Ｃｈｅｎ等人[１０ꎬ１８]提出了一种时间有限差分ꎬ空间谱方法的半隐格式. 但是这种格式是

条件稳定的. 对这类方程而言ꎬ数值格式的难点在于ꎬ一方面要求所构造的格式必须尽可能的稳定ꎬ另一

方面计算复杂度尽可能小.
本文用 ＢＢＭ方程的二种无条件稳定的数值格式来研究方程的衰减率ꎬ格式的优势在于我们不仅能选

取较大的时间步长ꎬ而且每步迭代只需要解一个线性方程ꎬ最后我们用所提的数值格式研究了解的渐进衰

减率ꎬ数值结果显示这类模型的解衰减率与已知的理论证明是吻合的.

２　 ＢＢＭ 方程

我们考虑如下耗散型 ＢＢＭ方程:
∂ｔｕ＋∂ｘｕ－∂ｔ∂２ｘｕ＋ｕ∂ｘｕ－ν∂２ｘｕ＝ ０ꎬｔ∈(０ꎬＴ]ꎬｘ∈Λ (４)

满足下面初值条件:
ｕ(ｘꎬ０)＝ ｕ０(ｘ)ꎬｘ∈􀭺Λ (５)

和边界条件:
ｕ(ｘꎬｔ)＝ ｕ(ｘ＋Ｌꎬｔ)ꎬｔ∈(０ꎬＴ]ꎬｘ∈􀭺Λꎬ (６)

这里 ν是非负常数ꎬΛ＝(０ꎬＬ)ꎬ􀭺Λ＝[０ꎬＬ]ꎬＴ表示时间.
引理 １　 方程(４)－(６)的解 ｕ满足如下能量不等式:

Ｅ(ｕ)≤Ｅ(ｕ０)ꎬ (７)
这里

Ｅ(ｕ)＝ ‖ｕ‖２
０＋‖∂ｘｕ‖２

０ .
证明　 方程(４)两边与 ｕ做内积ꎬ可得:

—３３—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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１
２
ｄ
ｄｔ
‖∂ｔｕ‖２

０＋‖∂ｔｕ‖２
０＋
１
２
ｄ
ｄｔ
‖∂ｘｕ‖２

０＋ν‖∂ｘｕ‖２
０ ＝ ０.

于是

ｄ
ｄｔ
Ｅ(ｕ)≤０.

两边对 ｔ积分即得式(７) .

３　 时间离散格式

在这里介绍 ＢＢＭ方程二个线性化的时间半离散格式并考察它们的稳定性. 对于一个给定的正整数

Ｋ>０ꎬｔ＝ｎΔｔꎬｎ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＫꎬ这里时间步长 Δｔ＝Ｔ / Ｋ.
３.１　 Ｅｕｌｅｒ 一阶半隐式格式

考虑如下基于 Ｅｕｌｅｒ方法的一阶半隐式格式:
ｕｎ＋１－ｕｎ

Δｔ
＋∂ｘｕｎ

＋１－ １
Δｔ

(∂２ｘｕｎ
＋１－∂２ｘｕｎ)＋

１
３
(２ｕｎ∂ｘｕｎ

＋１＋ｕｎ＋１∂ｘｕｎ)－ν∂２ｘｕｎ
＋１ ＝ ０ꎬｎ≥０. (８)

Ｅｕｌｅｒ半隐格式有下列稳定性结果.
定理 １　 Ｅｕｌｅｒ格式ꎬ即式(８)是无条件稳定的ꎬ即对任意的 Δｔ>０ꎬ都有:

‖ｕｎ＋１‖１≤‖ｕｎ‖１ꎬｎ≥０. (９)
证明　 方程(８)与 ２Δｔｕｎ＋１做内积ꎬ注意到

(２ｕｎ∂ｘｕｎ
＋１＋ｕｎ＋１∂ｘｕｎꎬｕｎ

＋１)＝ (ｕｎ∂ｘｕｎ
＋１＋∂ｘ(ｕｎ

＋１ｕｎ)ꎬｕｎ＋１)＝ ０.
则:

‖ｕｎ＋１‖２
０－‖ｕｎ‖２

０＋‖ｕｎ
＋１－ｕｎ‖２

０＋‖∂ｘｕｎ
＋１‖２

０－‖∂ｘｕｎ‖２
０＋‖∂ｘｕｎ

＋１－∂ｘｕｎ‖２
０＋２ν‖∂ｘｕｎ

＋１‖２
０ ＝ ０.

因此我们有:
‖ｕｎ＋１‖２

１≤‖ｕｎ‖２
１ꎬｎ≥０.

定理得证.
注　 从形式上来看ꎬ上述格式在时间方向只有一阶精度. 显然ꎬ这对长时间的数值模似是不够的. 我

们希望改进计算方法ꎬ提高截断误差阶数. 因此ꎬ我们考虑一个更高阶的数值格式.
３.２　 Ｃ－Ｎ 基于 Ｃｒａｎｋ￣Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 的二阶半隐格式

我们考虑如下基于 Ｃｒａｎｋ￣Ｎｉｃｏｌｓｏｎ方法的二阶半隐格式:
ｕｎ＋１－ｕｎ

Δｔ
＋∂ｘｕｎ

＋ １２ － １
Δｔ

(∂２ｘｕｎ
＋１－∂２ｘｕｎ)＋

１
６
(２∂ｘｕｎ

＋ １２(３ｕｎ－ｕｎ－１)＋ｕｎ＋
１
２ ∂ｘ(３ｕｎ－ｕｎ

－１))－ν∂２ｘｕｎ
＋ １２ ＝ ０ꎬｎ≥１ꎬ (１０)

这里 ｕｎ＋
１
２ ＝ｕ

ｎ＋１＋ｕｎ

２
.

定理 ２　 设{ｕｎ}是时间半离散式(１０)的解ꎬ则有:
‖ｕｎ＋１‖１≤‖ｕｎ‖１ꎬｎ≥１. (１１)

证明　 方程(１０)与 ２Δｔｕｎ＋
１
２做内积ꎬ注意到

(２∂ｘｕｎ
＋ １２(３ｕｎ－ｕｎ－１)＋ｕｎ＋

１
２ ∂ｘ(３ｕｎ－ｕｎ

－１)ꎬｕｎ＋
１
２ )＝ ０.

可得:

‖ｕｎ＋１‖２
０－‖ｕｎ‖２

０＋(‖∂ｘｕｎ
＋１‖２

０－‖∂ｘｕｎ‖２
０)＋２Δｔν‖∂ｘｕｎ

＋ １２‖２
０ ＝ ０.

因此ꎬ我们有:
‖ｕｎ＋１‖２

１≤‖ｕｎ‖２
１ꎬｎ≥１.

定理得证.

４　 空间谱方法

在这节我们讨论方程(４)、(５)的空间谱方法. 由于 Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱方法对周期问题特别适用ꎬ因此我们用

—４３—
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Ｆｏｕｒｉｅｒ￣Ｇａｌｅｒｋｉｎ谱方法对空间进行离散. 首先引入一些基本的定义与记号. 我们定义 Ｎ 次(正整数)多项

式空间 ＳＮ ＝ｓｐａｎ{ｅｘｐ(－ｉｋｘ): ｜ ｋ ｜≤Ｎ}ꎬ定义 Ｌ２ 投影算子 πＮ:Ｌ２(Λ)→ＳＮꎬ使得:
(πＮｖ－ｖꎬψ)＝ ０ꎬ∀ψ∈ＳＮ

和 Ｈ１ 投影算子 π１Ｎ:Ｈ１(Λ)→ＳＮꎬ使得:
(∂ｘ(π１Ｎｖ－ｖ)ꎬ∂ｘψ)＝ ０ꎬ(π１Ｎｖ－ｖꎬψ)＝ ０ꎬ∀ψ∈ＳＮ .

由文献[１９ꎬ２０]可知下面的误差估计式成立:
‖ｕ－πＮｕ‖０≤Ｎ

－ｍ‖ｕ‖ｍꎬ∀ｕ∈Ｈｍ(Λ)ꎬｍ>０ꎬ

‖ｕ－π１Ｎｕ‖０≤Ｎｋ
－ｍ‖ｕ‖ｍꎬ∀ｕ∈Ｈｍ(Λ)ꎬｍ>０ꎬｋ＝ ０ꎬ１.

(１２)

４.１　 Ｅｕｌｅｒ / Ｆ－Ｇ
基于 Ｆｏｕｒｉｅｒ￣Ｇａｌｅｒｋｉｎ谱方法的全离散一阶半隐格式是:求 ｕｎ＋１Ｎ ∈ＳＮꎬ使得:

１
Δｔ

(ｕｎ＋１Ｎ －ｕｎＮꎬψＮ)＋(∂ｘｕｎ
＋１
Ｎ ꎬψＮ)＋

１
Δｔ

(∂２ｘｕｎ
＋１
Ｎ －∂２ｘｕｎＮꎬ∂ｘψＮ)＋

１
３
(２ｕｎＮ∂ｘｕｎ

＋１
Ｎ ＋ｕｎ

＋１
Ｎ ∂ｘｕｎＮꎬψＮ)＋

ν(∂ｘｕｎ
＋１
Ｎ ꎬ∂ｘψＮ)＝ ０ꎬｎ≥０ꎬ∀ψＮ∈ＳＮ . (１３)

下面推导全离散误差. 为此定义误差函数:
􀭴ｅｎＮ ＝π１Ｎｕ(􀅰ꎬｔｎ)－ｕｎＮꎬｅ^ｎＮ ＝ｕ(􀅰ꎬｔｎ)－π１Ｎｕ(􀅰ꎬｔｎ)ꎬｅｎＮ ＝ｕ(􀅰ꎬｔｎ)－ｕｎＮ ＝􀭴ｅｎＮ＋ｅ^ｎＮꎬｎ>０ꎬ

与截断误差 Ｒｎ＋１１ (ｘ)＝ ｒｎ＋１１ (ｘ)＋ｒｎ＋１２ (ｘ)ꎬｎ≥０ꎬ这里

ｒｎ＋１１ (ｘ)＝
ｕ(ｘꎬｔｎ＋１)－ｕ(ｘꎬｔｎ)

Δｔ
－∂ｔｕ(ｘꎬｔｎ＋１)ꎬｒｎ

＋１
２ (ｘ)＝

∂２ｘｕ(ｘꎬｔｎ＋１)－∂２ｘｕ(ｘꎬｔｎ)
Δｔ

－∂２ｘ∂ｔｕ(ｘꎬｔｎ＋１) .

由 Ｔａｙｌｏｒ展开式可得:
‖ｒｎ＋１１ ‖２

０≤ｃΔｔ２ꎬ‖ｒｎ
＋１
２ ‖２

０≤ｃΔｔ２ . (１４)
首先我们有如下稳定性结果:

定理 ３　 全离散问题(１３)的解满足如下能量不等式:
‖ｕｎ＋１Ｎ ‖１≤‖ｕｎＮ‖１ꎬｎ≥０. (１５)

证明　 与定理 １的证明相似.
定理 ４　 设 ｕ为式(４)－(６)的精确解ꎬ{ｕｋＮ} Ｋｋ＝０为式(１３)的数值解. 假设 ｕ足够光滑(至少对时间二阶

可导ꎬ对空间 ｍ阶可导)ꎬ则下面的误差估计式成立:
‖ｕ(􀅰ꎬｔｋ)－ｕｋＮ‖１≤ｃ(Δｔ＋Ｎ１

－ｍ)ꎬｋ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺Ｋꎬ (１６)
这里 ｃ只与 ν、Ｔ、ｕ有关ꎬ与 Δｔ、Ｎ无关.

证明　 方程(４)与 ψＮ∈ＳＮ 做内积并减去方程(１３)ꎬ有:

(
􀭴ｅｎ＋１Ｎ －􀭴ｅｎＮ
Δｔ

ꎬψＮ)＋(∂ｘ􀭴ｅｎ
＋１
Ｎ ꎬψＮ)＋

１
Δｔ

(∂ｘ􀭴ｅｎ
＋１
Ｎ －∂ｘ􀭴ｅｎＮꎬ∂ｘψＮ)＋(ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－

１
３
(２ｕｎＮ∂ｘｕｎ

＋１
Ｎ ＋ｕｎ

＋１
Ｎ ∂ｘｕｎＮ)ꎬψＮ)＋

ν(∂ｘ􀭴ｅｎ
＋１
Ｎ ꎬ∂ｘψＮ)＝ (Ｒｎ

＋１
１ ꎬψＮ)＋((π１Ｎ－Ｉ)∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)ꎬψＮ)＋

１
Δｔ

((π１Ｎ－Ｉ)(ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－ｕ(􀅰ꎬｔｎ))ꎬψＮ)＋

１
Δｔ

((π１Ｎ－Ｉ)(∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ))ꎬ∂ｘψＮ) .

取 ψＮ ＝ ２Δｔ􀭴ｅｎ
＋１ꎬ可得:

‖􀭴ｅｎ＋１Ｎ ‖２
１－‖􀭴ｅｎＮ‖２

１≤２Δｔ‖Ｒｎ
＋１
１ ‖０‖􀭴ｅｎ

＋１
Ｎ ‖０＋２Δｔ‖∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)‖０‖􀭴ｅｎ

＋１
Ｎ ‖０＋２‖(π１Ｎ－Ｉ)(ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－

ｕ(􀅰ꎬｔｎ))‖０‖􀭴ｅｎ
＋１
Ｎ ‖０＋２‖(π１Ｎ－Ｉ)(∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ))‖０‖∂ｘ􀭴ｅｎ

＋１
Ｎ ‖０＋

２Δｔ‖ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－
１
３
(２ｕｎＮ∂ｘｕｎ

＋１
Ｎ ＋ｕｎ

＋１
Ｎ ∂ｘｕｎＮ)‖０‖∂ｘ􀭴ｅｎ

＋１
Ｎ ‖０ ＝:Ｔ１＋Ｔ２＋Ｔ３＋Ｔ４ . (１７)

现在逐项估计 Ｔｉꎬｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬ４. 由 Ｃａｕｃｈｙ￣Ｓｃｈｗａｒｚ不等式和 Ｙｏｕｎｇ’ｓ不等式ꎬ我们有:
Ｔ１≤Δｔ(‖Ｒｍ

＋１
１ ‖２

０＋‖(π１Ｎ－Ｉ)∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)‖２
０)＋２Δｔ‖􀭴ｅｎ

＋１
Ｎ ‖２

０ꎬ

Ｔ２≤２ ∫ｔ ｎ＋１
ｔｎ
‖(π１Ｎ－Ｉ)∂ｔｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)‖２

０ｄｔ＋２Δｔ‖􀭴ｅｎ
＋１
Ｎ ‖２

０ꎬ

—５３—
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Ｔ３≤２ ∫ｔ ｎ＋１
ｔｎ
‖(π１Ｎ－Ｉ)∂ｘ∂ｔｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)‖２

０ｄｔ＋２Δｔ‖∂ｘ􀭴ｅｎ
＋１
Ｎ ‖２

０ꎬ

Ｔ４≤Δｔ(‖Ａ１‖２
０＋‖Ａ２‖２

０＋ ｜􀭴ｅｎ
＋１
Ｎ ‖２

０)ꎬ
这里

Ａ１ ＝ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－ｕｎＮ∂ｘｕｎ
＋１
Ｎ ꎬＡ２ ＝ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－ｕｎ

＋１
Ｎ ∂ｘｕｎＮ .

利用积分余项的 Ｔａｙｌｏｒ展开式和 Ｙｏｕｎｇ’ｓ不等式ꎬ可以得到:
‖Ａ１‖２

０≤３‖(ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－ｕ(􀅰ꎬｔｎ))∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)‖２
０＋３‖(ｕ(􀅰ꎬｔｎ)－ｕｎＮ)∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)‖２

０＋

３‖ｕｎＮ(∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－∂ｘｕｎ
＋１
Ｎ )‖２

０≤３Δｔ‖∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)‖２
Ｌ∞ ∫ｔ ｎ＋１

ｔｎ
‖∂ｔ ｕ(􀅰ꎬｔ)‖２

０ｄｔ＋

３‖∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)‖２
Ｌ∞‖ｅｎＮ‖２

０＋３‖ｕｎＮ‖２
Ｌ∞‖∂ｘｅｎ

＋１
Ｎ ‖２

０ꎬ
‖Ａ２‖２

０≤３‖(∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ))ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)‖２
０＋３‖(ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－ｕｎ

＋１
Ｎ )∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ)‖２

０＋

３‖ｕｎ＋１Ｎ (∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ)－∂ｘｕｎＮ)‖２
０≤３Δｔ‖∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)‖２

Ｌ∞ ∫ｔ ｎ＋１
ｔｎ
‖∂ｔ∂ｘｕ(􀅰ꎬｔ)‖２

０ｄｔ＋

３‖∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ)‖２
Ｌ∞‖ｅｎ

＋１
Ｎ ‖２

０＋３‖ｕｎ
＋１
Ｎ ‖２

Ｌ∞‖∂ｘｅｎＮ‖２
０ꎬ

由定理 ３中的稳定性结果ꎬ可得‖ｕｎＮ‖Ｌ∞的有界性. 因此

‖Ａ１‖２
０＋‖Ａ２‖２

０≤ｃ(Δｔ２＋‖ｅｎＮ‖２
０＋‖ｅｎ

＋１
Ｎ ‖２

０＋‖∂ｘｅｎＮ‖２
０＋‖∂ｘｅｎ

＋１
Ｎ ‖２

０) .
将上述结果代入式(１７)可得:

‖􀭴ｅｎ＋１Ｎ ‖２
１－‖􀭴ｅｎＮ‖２

１≤Δｔ‖Ｒｎ
＋１
１ ‖２

０＋Δｔ‖(π１Ｎ－Ｉ)∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)‖２
０＋２Δｔ‖􀭴ｅｎ

＋１
Ｎ ‖２

０＋

２ ∫ｔ ｎ＋１
ｔｎ
‖(π１Ｎ－Ｉ)∂ｔｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)‖２

０ ｄｔ＋２Δｔ‖􀭴ｅｎ
＋１
Ｎ ‖２

０＋２ ∫ｔ ｎ＋１
ｔｎ
‖(π１Ｎ－Ｉ)∂ｔ∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)‖２

０ ｄｔ＋

２Δｔ‖∂ｘ􀭴ｅｎ
＋１
Ｎ ‖２

０＋ｃ(Δｔ２＋‖ｅｎＮ‖２
０＋‖ｅｎ

＋１
Ｎ ‖２

０＋‖∂ｘｅｎＮ‖２
０＋‖∂ｘｅｎ

＋１
Ｎ ‖２

０) .
不等式两边对 ｎ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｋ求和ꎬ并注意到式(１２)和式(１４)ꎬ得:

‖􀭴ｅｋ＋１Ｎ ‖２
１－‖􀭴ｅ０Ｎ‖２

１≤ｃ(Δｔ２＋Ｎ２
－２ｍ)＋ｃΔｔ∑

ｋ

ｎ ＝ ０
｜ (‖􀭴ｅｎ＋１Ｎ ‖２

１＋‖􀭴ｅｎＮ‖２
１)ꎬｋ＝ ０ꎬ􀆺ꎬＫ－１.

由离散的 Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理ꎬ有:
‖􀭴ｅｋ＋１Ｎ ‖２

１≤ｃ(Δｔ２＋Ｎ２
－２ｍ)ꎬｋ＝ ０ꎬ􀆺ꎬＫ－１.

最后利用三角不等式可得式(１６) .
４.２　 Ｃ－Ｎ / Ｆ－Ｇ

二阶格式(１０)的 Ｆｏｕｒｉｅｒ谱方法是:对给定的 ｕ０Ｎ ＝πＮｕ０ꎬ求 ｕｎ
＋１
Ｎ ∈ＳＮꎬ使得:

(
ｕｎ＋１Ｎ －ｕｎＮ
Δｔ

ꎬψＮ)＋(∂ｘｕｎ
＋ １２
Ｎ ꎬψＮ)－(

∂２ｘｕｎ
＋１
Ｎ －∂２ｘｕｎＮ
Δｔ

ꎬψＮ)－ν(∂２ｘｕｎ
＋ １２ ꎬψＮ)＋

１
６
(２∂ｘｕｎ

＋ １２
Ｎ (３ｕｎＮ－ｕｎＮ)＋

ｕｎ＋
１
２

Ｎ ∂ｘ(３ｕｎＮ－ｕｎ
－１
Ｎ )ꎬψＮ)＝ ０ꎬｎ≥１ꎬψＮ∈ＳＮ . (１８)

为了方便分析上述数值格式的误差估计ꎬ我们定义截断误差 Ｒｎ＋
１
２

３ (ｘ)＝ ｒｎ＋
１
２

５ (ｘ)＋ｒｎ＋
１
２

６ (ｘ)ꎬｎ≥０ꎬ这里:

ｒｎ＋１５ (ｘ)＝
ｕ(ｘꎬｔｎ＋１)－ｕ(ｘꎬｔｎ)

Δｔ
－∂ｔｕ(ｘꎬｔｎ＋１)ꎬｒｎ

＋１
６ (ｘ)＝

∂２ｘｕ(ｘꎬｔｎ＋１)－∂２ｘｕ(ｘꎬｔｎ)
Δｔ

－∂２ｘ∂ｔｕ(ｘꎬｔｎ＋１) .

由 Ｔａｙｌｏｒ展开式可得:
‖ｒｎ＋１１ ‖２

０≤ｃΔｔ４ꎬ‖ｒｎ
＋１
２ ‖２

０≤ｃΔｔ４ . (１９)
定理 ５　 Ｃ－Ｎ / Ｆ－Ｇ格式是无条件稳定的ꎬ即对任意的 Δｔ≥０ꎬ都有如下能量不等式成立:

‖ｕｎ＋１Ｎ ‖１≤‖ｕｎＮ‖１ꎬｎ≥０.
证明　 与定理 ２的证明相似.
定理 ６　 离散格式(１８)具有时间二阶精度ꎬ空间谱精度ꎬ即 Ｃ－Ｎ / Ｆ－Ｇ格式解有如下估计式:

‖ｕ(􀅰ꎬｔｋ)－ｕｋＮ‖１≤ｃ(Δｔ２＋Ｎ１
－ｍ)ꎬｋ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺Ｋ. (２０)

证明　 由方程(４)和(１８)可得:

(
􀭴ｅｎ＋１Ｎ －􀭴ｅｎＮ
Δｔ

ꎬψＮ)＋(∂ｘ􀭴ｅｎ
＋ １２
Ｎ ꎬψＮ)＋

１
Δｔ

(∂ｘ􀭴ｅｎ
＋１
Ｎ －∂ｘ􀭴ｅｎＮꎬ∂ｘψＮ)＋ν(∂ｘ􀭴ｅｎ

＋ １２
Ｎ ꎬ∂ｘψＮ)＋(ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋ １２ )∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋ １２ )－
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１
６
(２∂ｘｕｎ

＋１
Ｎ (３ｕｎＮ－ｕｎ

－１
Ｎ )＋ｕｎ＋

１
２

Ｎ ∂ｘ(３ｕｎＮ－ｕｎ
－１
Ｎ )ꎬψＮ)＝ (Ｒｎ

＋ １２
３ ꎬψＮ)＋((π１Ｎ－Ｉ)∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋ １２ )ꎬψＮ)＋

１
Δｔ

((π１Ｎ－Ｉ)(ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－ｕ(􀅰ꎬｔｎ))ꎬψＮ)＋
１
Δｔ

((π１Ｎ－Ｉ)(∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ))ꎬ∂ｘψＮ) .

在上式中取 ψＮ ＝ ２Δｔ􀭴ｅｎ
＋ １２ ꎬ可得:

‖􀭴ｅｎ＋１Ｎ ‖２
１－‖􀭴ｅｎＮ‖２

１≤２Δｔ‖Ｒｎ
＋ １２
３ ‖０‖􀭴ｅｎ

＋ １２
Ｎ ‖０＋２Δｔ‖∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)‖０‖􀭴ｅｎ

＋ １２
Ｎ ‖０＋

２‖(π１Ｎ－Ｉ)(ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－ｕ(􀅰ꎬｔｎ))‖０‖􀭴ｅｎ
＋ １２
Ｎ ‖０＋２‖(π１Ｎ－Ｉ)(∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋１)－∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ))‖０‖∂ｘ􀭴ｅｎ

＋ １２
Ｎ ‖０＋

２Δｔ‖ｕ(􀅰ꎬｔｎ＋ １２ )∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋ １２ )－
１
６
(２∂ｘｕｎ

＋１
Ｎ (３ｕｎＮ－ｕｎ

－１
Ｎ )＋ｕｎ＋

１
２

Ｎ ∂ｘ(３ｕｎＮ－ｕｎ
－１
Ｎ ))‖０‖∂ｘ􀭴ｅｎ

＋ １２
Ｎ ‖０ ＝:

Ｑ１＋Ｑ２＋Ｑ３＋Ｑ４ . (２１)
由 Ｃａｕｃｈｙ￣Ｓｃｈｗａｒｚ不等式和 Ｙｏｕｎｇ’ｓ不等式ꎬ我们有:

Ｑ１≤Δｔ(‖Ｒｍ
＋ １２
３ ‖２

０＋‖(π１Ｎ－Ｉ)∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋ １２ )‖
２
０)＋２Δｔ‖􀭴ｅｎ

＋ １２
Ｎ ‖２

０ꎬ

Ｑ２≤２ ∫ｔ ｎ＋１
ｔｎ
‖(π１Ｎ－Ｉ)∂ｔｕ(􀅰ꎬｔ)‖２

０ｄｔ＋２Δｔ‖􀭴ｅｎ
＋ １２
Ｎ ‖２

０ꎬ

Ｑ３≤２ ∫ｔ ｎ＋１
ｔｎ
‖(π１Ｎ－Ｉ)∂ｘ∂ｔｕ(􀅰ꎬｔ)‖２

０ｄｔ＋２Δｔ‖∂ｘ􀭴ｅｎ
＋ １２
Ｎ ‖２

０ꎬ

Ｑ４≤Δｔ(‖Ｄ１‖２
０＋‖Ｄ２‖２

０＋ ｜􀭴ｅｎ
＋ １２
Ｎ ‖２

０)ꎬ
类似的有:

‖Ｄ１‖２
０＋‖Ｄ２‖２

０≤ｃ(Δｔ４＋‖３ｅｎＮ－ｅｎ
－１
Ｎ ‖２

１＋‖ｅｎ
＋ １２
Ｎ ‖２

０) .
将上述估计全部代入式(２１)可得:

‖􀭴ｅｎ＋１Ｎ ‖２
１－‖􀭴ｅｎＮ‖２

１≤Δｔ‖Ｒｎ
＋ １２
３ ‖２

０＋Δｔ‖(π１Ｎ－Ｉ)∂ｘｕ(􀅰ꎬｔｎ＋ １２ )‖
２
０＋２Δｔ‖􀭴ｅｎ

＋ １２
Ｎ ‖２

０＋ ∫ｔ ｎ＋１
ｔｎ
‖(π１Ｎ－Ｉ)∂ｔｕ(􀅰ꎬｔ)‖２

０ ｄｔ＋

Δｔ‖􀭴ｅｎ＋
１
２

Ｎ ‖２
０＋ ∫ｔ ｎ＋１

ｔｎ
‖(π１Ｎ－Ｉ)∂ｔ∂ｘｕ(􀅰ꎬｔ)‖２

０ ｄｔ＋Δｔ‖∂ｘ􀭴ｅｎ
＋ １２
Ｎ ‖２

０＋ｃ(Δｔ４＋‖３ｅｎＮ－ｅｎ
－１
Ｎ ‖２

１＋‖ｅｎ
＋ １２
Ｎ ‖２

１) .

不等式两边对 ｎ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｋ求和ꎬ并由式(１２)和式(１８)ꎬ可得:

‖􀭴ｅｋ＋１Ｎ ‖２
１≤ｃ(Δｔ４＋Ｎ２

－２ｍ)＋ｃΔｔ∑
ｋ

ｎ ＝ ０
‖􀭴ｅｎ＋１Ｎ ‖２

１ꎬｋ＝ ０ꎬ􀆺ꎬＫ－１.

由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理可得:
‖􀭴ｅｋ＋１Ｎ ‖２

１≤ｃ(Δｔ４＋Ｎ２
－２ｍ)ꎬｋ＝ １ꎬ２􀆺ꎬＫ－１.

由 ｅｎＮ ＝ ｅ^ｎＮ＋􀭴ｅｎＮꎬｎ≥０ꎬ即有式(２０)成立.

５　 ＢＢＭ 方程的数值结果

５.１　 数值有效性

在这节ꎬ我们将讨论 ＢＢＭ方程的数值格式的有效性. 考虑如下 ＢＢＭ方程:
∂ｔｕ＋∂ｘｕ－β∂ｔ∂２ｘｕ＋γｕ∂ｘｕ－ν∂２ｘｕ＝ ０ꎬｔ∈(０ꎬＴ]ꎬｘ∈Λꎬ

ｕ(ｘꎬ０)＝ ｕ０(ｘ)ꎬｕ(ｘꎬｔ)＝ ｕ(ｘ＋Ｌꎬｔ)ꎬｔ∈(０ꎬＴ]ꎬｘ∈􀭺Λꎬ (２２)
这里我们引入参数 βꎬγ以便我们考察色散项、非线性项对衰减率的影响. 我们对空间用 Ｆｏｕｒｉｅｒ￣Ｇａｌｅｒｋｉｎ
谱方法离散ꎬ类似可以得到关于{ ｕ^ｎ＋１ｋ }的一系列方程组.
５.１.１　 Ｅｕｌｅｒ / Ｆ－Ｇ格式

１
Δｔ

( ｕ^ｎ＋１ｋ －ｕ^ｎｋ)(１＋β(２πｋ / Ｌ) ２)＋( ｉ２πｋ / Ｌ＋ν(２πｋ / Ｌ) ２) ｕ^ｎ
＋１
ｋ ＋
γ
３
{２ｕｎＮ∂ｘｕｎ

＋１
Ｎ ＋ｕｎ

＋１
Ｎ ∂ｘｕｎＮ} ｋ ＝ ０.

５.１.２　 Ｃ－Ｎ / Ｆ－Ｇ格式

１
Δｔ

( ｕ^ｎ＋１ｋ －ｕ^ｎｋ)(１＋β(２πｋ / Ｌ) ２)＋( ｉ２πｋ / Ｌ＋ν(２πｋ / Ｌ) ２) ｕ^ｎ
＋ １２
ｋ ＋

γ
６
{２(３ｕｎＮ－ｕｎ

－１
Ｎ )∂ｘｕｎ

＋ １２
Ｎ ＋ｕｎ

＋ １２
Ｎ ∂ｘ(３ｕｎＮ－ｕｎ

－１
Ｎ )} ｋ ＝ ０.

—７３—
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下面ꎬ我们将验证数值方法的有效性. 由文献[２１]知ꎬ当 β＝γ＝ １ꎬν＝ ０时方程(２２)存在唯一准确解:

ｕ(ｘꎬｔ)＝ ３ｓｅｃｈ２( ０.５３ (ｘ－２ｔ－ｘ０)) ２ꎬ (２３)

这里 ｘ０ ＝Ｌ / ２. 对应的初值条件为 ｕ(ｘꎬ０)＝ ３ｓｅｃｈ２( ０.５３ (ｘ－ｘ０)) ２ꎬＬ＝ ４００ꎬＴ＝ １. 为了观察数值解的精度ꎬ
我们计算 Ｌ２ 和 Ｈ１ 范数下的‖ｕ(Ｔ)－ｕＫＮ‖误差.

图 １给出了多项式逼近阶数分别取 Ｎ＝ ５００、７００ 时 Ｌ２、Ｈ１ 范数下的误差ꎬ分别对 Δｔ－轴与 Ｅｒｒｏｒ－轴取

对数. 由图可知 Ｅｕｌｅｒ / Ｆ－Ｇ格式在时间方向上的误差阶接近 １ 阶ꎬＥｕｌｅｒ / Ｆ－Ｇ格式和 Ｃ－Ｎ / Ｆ－Ｇ 格式在时

间方向上的误差阶接近 ２阶. 这与理论证明是一致的.

图 １　 Ｅｕｌｅｒ / Ｆ－Ｇ 格式和 Ｃ－Ｎ / Ｆ－Ｇ 格式ꎬ不同范数下的误差随时间步长 Δｔ 的变化情况

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅ ｉｎ ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ / Ｆ－Ｇ ａｎｄ Ｃ－Ｎ / Ｆ－Ｇ

５.２　 解的长时间衰减率

我们利用 Ｃ－Ｎ / Ｆ－Ｇ格式计算解在半 Ｈ１ꎬＬ２ꎬＬ∞范数下的衰减率(分别记为 Ｒ１ꎬＲ２ꎬＲ∞ ) . 取 ｕ(ｘꎬ０)＝

３ｓｅｃｈ２( ０.５３ (ｘ－ｘ０)) ２ꎬΔｔ ＝ １ꎬＴ ＝ １ ０００. 结果如表 １ 所示ꎬ我们可以看到 Ｒ１、Ｒ２、Ｒ∞分别接近－ ３
４
ꎬ－ １
４
ꎬ

－ １
２
. 这些结果验证了理论的衰减率.

表 １　 不同参数下解的衰减率

Ｔａｂｌｅ １　 Ｄｅｃａｙ ｒａｔｅｓ ｉｎ ｔｉｍｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

扩散项 ν 色散项 β 非线性项 γ Ｒ１ Ｒ２ Ｒ∞
１ １ １ －０.７６０ ７ －０.２５４ ２ －０.５１６ ８
１ １ ０ －０.７４９ ８ －０.２４９ ８ －０.４９９ ６
１ ０ １ －０.７５１ ０ －０.２５０ ０ －０.４９６ ４
０.１ １ ０ －０.７４１ ３ －０.２４５ ６ －０.４３１ ３
０.１ １ ０.１ －０.６６４ ７ －０.２５３ １ －０.４４６ ７
０.１ ０ ０ －０.７３２ ８ －０.２４３ ９ －０.４８６ ６
０.５ ０.１ ０.１ －０.７４８ ４ －０.２４９ ６ －０.４９７ ２
０.５ ０ ０.１ －０.７４７ ７ －０.２４９ ３ －０.４９９ ０
０.５ ０.１ ０ －０.７４８ １ －０.２４９ ３ －０.４９８ ７

５.３　 各种参数对衰减率的影响

这节讨论不同的参数 βꎬγꎬν对解的衰减率的影响. 取 Ｔ＝ ５ ０００ꎬＬ＝ ２ ０００ꎬＮ＝ ３００ꎬΔｔ＝ １ꎬ初值不变.
由图 ２可知 β对两个范数下的衰减率的影响明显ꎬ随着 β逐渐增大ꎬ解的衰减率减小.
由图 ３、４可知ꎬ随着 γꎬν逐渐增大ꎬ解的衰减率轻微下降.

６　 结语

数值格式的难点在于ꎬ一方面要求所构造的格式必须尽可能的稳定ꎬ另一方面计算复杂度尽可能小.
本文提出 ＢＢＭ方程的 ２种无条件稳定的数值格式ꎬ格式的优势在于我们不仅能选取较大的时间步长ꎬ而
且每步迭代只需要解一个线性方程ꎬ这使得格式在计算浅水波模型的衰减率上特别适用. 最后我们用所

提的数值格式研究了解的渐进衰减率ꎬ数值结果显示这两类模型的解衰减率是:Ｌ２ 范数接近－ １
４
ꎬＬ∞范数

—８３—
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图 ２　 γ＝ν＝１ 时ꎬ不同时刻 Ｌ２ 与半 Ｈ１ 范数下的衰减率

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｄｅｃａｙ ｒａｔｅ ｉｎ ｔｈｅ Ｌ２ ￣ｎｏｒｍ( ｌｅｆｔ) ａｎｄ Ｈ１ ￣ｎｏｒｍ(ｒｉｇｈｔ) ａｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｉｍｅ ｆｏｒ γ＝ν＝１

图 ３　 β＝１ꎬν＝０.１ 时ꎬ不同时刻 Ｌ２ 与半 Ｈ１ 范数下的衰减率

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｄｅｃａｙ ｒａｔｅ ｉｎ ｔｈｅ Ｌ２ ￣ｎｏｒｍ( ｌｅｆｔ) ａｎｄ Ｈ１ ￣ｎｏｒｍ (ｒｉｇｈｔ) ａｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｉｍｅ ｆｏｒ β＝１ꎬν＝０.１

图 ４　 β＝０.１ꎬγ＝１ 时ꎬ不同时刻 Ｌ２ 与半 Ｈ１ 范数下的衰减率

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｄｅｃａｙ ｒａｔｅ ｉｎ ｔｈｅ Ｌ２ ￣ｎｏｒｍ( ｌｅｆｔ) ａｎｄ Ｈ１ ￣ｎｏｒｍ(ｒｉｇｈｔ) ａｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｉｍｅ ｆｏｒ β＝０.１ꎬγ＝１

接近－ １
２
ꎬＨ１ 半范数接近－ ３

４
. 这些数值结果与 ＡｍｉｃｋꎬＢｏｎａ 和 Ｓｃｈｏｎｂｅｋ[８]ꎬＭｅｉ[９]ꎬＣｈｅｎ 和 Ｇｏｕｂｅｔ[１０]等人

的理论证明是吻合的.

[参考文献]

[１] 　 Ｒｕｓｓｅｌｌ Ｊ. Ｒｅｐｏｒｔ ｏｎ ｗａｖｅｓ[Ｃ] / / １４ｔｈ Ｍｅｅｔｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ Ｂｒｉｔｉｓｈ Ａｓｓｏｃｉａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ Ａｄｖａｎｃｅｍｅｎｔ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ.Ｌｏｎｄｏｎꎬ１８４４:３１１－
３９０.　

[２] Ｋｏｒｔｅｗｅｇ Ｄ Ｄ ＪꎬｄｅＶｒｉｅｓ Ｄ Ｇ. Ｏｎ ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｆｏｒｍ ｏｆ ｌｏｎｇ ｗａｖｅｓ ａｄｖａｎｃｉｎｇ ｉｎ ａ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｃａｎａｌꎬａｎｄ ｏｎ ａ ｎｅｗ ｔｙｐｅ ｏｆ ｌｏｎｇ
ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｗａｖｅｓ[Ｊ] . Ｔｈｅ ＬｏｎｄｏｎꎬＥｄｉｎｂｕｒｇｈꎬａｎｄ Ｄｕｂｌｉｎ Ｐｈｉｌｏｓｏｐｈｉｃａｌ Ｍａｇａｚｉｎｅ ａｎｄ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅꎬ１８９５ꎬ３９(２４０):４２２－
４４３.　

[３] Ｂｅｎｊａｍｉｎ Ｔ ＢꎬＢｏｎａ Ｊ ＬꎬＭａｈｏｎｙ Ｊ Ｊ. Ｍｏｄｅｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｌｏｎｇ ｗａｖｅｓ ｉｎ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｉｓｐｅｒｓｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍｓ[Ｊ] . Ｐｈｉｌｏｓｏｐｈｉｃａｌ Ｔｒａｎｓ
Ａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｒｏｙａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙ ｏｆ Ｌｏｎｄｏｎ. Ｓｅｒｉｅｓ ＡꎬＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ａｎｄ Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓꎬ１９７２ꎬ２７２(１ ２２０):４７－７８.

[４] Ｍｅｄｅｉｒｏｓ Ｌ ＡꎬＭｅｎｚａｌａ Ｇ Ｐ. Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ａｎｄ ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ ｆｏｒ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅｎｊａｍｉｎ￣ｂｏｎａ￣ｍａｈｏｎｙ ｅｑｕａｔｉｏｎ[ Ｊ] .
ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓꎬ１９７７ꎬ８(５):７９２－７９９.

[５] Ａｌｂｅｒｔ Ｊ. Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｏｆ ｌｏｗ￣ｅｎｅｒｇｙ ｗａｖｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｂｅｎｊａｍｉｎ￣ｂｏｎａ￣ｍａｈｏｎｙ ｅｑｕａｔｉｏｎ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａ￣
ｔｉｏｎｓꎬ１９８６ꎬ６３(１):１１７－１３４.

—９３—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



南京师大学报(自然科学版) 第 ３８卷第 １期(２０１５年)

[６] Ａｌｂｅｒｔ Ｊ. Ｏｎ ｔｈｅ ｄｅｃａｙ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｂｅｎｊａｍｉｎ￣ｂｏｎａ￣ｍａｈｏｎｙ ｅｑｕａｔｉｏｎ[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ
ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓꎬ１９８９ꎬ１４１(２):５２７－５３７.

[７] Ｂｉｌｅｒ Ｐ. Ｌｏｎｇ ｔｉｍｅ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｂｅｎｊａｍｉｎ￣Ｂｏｎａ￣Ｍａｈｏｎｙ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｎ ｔｗｏ ｓｐａｃｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ[Ｄ] .
Ｐａｒｉｓ:Ｄｅｐａｒｔｅｍｅｎｔ ｄｅ ＭａｔｈｅｍａｔｉｑｕｅｓꎬＵｎｉｖｅｒｓｉｔｅ ｄｅ Ｐａｒｉｓ￣ｓｕｄꎬ１９９１.

[８] Ａｍｉｃｋ ＣꎬＢｏｎａ ＪꎬＳｃｈｏｎｂｅｋ Ｍ Ｅ. Ｄｅｃａｙ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｏｍｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｗａｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓꎬ
１９８９ꎬ８１(１):１－４９.

[９] Ｍｅｉ Ｍ. ｌｑ ￣ｄｅｃａｙ ｒａｔｅｓ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｂｅｎｊａｍｉｎ￣ｂｏｎａ￣ｍａｈｏｎｙ￣ｂｕｒｇｅｒｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓꎬ１９９９ꎬ
１５８(２):３１４－３４０.

[１０] Ｃｈｅｎ ＭꎬＤｕｍｏｎｔ ＳꎬＤｕｐａｉｇｎｅ Ｌꎬｅｔ ａｌ. Ｄｅｃａｙ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ａ ｗａｔｅｒ ｗａｖｅ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ａ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｖｉｓｃｏｕｓ ｄｉｓｐｅｒｓｉｖｅ ｔｅｒｍ[ Ｊ] .
Ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ｃｏｎｔ Ｄｙｎ Ｓｙｓｔ￣Ｓｅｒ Ａꎬ２０１０ꎬ２７(４):１ ４７３－１ ４９２.

[１１] Ｚｈａｎｇ Ｌ. Ｄｅｃａｙ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｂｅｎｊａｍｉｎ￣ｂｏｎａ￣ｍａｈｏｎｙ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｎ￣ｓｐａｃｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ[ Ｊ] . Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ａｎａｌｙｓｉｓ:
ＴｈｅｏｒｙꎬＭｅｔｈｏｄｓ ＆ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓꎬ１９９５ꎬ２５:１ ３４５－１ ３６９.

[１２] Ｆａｎｇ ＳꎬＧｕｏ Ｂ. Ｔｈｅ ｄｅｃａｙ ｒａｔｅｓ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｂｅｎｊａｍｉｎ￣ｂｏｎａ￣ｍａｈｏｎｙ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｍｕｌｔｉ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ[Ｊ] . Ｎｏｎｌｉｎ￣
ｅａｒ Ａｎａｌｙｓｉｓ:ＴｈｅｏｒｙꎬＭｅｔｈｏｄｓ ＆ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓꎬ２００８ꎬ６９(７):２ ２３０－２ ２３５.

[１３] Ｄｏｇａｎ Ａ. Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｒｌｗ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ ｌｉｎｅａｒ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｗｉｔｈｉ ｇａｌｅｒｋｉｎ’ｓ ｍｅｔｈｏｄ[ Ｊ] . Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ
Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇꎬ２００２ꎬ２６(７):７７１－７８３.

[１４] Ｓａｋａ ＢꎬＤａｇ ＩꎬＤｏｇａｎ Ａ. Ｇａｌｅｒｋｉｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｌｗ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｂ￣ｓｐｌｉｎｅｓ[Ｊ] . Ｉｎｔｅｒｎａ￣
ｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ２００４ꎬ８１(６):７２７－７３９.

[１５] Ｄａｇ ＩꎬＳａｋａ ＢꎬＩｒｋ Ｄ. Ｇａｌｅｒｋｉｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｌｗ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ ｑｕｉｎｔｉｃ ｂ￣ｓｐｌｉｎｅｓ[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ２００６ꎬ１９０(１):５３２－５４７.

[１６] Ｏｍｒａｎｉ Ｋ. Ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｆｕｌｌｙ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｇａｌｅｒｋｉｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｂｅｎｊａｍｉｎ￣ｂｏｎａ￣ｍａｈｏｎｙ ( ｂｂｍ) ｅｑｕａｔｉｏｎ[ Ｊ] .
Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎꎬ２００６ꎬ１８０(２):６１４－６２１.

[１７] Ｏｍｒａｎｉ ＫꎬＡｙａｄｉ Ｍ. Ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅｎｊａｍｉｎｂｏｎａ￣ｍａｈｏｎｙ￣ｂｕｒｇｅｒｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ[Ｊ] . Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ
Ｐａｒｔｉａｌ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓꎬ２００８ꎬ２４(１):２３９－２４８.

[１８] Ｃｈｅｎ Ｍ. Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｔｗｏ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ ｓｙｓｔｅｍ[Ｊ] . Ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ｃｏｎｔｉｎ Ｄｙｎ Ｓｙｓｔꎬ２００９ꎬ２８(４):１ １６９－
１ １９０.

[１９] Ｑｕａｒｔｅｒｏｎｉ ＡꎬＶａｌｌｉ Ａ. Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ Ｐａｒｔｉａｌ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ[Ｍ] . Ｂｅｒｌｉｎ:Ｓｐｒｉｎｇｅｒ￣Ｖｅｒｌａｇꎬ１９９４.
[２０] Ｋｈｉｓｍａｔｕｌｌｉｎ ＤꎬＲｅｎａｒｄｙ ＹꎬＲｅｎａｒｄｙ Ｍ. Ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ ａｎｄ ｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｖｏｆ￣ｐｒｏｓｔ ｆｏｒ ３ｄ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｌｉｑｕｉｄ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ[Ｊ] .

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎ￣Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ Ｕｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓꎬ２００６ꎬ１４０(１):１２０－１３１.
[２１] Ｃｈｅｎ Ｍ. Ｅｘａｃｔ ｔｒａｖｅｌｉｎｇ￣ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｂｉ￣ｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌ ｗａｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ[ Ｊ] . Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓꎬ

１９９８ꎬ３７(５):１ ５４７－１ ５６７.

[责任编辑:丁　 蓉]

—０４—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉


