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[摘要] 　 借助于严格对角化方法ꎬ数值研究了具有 ＸＺＹ－ＹＺＸ 型三自旋相互作用的横场 ＸＸ 自旋链中经典和量

子关联ꎬ讨论了三自旋相互作用对关联的影响ꎬ发现经典和量子关联在量子相变的临界点都具有奇异性. 不同于

横场中的量子 Ｉｓｉｎｇ 链ꎬ经典和量子关联对外场的导数没有尺寸效应. 此外ꎬ在外场等于零的退化条件下ꎬ两个近

邻自旋之间的总关联均分为经典和量子部分ꎬ并得到与文献一致的量子关联的行为.
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量子复合系统不同于经典系统的一个重要特征在于其子系统之间存在无经典对应的关联. 量子纠

缠[１]就是一个典型的非经典关联ꎬ由于其在量子计算与量子信息领域[２ꎬ３]里具有重要的应用潜力ꎬ在近几

十年里得到极大的关注[４] . 最近ꎬ人们发现量子纠缠不能刻画全部的非经典关联ꎬ譬如在一些可分离态中

仍然存在完全非经典的关联[５ꎬ６]ꎬ并把它称为量子失协ꎬ这种非纠缠的量子关联已经在理论上应用于非幺

正的量子计算模型中ꎬ以实现能加速解决问题的一些计算方案[７]ꎬ这些方案已经在实验上得到实现[８] . 量

子失协不同于量子纠缠ꎬ量子纠缠的大小度量了非局域的量子关联ꎻ但量子失协可以度量给定态的全部量

子性关联ꎬ本文中量子关联的含义等价于量子失协.
量子失协的概念一经提出立刻引起了广泛的关注. 人们已经证明ꎬ几乎所有的量子态都含有量子失

协[９]ꎬ并研究了多种物理体系中的量子失协[１０] . 在零温度时ꎬ量子的多体系统的性质可能会随系统的参
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数ꎬ如外磁场、相互作用强度等发生突变ꎬ这种源于量子涨落的相变称为量子相变[１１]ꎬ通常借助于传统的

朗道对称破缺机制予以描述. 基于自旋链模型[１２－２１]ꎬ人们发现量子失协可以用于确认一个多体系统的量

子相变. 文献[１２ꎬ１３]提出量子失协的不连续意味着一阶量子相变ꎻ量子失协的一阶导数的不连续意味着

二阶量子相变ꎬ并以热力学极限下的横场 Ｉｓｉｎｇ 模型和 ＸＸＺ 模型为例做了数值计算. 此外ꎬ热的量子失协

也可以用来揭示零温的量子相变[１３－１６] . 文献[１７ꎬ１８]表明ꎬ在具有 ＸＺＸ＋ＹＺＹ 型三自旋相互作用的各向异

性自旋链中ꎬ量子和经典关联的一阶导数在临界点附近随系统尺寸对数发散. 然而ꎬ与一般各向异性的 ＸＹ
自旋链相同ꎬＸＺＸ＋ＹＺＹ 型三自旋相互作用的引入并不能产生新的量子相ꎬ只能导致相变点的平移[２２] . 相

反地ꎬＸＺＹ－ＹＺＸ 型三自旋相互作用却可以产生新的螺旋相[２３－２５]ꎬ因而具有更丰富的相图. 文献[１９ꎬ２０]讨
论了 ＸＺＹ－ＹＺＸ 型三自旋的 ＸＸ 模型的量子失协ꎬ发现量子失协比量子纠缠[２６]更能正确地判断量子相变.
但是ꎬ这些工作仅限于考虑零外场这一特殊情形ꎬ此时的量子相变仅由三自旋相互作用所驱动.

本文研究了具有 ＸＺＹ－ＹＺＸ 型三自旋相互作用的横场 ＸＸ 自旋链的经典与量子关联ꎬ着重讨论三自旋

相互作用对最近邻两格点关联的影响ꎬ并讨论了在这种情况下关联与量子相变的关系.

１　 模型与方法

１.１　 模型的对角化与相图

具有 ＸＺＹ－ＹＺＸ 型三自旋相互作用的横场 ＸＸ 自旋链的哈密顿量为[２４ꎬ２５]
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ｌ＋α(Ｓｘ
ｌ－１Ｓｚ

ｌＳｙ
ｌ＋１－Ｓｙ

ｌ－１Ｓｚ
ｌＳｘ
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式中 Ｓα
ｌ (α＝ ｘꎬｙꎬｚ)表示格点 ｌ 上的自旋的泡利算符ꎬ满足周期性边界条件 Ｓα

Ｎ＋ｌ ＝ Ｓα
ｌ ꎬＮ 为系统格点的数目ꎬ

最近邻两自旋相互作用恒为 １ꎬ三自旋相互作用强度为 αꎬｈ 为横向外场. 通过连续实施 Ｊｏｒｄａｎ—Ｗｉｇｎｅｒ 变
换和傅里叶变换ꎬ可以将哈密顿量(１)变为对角化的形式

Ｈ＝ ∑
ｋ

εｋ(ｃ†ｋ ｃｋ－
１
２
)ꎬ (２)

其中 εｋ ＝ －[ｈ＋ｃｏｓｋ－ ａ
２
ｓｉｎ(２ｋ)]为无相互作用的无自旋的费米子能谱ꎬ波矢 ｋ 满足 ｋ ＝ ２πｍ / Ｎꎬ当 Ｎ 为偶

数时 ｍ＝ －(Ｎ－１) / ２ꎬ􀆺ꎬ－１ / ２ꎬ１ / ２ꎬ􀆺ꎬ(Ｎ－１) / ２ꎬ当 Ｎ 为奇数时ꎬｍ ＝ －Ｎ / ２ꎬ􀆺ꎬ０ꎬ􀆺ꎬＮ / ２ꎬ不失一般性ꎬ文

中假设自旋链格点总数 Ｎ 为偶数. 于是系统的基态能量为 Ｅ０ ＝ ∑
ｋ

εｋΘ(－εｋ)ꎬ这里 Θ(ｘ)为赫维赛德阶

跃函数

Θ(ｘ)＝
１ꎬ　 ｘ≥０ꎬ
０ꎬ　 ｘ<０.{ (３)

图 １　 模型相图(ａ)与典型的 ｋ 空间能谱(ｂ)
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ(ａ)ａｎｄ ｔｈｒｅｅ ｔｙｐｉｃａｌ ｅｎｅｒｇｙ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｉｎ ｋ￣ｓｐａｃｅ(ｂ)

文献[２４]研究了该模型的量子相变. 模型的相图由图 １(ａ)给出[２７]ꎬ虚线表示两个无能隙的自旋液体

相Ⅰ、Ⅱ之间的量子相变ꎬ实线表示自旋液体相Ⅱ和有能隙的量子相Ⅲ之间的量子相变. 所有的相变都属

于二级相变. 自旋液体相Ⅰ、Ⅱ的 ｋ 空间能谱函数分别具有 ２ 个和 ４ 个零点ꎬ且两相中自旋格点之间具有

不同的关联函数. 量子相Ⅲ的能谱函数无零点ꎬ磁化强度达到饱和. 图 １(ｂ)对应给出了图 １(ａ)中 ３ 个相
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的典型位置 Ａ(０ꎬ２)、Ｂ(１ꎬ２)和 Ｃ(２ꎬ２)ｋ 空间的能谱函数ꎬ可以看出给定三自旋相互作用强度 α＝ ２ꎬ对应

相的费米零点个数分别为 ４、２ 和 ０. 沿图 １(ａ)中 α＝ ２ 从 ０ 逐渐增加横场ꎬ数值结果显示系统分别在 ｈｃ１ ＝
０.３６９ ０１ 处和 ｈｃ２ ＝ １.７６０ １７ 处连续发生两次相变.
１.２　 经典关联与量子关联

量子失协(即文中量子关联)源于经典信息论里两种等价的互信息的表示在量子领域里的不等价性.
根据模型哈密顿量的对称性(Ｚ２ 对称性)ꎬ不考虑自发的对称破缺效应ꎬ位于 ｍ、ｎ 两格点的自旋约化密度

算符在自然基矢下可以表示为[２８]ꎬ

ρｍｎ ＝

ｕ＋ ０ ０ ０
０ ω１ ｚ ０

０ ｚ∗ ω２ ０
０ ０ ０ ｕ＋

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

ꎬ (４)

式中的矩阵元用自旋关联函数表示为ꎬ
ｕ± ＝(０.５±Ｍｚ) ２－ ｜ ｇｍｎ ｜ ２ꎬω１ ＝ ０.２５－(Ｍｚ) ２＋ ｜ ｇｍｎ ｜ ２ ＝ω２ꎬｚ＝ｇ∗

ｍｎ . (５)
磁化强度 Ｍｚ ＝ｇｍｍ－０.５ꎬ两格点关联矩阵元

ｇｍｎ ＝‹ｃ＋ｍｃｎ› ＝ １
Ｎ ∑

ｋ

ｅｉｋ(ｍ－ｎ)

１＋ｅβεｋ
ꎬ (６)

这里取玻尔兹曼常数 ｋ＝ １ꎬ因而 β＝ １ / Ｔ.
对于一个量子双体系统 ρＡＢꎬ量子互熵从信息论的角度给出了两个子系统 Ａ 和 Ｂ 之间共有的总关联ꎬ

表示为ꎬ
Ｉ(ρＡＢ)＝ Ｓ(ρＡ)＋Ｓ(ρＢ)－Ｓ(ρＡＢ)ꎬ (７)

式中:Ｓ(ρ)＝ －Ｔｒ(ρｌｏｇ２ρ)是 ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ 熵ꎬρＡꎬρＢ 分别表示子系统 Ａ、Ｂ 各自的约化密度算符ꎬ通过对复

合系统整体求偏迹得到.
量子失协度量了量子态中的全部非经典关联ꎬ定义为总关联与经典关联的差[５ꎬ６]ꎬ

Ｃ(ρＡＢ)＝ Ｓ(ρＡ)－ｍｉｎ
{Ｂｋ}

Ｓ(ρＡ ｜Ｂ)ꎬ (８)

Ｄ(ρＡＢ)＝ Ｉ(ρＡＢ)－Ｃ(ρＡＢ)ꎬ (９)

式中:Ｃ(ρＡＢ)表示该复合量子系统中关联的经典部分ꎬＳ(ρＡ ｜ Ｂ)＝ ∑
ｋ

ｐｋＳ(ρＡ
ｋ )表示对其中的一个子系统

比如 Ｂ 单独实施完备的 ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ 测量{Ｂｋ}的量子条件熵ꎬρＡＢ
ｋ ＝

(ＩＡ⊗Ｂｋ)ρＡＢ(ＩＡ⊗Ｂｋ)
ｐｋ

表示测量后的

系统的状态以及相应的概率ꎬｐｋ ＝Ｔｒ[(ＩＡ⊗Ｂｋ)ρＡＢ(ＩＡ⊗Ｂｋ)] . 对于纯态ꎬ量子关联和经典关联都等于纠缠

熵ꎻ对于一般的混合态ꎬ纠缠只是非经典关联的一部分.

２　 结果与讨论

２.１　 无三自旋相互作用时的经典与量子关联

为了便于比较ꎬ我们首先考虑当三自旋相互作用为零时的经典与量子关联.
图 ２ 给出了三自旋相互作用 α＝ ０ 时的各种关联随外场的变化. 可以看出ꎬ总关联(ＱＭＩ)、经典关联

(ＣＣ)和量子关联(ＱＤ)都随着外磁场的增大单调下降ꎬ并都在临界点 ｈｃ ＝ １ 附近迅速减弱为零. 其次ꎬ在
外场 ｈ＝ ０ 时ꎬ可以看到ꎬ总关联被平均地分成经典关联和量子关联两部分. 这是因为ꎬ当外场等于零时ꎬ系
统的磁化强度 Ｍｚ ＝ ０ꎬ由于局域幺正变换不改变子系统的关联(包括纠缠)ꎬ因而两格点密度矩阵可以写作

ρｍｎ ＝
１
４

１－ｂ２ ０ ０ ０
０ １＋ｂ２ ２ｂ ０
０ ２ｂ １＋ｂ２ ０
０ ０ ０ １－ｂ２

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ꎬ (１０)

式中:ｂ＝ ２ ｜ ｇｍｎ ｜ ꎬ这实际上是一个简化的贝尔对角态ꎬ容易看出其本征值分别为

—９１—
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图 ２　 三自旋相互作用 α＝０ 时的各种关联随

外场的变化ꎬＮ＝６５５ ３６
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｔｈｅ ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ ｏｆ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｓ ｏｎ ｔｈｅ

ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｆｉｅｌｄ ｉｎ ｃａｓｅ ｏｆ ｔｈｒｅｅ￣ｓｐｉｎ
ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｓ α＝０ꎬＮ＝６５ ５３６

λ１ꎬ２ ＝
１－ｂ２

４
ꎬλ３ꎬ４ ＝

(１±ｂ) ２

４
. (１１)

此时每一个子系统都是最大混合态 Ｓ(ρＡ)＝ Ｓ(ρＢ)＝ １ꎬ
因而总关联

Ｉ(ρＡＢ)＝ ２＋ ∑
ｉ

λ ｉ ｌｏｇ２λ ｉ ＝ ２＋(１＋ｂ) ｌｏｇ２
１＋ｂ
２

＋(１－ｂ) ｌｏｇ２
１－ｂ
２

.

(１２)
根据文献[２７]ꎬ贝尔对角态的量子关联具有解析的结果

Ｄ(ρＡＢ)＝ １＋Ｈ( ｔ)ꎬ (１３)

式中:ｔ＝ｍａｘ(ｂꎬｂ２)ꎬＨ(ｘ)＝ １＋ｘ
２

ｌｏｇ２
１＋ｘ
２

＋１－ｘ
２

ｌｏｇ２
１－ｘ
２

. 因此ꎬ

量子关联恰好是总关联的一半.
当磁场非零时ꎬ每个格点的自旋部分极化ꎬ磁化强度 Ｍｚ

有限ꎬ因而方程(４)给出的两格点密度矩阵是一个一般的 Ｘ 态ꎬ其经典与量子关联只能借助于数值方法计

算. 图 ２ 表明ꎬ关联的量子部分总是不大于其经典部分.
当 ｈ>ｈｃ 时ꎬ系统的能谱完全小于零(另一个区中完全大于零)ꎬ因而两格点关联函数 ｇｍｎ ＝ １.０ꎬ所以磁

化强度 Ｍｚ ＝ ０.５ꎬ即每一个格点上的自旋都被完全极化ꎬ处于状态 ｜ ↑↑↑􀆺›ꎬ因此任意两个格点之间均

处于无任何关联的、可分离的状态.

图 ３　 三自旋相互作用 α取不同值时经典关联(ａ、ｂ)和量子关联(ｃ、ｄ)随外场的变化ꎬＮ＝６５ ５３６
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｔｈｅ ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ ｏｆ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｓ(ａꎬｂ)ａｎｄ ｑｕａｎｔｕｍ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｓ(ｃꎬｄ)ｏｎ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｆｉｅｌｄ ｆｏｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｈｒｅｅ￣ｓｐｉｎ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｓꎬｉｎ ａｌｌ ｃａｓｅｓꎬＮ＝６５ ５３６

２.２　 三自旋相互作用对经典和量子关联的影响

图 ３ 给出了三自旋相互作用 α 取不同值时经典关联(ａ、ｂ)和量子关联(ｃ、ｄ)随外场的变化.
当三自旋相互作用 α<１ 时ꎬ随外磁场的增加ꎬ在进入有能隙的量子相Ⅲ之前ꎬ经典和量子关联都是单

调减弱的ꎻ在进入相Ⅲ之后ꎬ量子和经典关联都减小为零. 总体来看ꎬ三自旋相互作用的增加ꎬ降低了外场

对于经典和量子关联的影响. 其次ꎬ经典关联和量子关联在零外场时的值都相同ꎬ与三自旋相互作用的大

小无关ꎬ仅在这一点ꎬ总关联被均分为经典和量子两部分. 原因在于ꎬ在 α<１ 时由于最近邻格点关联矩阵

元 ｂ 与三自旋相互作用无关.
若三自旋相互作用 α>１ꎬ经典关联和量子关联不再随外场单调变化:随外场的增加先增加到某一最大

值ꎬ然后随外场增加减小ꎬ最后在进入有能隙的量子相Ⅲ之后ꎬ减小为零. 随 α 的增加ꎬ关联的极大值点和

—０２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



类淑国:ＸＺＹ－ＹＺＸ 型三自旋相互作用对横场 ＸＸ 自旋链中经典和量子关联的影响

减弱为零的点对应的外场的值也越大. 这些点对应的正是量子相变的临界点. 与 α<１ 的情形相似ꎬ随 α 的

增加ꎬ需要更大的外场来消除相邻个点之间的经典与量子关联. 其次ꎬ不同于 α<１ 的情形ꎬ经典关联和量

子关联在零外场时的值仍然相同ꎬ总关联被均分为经典和量子两部分ꎬ此时ꎬ尽管磁化强度仍然为零ꎬ两格

点密度矩阵仍然满足贝尔对角态的形式ꎬ但是最近邻格点关联矩阵元 ｂ 随三自旋相互作用的增加而减小ꎬ
因而关联的值依赖于与三自旋相互作用的大小.
２.３　 关联与量子相变

文献[１９ꎬ２０]讨论了单纯由三自旋相互作用驱动的量子相变和关联的关系ꎬ发现量子失协对于三自

旋相互作用的一阶导数的奇异性可以忠实地体现出相变的临界点即相变的阶数. 但是ꎬ对于外磁场非零

时ꎬ作者并没有讨论. 这里给定三自旋相互作用强度(以 α ＝ ２ 为例)ꎬ考察由外场驱动的量子相变与关联

的关系. 此时ꎬ随外场的变化ꎬ系统在 ｈｃ１ ＝ ０.３６９ ０１ 处经历一个从无能隙的自旋液体Ⅰ相到另一个无能隙

的自旋液体Ⅱ相的量子相变ꎬ然后在 ｈｃ２ ＝ １.７６０ １７ 处经历从无能隙的自旋液体Ⅱ相到有能隙的量子相Ⅲ
的相变ꎬ所有的相变都属于二阶相变.

图 ４ 给出了经典关联(ａ)与量子关联(ｂ)的一阶导数随外场的变化. 显然ꎬ经典关联和量子关联的一

阶导数随外场的变化ꎬ有两个不连续的位置ꎬ这两个位置分别与两个临界点对应一致. 然而ꎬ不同于一般

横场量子 Ｉｓｉｎｇ 模型的临界点的关联导数的对数发散ꎬ作者数值计算了不同系统的尺寸ꎬ从数千个到数万

个格点ꎬ经典关联和量子关联的导数的极值并不随系统的尺寸有明显的变化. 可见ꎬ对于这种无能隙量子

相参与的量子相变ꎬ其关联的导数的临界行为不同于通常的有能隙的量子相变. 改变三自旋相互作用 α
的大小ꎬ结论不变ꎬ文中不再给出相关图形.

图 ４　 经典关联(ａ)与量子关联(ｂ)的导数随外场的变化ꎬα＝２ꎬＮ＝６５ ５３６
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｔｈｅ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ ｏｆ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｓ(ａ)ａｎｄ ｑｕａｎｔｕｍ ｄｉｓｃｏｒｄ(ｂ)ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ

ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｆｉｅｌｄ ａｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｆｉｅｌｄꎬｉｎ ａｌｌ ｃａｓｅｓꎬＮ＝６５ ５３６

３　 结语

借助于严格对角化方法ꎬ数值研究了具有 ＸＺＹ－ＹＺＸ 型三自旋相互作用的横场 ＸＸ 自旋链中近邻格点

间的经典和量子关联. 给定三自旋相互作用ꎬ经典和量子关联随外场的变化相似. 当三自旋相互作用 α<１
时ꎬ经典与量子关联都随外场的增加单调下降. 零外场时的总关联被均分为经典和量子两部分ꎬ关联的值

与三自旋相互作用无关. 当三自旋相互作用 α>１ 时ꎬ经典和量子关联随外场先逐渐增加至其最大值ꎬ然后

减小ꎬ在进入有能隙的量子相后所有的关联消失. 相似地ꎬ零外场时的总关联同样被均分为经典和量子两

部分ꎬ但是其数值随三自旋相互作用的增加而减小. 在退化条件下(当外场为零时)ꎬ本文得到与文献[１９ꎬ
２０]相同的结论.

经典与量子关联的一阶导数在临界点附近不连续ꎬ忠实地体现了量子相变的阶数和临界点的位置.
但是关联的临界行为与通常横场 Ｉｓｉｎｇ 自旋链中导数在临界点附近的对数发散行为不同. 是否在所有无能

隙的量子相参与的量子相变中ꎬ其关联的导数没有尺寸效应ꎬ有待进一步的验证.
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