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Clifford分析中 Isotonic函数向量带位移的
非线性边值问题
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［摘要］ 讨论了 Isotonic函数向量的一类带位移非线性边值问题，利用积分方程方法和 Schauder不动点原理证

明了问题解的存在性，并给出了解的积分表达式 .
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A Nonlinear Boundary Value Problem with Shift for Isotonic
Functional Vector in Clifford Analysis

Yan Shengyong

（Department of Mathematics，Chengdu Normal University，Chengdu 611130，China）
Abstract：This paper discusses a class of nonlinear boundary value problem with haseman shift for isotonic functional
vector in Clifford analysis.By the integral equation method and Schauder fixed-point theorem，we prove the existence of
the solution for the problem，and give the integral representation of solution.
Key words：Clifford analysis，Isotonic functional vector，nonlinear boundary value problem

Clifford分析是近代分析的重要分支，它有非常重要的理论意义和应用价值，如在Maxwell方程，Yang-
Mill场理论以及量子力学等方面都应用它的一些结论［1］.在文［2-4］中利用Plemelj公式解决了高维空间中

某些边值问题 . 最近文［5- 10］研究了定义于 R2m 中子区域而取值于复 Clifford 代数 ℂm 且满足

∂ x_1
f (x) + if ͂ (x)∂ x_ 2

= 0 的 Isotonic函数，其中 ∂ x_1
=∑

j = 1

m

ej∂xj
,∂ x_ 2

=∑
j = 1

m

ej∂xj +m
，得到了其柯西积分公式，Plemelj公式，并

建立其与多复变全纯函数、Hermitean单演函数、双正则函数的紧密联系 .本文讨论了 Isotonic函数向量的

一类带位移的非线性边值问题

A(x)⊗Φ+(x) +B(x)⊗Φ+(α(x)) + C(x)⊗Φ-(x) +D(x)⊗Φ-(α(x)) =
E(x)⊗ L(x,Φ+(x),Φ+(α(x)),Φ-(x),Φ-(α(x)))， （1）

其中 α(x)是 ∂Ω 到自身的同构映射，证明了其解的存在唯一性，并给出了解的积分表达式 .
1 预备知识与记号

记 ℂn 为 2n 维的复 Clifford 代数，其正交基为 {eA:A ={h1,⋯,hn},1 ≤ h1 <⋯ < hr ≤ n} ，常记 e∅ = e0, eA =
eh1∙eh2⋯ehr

，其基底元适合下列规则：ekej = -ej ek,k≠ j ; e2
j = -1,k, j = 1,⋯,n . ℂn 中的元 a =∑

A

aAeA,aA ∈ ℂ ，其主

对合，共轭分别定义为 a͂ =∑
A

aAe͂A, e͂A =(-1)r eA ; ā =∑
A

āA ēA ，ēA =(-1)r(r + 1)
2 eA ，其模为 ||a =(∑

A

||aA

2)12 . 设 Ω 是 Rn 中

具光滑定向的 Liapunove边界 ∂Ω 的有界域，定义于 Ω 取值于 ℂn 的函数可表示为 f (x) =∑
A

fA(x)eA ，这里
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fA(x)是复值函数 . Dirac算子定义为 ∂x =∑
j = 1

n

ej∂xj
，若 ∂x f (x) = 0,x ∈Ω ，则称 f (x)是 Ω 上的（左）正则函数 .

用 H͂
β(∂Ω,ℂn),(0 < β < 1) 表示定义于 ∂Ω 取值于 ℂn 的 Hölder 连续函数的集合 . 设 F(x) =( f1(x),⋯,

fp(x)),G(x) =(g1(x),⋯,gp(x))（其中 fi(x)),gi(x) ∈ H͂ β(∂Ω,ℂn)）是函数向量，定义加法和乘法运算为 F +G =( f1 +
g1,⋯, fp + gp) ，F⊗ G =( f1∙g1,⋯, fp∙gp) . 定义其绝对值为 ||F =(∑

j = 1

p

|| fj
2)12 .若 ||F(x) -F(y) =(∑

j = 1

p

|| fj(x) - fj(y) 2)12 ≤
M0 || x - y β

，（M0 是一个与 ∂Ω 无关的正常数，以下 M1,M2,⋯都与此类似），则称函数向量 F(x),x ∈ ∂Ω 在 ∂Ω
上依绝对值 Hölder 连续 . 由［4］有 ||F +G ≤ ||F + ||G , ||F⊗ G ≤M1 ||F ||G . 显然若函数向量 Hölder 连续，等

价于其每一个分量函数都是 Hölder 连续的 . 用 H
β(∂Ω,ℂn),(0 < β < 1) 表示依绝对值 Hölder 连续的 p维函数

向量的集合，对 ∀F(x) ∈H β(∂Ω,ℂn) ，定义模为  F β
= C(F,∂Ω)+H(F,∂Ω,β) = sup

x ∈ ∂Ω
||F(x) + sup

x≠ y,x,y ∈ ∂Ω
||F(x) -F(y)

|| x - y β .
于是 H

β(∂Ω,ℂn)构成Banach空间，且 ∀F,G ∈H β(∂Ω,ℂn)， F +G β
≤  F β

+  G β
, F⊗ G

β
≤M2 F β

 G β
.

2 Isotonic函数与 Isotonic柯西型积分

以后设 n = 2m ，考虑函数向量空间 H
β(∂Ω,ℂm) .令 Ij = 12 (1 + iej ej +m), j = 1,⋯,m ，I =∏

j = 1

m

Ij 称为相应的素

幂等元，其基本性质有：∀a ∈ ℂm, 有 aI = 0⇔ a = 0 ；ej +maI = ia͂ej I ，ejaI = -ia͂ej +m I, j = 1,⋯,m ; Clifford向量 x

及相应Dirac算子可改写成 x =∑
j = 1

m (xj ej + xj +mej +m) ，∂x =∑
j = 1

m (ej∂xj
+ ej +m∂xj +m

) . 引进如下Clifford向量及相应Dirac

算子：x_ 1
=∑

j = 1

m

xj ej,∂ x_1
=∑

j = 1

m

ej∂xj
，x_ 2

=∑
j = 1

m

xj +mej,∂ x_ 2
=∑

j = 1

m

ej∂xj +m
.

定义2.1 若函数向量 F(x)的每一分量 fj(x)在 Ω 中是 Isotonic的，则称 F(x)是 Isotonic的 .
定义2.2 设 fj(y) ∈ H͂ β(∂Ω,ℂm)，称 φj(x)为 Isotonic柯西型积分，

φj(x) = ∫∂Ω
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

(x_ 1
- y

_ 1
)(n_ 1

fj(y) + if ͂ j(y)n_ 2
)

ω2m || x - y 2m +
( fj(y)n_ 2

- in_ 1
f ͂ j(y))(x_ 2

- y
_ 2
)

ω2m || x - y 2m dSy,x ∈R2m \∂Ω .

其中 ω2m 是 R2m 中单位球面的面积，n_ (y) =∑j = 1
2m ejnj 是 ∂Ω 在 y 点的外法方向单位向量，而 y

_ 1
, n_ 1

, y
_ 2
, n_ 2

分别

类似于 x_ 1
, x_ 2

.
记 Ω+ =Ω,Ω- =R2m \Ω̄ ，易证Φ(x) =(φ1(x),⋯,φp(x))在 Ω± 内都是 Isotonic的 .
引理2.1 [8] （Plemelj公式）设 fj(y) ∈ H͂ β(∂Ω,ℂm)，则在Cauchy主值意义下有

φ±
j
(z) ≜ lim

x ∈Ω±,x→ z
φj(x) = ± 12 fj(z) + φj(z),z ∈ ∂Ω . （2）

定理2.1 设 F(y) =( f1(y),⋯, fp(y)) ∈H β(∂Ω,ℂm)，则在柯西主值意义下有

Φ±(z) ≜ lim
x ∈Ω±,x→ z

Φ(x) = ± 12F(z) + θF(z),z ∈ ∂Ω （3）

其中 θF =(θf1,⋯,θfp) = ∫∂Ωé
ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

( z_ 1
- y

_ 1
)(n_ 1

F(y) + iF͂(y)n_ 2
)

ω2m || z - y 2m +
(F(y)n_ 2

- in_ 1
F͂(y))( z_ 2

- y
_ 2
)

ω2m || z - y 2m dSy .

定理2.2 设 F(y) ∈H β(∂Ω,ℂm)，α(x)是 ∂Ω 到自身的同构映射，则在柯西主值意义下有

Φ±(α(z)) = ± 12F′(z) + θ′F(z),z ∈ ∂Ω ， （4）

其中 θ′F(z) = ∫∂Ωé
ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

(α_ 1
(z) - y

_ 1
)(n_ 1

F(y) + iF͂(y)n_ 2
)

ω2m ||α(z) - y 2m +
(F(y)n_ 2

- in_ 1
F͂(y))(α_ 2

(z) - y
_ 2
)

ω2m ||α(z) - y 2m dSy ，α_ 1
(z), α_ 2

(z) 分别类似于
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x_ 1
, x_ 2

,F′=F(α(z)) .

3 问题的提出与解法

Ω,∂Ω 如前所述，A(x),B(x),C(x),D(x),E(x) ∈H β(∂Ω,ℂm) 为给定的 p 维函数向量，α(x) 为 ∂Ω 上的Hase⁃
man位移，p维函数向量 L(x,Φ+(x),Φ+(α(x)),Φ-(x),Φ-(α(x))在 ∂Ω ×ℂm ×ℂm ×ℂm ×ℂm 连续，我们要找在 Ω± 内

Isotonic的，在
----Ω± 上连续，且满足边界条件（1）和Φ-(∞)= 0 的 p维函数向量Φ(x) . 称此边值问题为问题NR.

首先将此边值问题转化为积分方程 .将（3）（4）代入（1）式，得

A⊗(12F + θF) +B⊗(12F′ + θ′F) + C⊗(- 12F + θF) +D⊗(- 12F′ + θ′F) =E⊗ L . （5）
令 1p 表示每一个分量为 1 的 p 维向量 . 引入算子：QF =(A +C)⊗(θF - 12F) +(B +D)⊗(θ′F - 12F′) +

(A + 1p)⊗F +B⊗F′ -E⊗ L ，则边值条件（1）可改写成

QF =F ， （6）
这样求解边值问题NR转化为了求解积分方程组（6）.
引 理 3.1 [10] 对 任 意 函 数 g ∈ H͂ β(∂Ω,ℂ2m) ，有 


 


(S∂Ωg)(x) - 12 g(x) β

≤M3 g
β
，其 中 (S∂Ωg)(x) =

∫∂Ω ȳ - x̄
ω2m || y - x 2m dσyg(y),x ∈ ∂Ω .
定理3.1 对 ∀fj ∈ H͂ β(∂Ω,ℂm)，有  θfj

β
≤M11 fj

β
.

证明 由前述素幂等元 I 及其性质有 fj I ∈ H͂ β(∂Ω,ℂ2m)，结合引理3.1易得证 .
定理3.2 若 F ∈H β(∂Ω,ℂm)，有  θF β

≤M12 F β
.

证明 由定义首先易得  fj
β
≤  F β

，由定理3.1及模定义有

C(θF,∂Ω)≤M13 F β
；H(θF,∂Ω,β) ≤[∑

j = 1

p

(M11 fj
β
)2]12 ≤M14 F β

 θF β
≤M13 F β

+M14 F β
=M12 F β

.
定 理 3.3 同 胚 映 射 α(z):∂Ω→ ∂Ω 满 足 Lipschitz 条 件 ： ||α(z) - α(y) ≤M15 || z - y ,z,y ∈ ∂Ω ，

F ∈H β(∂Ω,ℂm)，有  F′ β
≤M16 F β

.
定理3.4 设 F ∈H β(∂Ω,ℂm),α(x)满足定理3.3的条件，则有  θ′F β

≤M17 F β

定理3.5 设 F ∈H β(∂Ω,ℂm),α(x)满足定理3.3的条件，则有


 


θF ± 12F β

≤M18 F β
, 


θ′F ± 12F′ β

≤M19 F β
.

定理 3.6 设 Ω 是 ℝ2m 中具光滑定向的 Liapunove边界 ∂Ω 的有界域，同胚映射 α(x) 满足 Lipschitz条
件，而函数向量 L(x,Φ+(x),Φ+(α(x)),Φ-(x),Φ-(α(x)))满足：

|L(x′,Φ+(x′),Φ+(α(x′)),Φ-(x′),Φ-(α(x′))) - L(x″,Φ+(x″),Φ+(α(x″)),Φ-(x″),Φ-(α(x″))) ≤M20 || x′ - x″ β +
|M21 ||Φ+(x′) -Φ+(x″) +M22 ||Φ+(α(x′)) -Φ+(α(x″)) +M23 ||Φ-(x′) -Φ-(x″) +M24 ||Φ-(α(x′)) -Φ-(α(x″)) . （7）

设 L(x0,0p,0p,0p,0p) = 0 ，其中 x0 为 ∂Ω 上一点，而 0p 表示每一个分量都是 0 的 p维向量 . 设
A(x),B(x),C(x),D(x),E(x) ∈H β(∂Ω,ℂm), 且  A +C β

, B +D β
, A + 1p

β
, B β

< h < 1 ， E β
= δ ，且 0 < δ <

M[1 - hM2(M18 +M19 + 1 +M16)]
M2(M27 +M28M) ，则问题NR可解，解表达式为（12）式 .

证明 令 T ={ |F F ∈H β(∂Ω,ℂm), F β
≤M}，是Banach空间 H

β(∂Ω,ℂm)的一闭子空间，由

定理2.1，定理2.2，定理3.3，定理3.5以及已知条件可得：

 QF
β
≤M2h[M18 +M19 + 1 +M16] F

β
+M2 E

β
 L

β
， （8）

||L = ||L(x,Φ+(x),Φ+(α(x)),Φ-(x),Φ-(α(x))) - L(x0,0p,0p,0p,0p) ≤M20 || x - x0
β +M21 ||Φ+(x) +M22 ||Φ+(α(x)) +
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M23 ||Φ-(x) +M24 ||Φ-(α(x)) ≤M20 || x - x0
β +M21

|
|
||

|
|θF(x) + 12F(x) +M22

|
|
||

|
|θ′F(x) + 12F′(x) +M23

|
|
||

|
|θF(x) - 12F(x) +

M24
|
|
||

|
|θ′F(x) - 12F′(x) ≤M25 +(M21M18 +M22M19 +M23M18 +M24M19) F

β
=M25 +M26 F

β
. （9）

||L(x′,Φ+(x′),Φ+(α(x′)),Φ-(x′),Φ-(α(x′))) - L(x″,Φ+(x″),Φ+(α(x″)),Φ-(x″),Φ-(α(x″))) ≤ (M20 +M21 Φ+(x)
β
+

M22 Φ+(α(x))
β
+M23 Φ-(x)

β
+M24 Φ-(α(x))

β
) || x′ - x″ β ≤(M20 +M26 F

β
) || x′ - x″ β . （10）

所以有 H(L,∂Ω,β) ≤M20 +M26 F
β
，结合（9）式得：

 L
β
≤(M25 +M26 F

β
) +(M20 +M26 F

β
) =M27 +M28 F

β
.

再由已知条件和（8）式得  QF
β
<M ，这说明算子 Q是由 T 到 T 到自身的映射 .

下证 Q 是连续映射 .对任意的在 ∂Ω 上一致收敛函数列向量 {Fn} ⊂ T ，其收敛于 F ∈ T ，（指函数向量

列 { }Fn 的每一个分量函数列 { }fnj 都在 ∂Ω 上一致收敛于函数向量 F 的对应分量 fj, j = 1,⋯,p）.即对

∀ε > 0,∃N ∈ ℤ+ ，当 n >N,x ∈ ∂Ω 时，恒有  Fn -F β
< ε .

||QFn -QF ≤ hM1[ |
|
||

|
|θ(Fn -F) - 12 (Fn -F) + |

|
||

|
|θ′(Fn -F) - 12 (F′n -F′) + ||Fn -F + ||F′n -F′ ] +

δM1
|
|
|L(x,θFn + 12Fn,θ′Fn + 12F′n,θFn - 12Fn,θ′Fn - 12F′n) -L(x,θF + 12F,θ′F + 12F′,θF - 12F,θ′F - 12F′) ≤
hM1[M18 +M19 + 1 +M16] Fn -F β

+ δM1[M21
|
|
||

|
|θ(Fn -F) + 12 (Fn -F) +M22

|
|
||

|
|θ′(Fn -F) + 12 (F′n -F′) +

M23
|
|
||

|
|θ(Fn -F) - 12 (Fn -F) +M24

|
|
||

|
|θ′(Fn -F) - 12 (F′n -F′) ] ≤M1[h(M18 +M19 + 1 +M16) + δM26] Fn -F β

≤M29ε .（11）
所以 Q 是映射 T 到自身的连续映射 . 根据Arzela-Ascoli定理知，T 是 p 维连续函数向量空间 C(∂Ω)

中的紧子集 .因此 Q(T) 也是 C(∂Ω) 中的紧子集 . 由 Schauder不动点定理知，至少存在一个 p 维函数向量

F0 ∈H β(∂Ω,ℂm)满足 QF0 =F0 .因此问题NR至少存在一个解：

Φ(x) = ∫∂Ωé
ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

(x_ 1
- y

_ 1
)(n_ 1

F0(y) + iF͂0(y)n_ 2
)

ω2m || x - y 2m +
(F0(y)n_ 2

- in_ 1
F͂0(y))(x_ 2

- y
_ 2
)

ω2m || x - y 2m dSy,x ∈Ω± . （12）

显然满足Φ-(∞)= 0 ，由文［10］知Φ(x)的每一个分量函数在
----Ω± 内连续，从而Φ(x)在 ----Ω± 内连续 .
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