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［摘要］ 借助Riemann-Stieltjes积分、随机过程、矩生成函数及算子值数学期望，对双参数算子半群的概率逼近问

题进行了研究，给出了双参数算子半群的指数型概率逼近形式及生成定理 .
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Abstract：By means of Riemann-Stieltjes stochastic process，moment-generating functions and operator-valued mathe⁃
matical expect，the problem of probabilistic approximation for two parameter operator semigroups was studied and the
probabilistic approximation of exponential formulas，the generating theorems were given.
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20世纪四五十年代，为了解决偏微分方程的初值问题，以Hille与Yosida K为代表的一些数学家提出

了Banach空间上强连续半群（C0）理论［1-2］. 当今，强连续半群的理论已经成为许多领域的重要工具 . 这些

领域除了传统的偏微分方程和随机过程外，还包括量子力学、无穷维控制理论、积分-微分方程、泛函微分

方程及无穷维动力系统等等［1］. 文献［3］给出了双参数算子半群及其无穷小生成元的定义，使得对单参数

算子半群各方面的理论得以应用到双参数半群的研究中 . 近年来双参数算子半群由于与下面的双参数抽

象柯西问题的密切关系重新得到重视与研究［4］.
2 - ACP(A1,A2 ; x)
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∂∂ti μ(t1, t2) = Ai μ(t1, t2), ti > 0, i = 1,2,
μ(0,0) = x, x ∈(D(A1)⋂D(A2)),

其中 Hi:D(Hi) ⊆ X→ X ，i=1、2是线性算子 .
20世纪 80年代开始，数学家们开始利用概率论这一有力工具解决算子半群中的逼近问题，并取得了

丰富的成果［5-9］. 本文将概率论方法引入到双参数算子半群理论中，借助Riemann-Stieltjes积分、随机过程、

矩生成函数及算子值数学期望对双参数半群的概率逼近问题进行研究，给出了双参数算子半群的概率逼

近指数公式及生成定理 .
1 定义及引理

定义1［4］ 设L为Banach空间，(T(s, t)) s, t≥ 0 是L中的有界线性算子，T(s, t)称为双参数半群如其满足：
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（1）T(0,0) = I ，I 是单位算子；

（2）  T(s1 + t1,s2 + t2) = T(s1, t1)T(s2, t2)，   ∀s1,s2  t1, t2 > 0.
若进一步存在常数 ω,M > 0 ，使得 T(s, t) =Meω(s + t) 成立，则称双参数半群是指数有界的 .
引理1［4］ 双参数算子半群 (T(s, t)) s, t≥ 0 的无穷小生成元是变换 R+2 → B(L),由下面的表达式定义：

L(a,b) =(A1,A2)æè ö
ø

a
b

x = aA1x + bA2x，

其中A1、A2定义如下：

D(A1) ={ }x ∈ X: lim
h→0+

T(h,0)x - x
h

存在 ,

D(A2) ={ }x ∈ X: lim
h→0+

T(h,0)x - x
h

存在 ，

并且：

A1x = lim
h→0+

T(h,0)x - x
h

= |
|
|∂∂sT(s, t)x (s, t) =(0,0)

, x ∈D(A1)，

A2x = lim
h→0+

T(h,0)x - x
h

= |
|
|∂∂tT(s, t)x (s, t) =(0,0)

,  x ∈D(A2)，
同时还有

∂∂tT(s, t)x = lim
h→0+

T(s, t + h)x - T(s, t)x
h

= lim
h→0+

T(s, t)T(0,h)x - T(s, t)x
h

= lim
h→0+

(T(0,h)x - I)T(s, t)x
h

T(s, t) = A2T(s, t)x
及

∂∂tT(s, t)x = A1T(s, t)x .
引理 2［4］ 设 (T(s, t)) s, t≥ 0 是 Banach 空间 L 中的双参数算子半群，无穷小生成元为 (A1,A2) ，若

λ ∈ ρæ
è
ç

ö
ø
÷(A1,A2)æè ö
ø

a
b

且 λ >max(ω(A1),ω(A2))，则有

(λ -(A1,A2)æè ö
ø

a
b

)-1x = Ræ
è
ç

ö
ø
÷λ,(A1,A2)æè ö
ø

a
b

x = ∫0∞e-λtT(at,bt)xdt .
假设X是非负实值随机变量，E(X)表示其期望，σ2 = E(X - E(X))2 为其方差 . ψX (t) = E[tX]称为X的概率

母函数，ψ*
X (t) = E[etX] 为X的矩生成函数 . 显然若假设 (T(s, t)) s, t≥ 0 是指数有界的，X和 Y是非负实值随机变

量，则有  E(T(X,Y )) ≤ME(eω(X + Y )) =Mψ*
X + Y (t) .

若假设N是非负实值随机变量，记 ψN (t) =∑
k = 0

∞
P(N = k)tk, t≥ 0 . 取 X =∑

k = 1

N

Yk,{ }Yk

∞
k = 1 是随机变量 Y 的独立

同分布列，且与 N 独立，则有 ψ*
X (t) =ψN (ψ*

Y (t)), t ∈R .
引理 3 （Taylor）设 (T(s, t)) s, t≥ 0 是Banach空间 L中的双参数算子半群，无穷小生成元为 (A1,A2) ，对 n≥ 1

和 s, t,s′, t′ ≥ 0 有
T(s, t)x = T(s′, t′)x + T(s′, t′)((s - s′)A1 +(t - t′)A2)x +

12!T(s′, t′)((s - s′)A1 +(t - t′)A2)2x + ... + 1
n !T(s′, t′)((s - s′)A1 +(t - t′)A2)n x + Rn ，

其中 Rn = 1(n + 1)!T(s″, t″)((s - s′)A1 +(t - t′)A2)n + 1x，s″ 介于 s′和 s之间，t″ 介于 t′和 t 之间 .
引理 4［6］ 设 X 是非负实值随机变量且数学期望为 E(X) = ξ,ψ*

X (t) = E[etX] < ∞, 其中 t > 0, {Xn|n ∈N}是随

机变量 X 的独立同分布的样本列，取 X̄n = 1
n∑k = 1

N

Xk,则有：

ψ*
X̄n
(t) ≤ expìí

î

ü
ý
þ

2t2ψ*
X (η)

e2n(η - || t /n)2 , || t < nη, 0 ≤ η≤ δ ；

E( || X̄n - ξ r) ≤ 2n-r/2æ

è
ç

ö

ø
÷

αψ*
X (η)

eη2

-r/2
, n > 15r

ψ*
X (η) ,r > 0 .
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2 主要结果

定理 1 设 (T(s, t)) s, t≥ 0 是Banach空间 L中的双参数算子半群，{Vn:n ∈N} 和 {Wn:n ∈N} 是分别与 X 和 Y

独立同分布的随机变量序列 . 令 s = 1
n∑k = 1

N

Xk ，t = 1
m∑k = 1

M

Yk ，则
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1
n∑k = 1

n

Xk, 1m∑k = 1

m

Yk = ìí
î

ü
ý
þ
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Y
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m

.
证明 据双参数半群的定义可知
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Xk, 1m∑k = 1

m
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X
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M
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|
|
||∑

i = 0
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X
n
,0 (N = i)·P(N = i)

n
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∞
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m
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定理 2 设 (T(s, t)) s, t≥ 0 是Banach空间L中的指数有界的双参数算子半群，且 E(s) = s′,E(t) = t′，σ2(s) =σs
2,

σ2(t) =σt
2 ，并且 s与 t 的混合中心矩 E((s - s′)k(t - t′)l)存在，则有下面的不等式成立：

（1） E(T(s, t))x - T(s′, t′)x ≤ 12! M e2ωs′ + 2ωt′{ψ*
s + t(2ω)}1 2{σs

2 + 2 cov(s, t) +σt
2}1 2{ }max{ } A1

2x , A1A2x , A2
2x

1 2
，

其中，x ∈D(A1
i A2

j)，i+j=2.
（2） E(T(s, t)x - T(s′, t′)x) ≤ 13! M e2ωs′ + 2ωt′{ψ*

s + t(2ω)}1 2{ }∑
k = 0

6
Ck

nE((s - s′)k(t - t′)6 - k)
1 2

max{ } A1
k A2

6 - k x
1 2,k = 0,1,2,…,6 ，

其中 x ∈D(Ai)，i = 1,2,δ≥ 2ω ，x ∈D(A1
i A2

j)，i+j=6.
证明 我们只证明（2），（1）类似可以证得 . 据引理2，令 n = 2 可以得到：

T(s, t)x - T(s′, t′)x = T(s′, t′)((s - s′)A1 +(t - t′)A2)x + 12!T(s′, t′)((s - s′)A1 +(t - t′)A2)2x +
13!T(s″, t″)((s - s′)A1 +(t - t′)A2)3x,

从而

 E(T(s, t)x - T(s′, t′)x) = E{T(s′, t′)((s - s′)A1x +(t - t′)A2)x + 12!T(s′, t′)((s - s′)A1 +(t - t′)A2)2x +


13!T(s″, t″)((s - s′)A1 +(t - t′)A2)3x} = 12!



 


T(s′, t′)E( )(s - s′)A1 +(t - t′)A2

2
x + 13!E( )T(s″, t″)((s - s′)A1 +(t - t′)A2)3 x ≤

12!


 


T(s′, t′)E( )(s - s′)A1 +(t - t′)A2

2
x + 13!E( )T(s″, t″)((s - s′)A1 +(t - t′)A2)3 x = I1 + I2 ，

其中：I1 = 12! 

T(s′, t′)E( )(s - s′)A1 +(t - t′)A2

2
x ，I2 = 13! E( )T(s″, t″)((s - s′)A1 +(t - t′)A2)3 x .

根据Holder不等式可得

I2 = 13! E( )T(s″, t″)((s - s′)A1 +(t - t′)A2)3 x ≤ 13! {E(T(s″, t″))2}1 2{E(((s - s′)A1 +(t - t′)A2)6)}1 2x ≤
13! {E(T(s″, t″))2}1 2  {E(((s - s′)A1 +(t - t′)A2)6)}1 2x ≤ 13! {E(T(s″, t″))2}1 2  {E(((s - s′)A1 +(t - t′)A2)6)}1 2x ，

注意到 s″, t″ 是分别介于 s和 s′、t 和 t′之间，从而

 {E(T(s″, t″))2}1 2 ≤{ME(e2ωs″ + 2ωt″)}1 2 ≤{ME(e2ω(s + s′ + t + t′))}1 2 ={Mes + tE(e2ω(s + s′ + t + t′))}1 2 = M e2ωs′ + 2ωt′{ψ*
s + t(2ω)}1 2 ，

并且还有，

 {E(((s - s′)A1 +(t - t′)A2)6)}1 2x ≤ { }∑
k = 0

6
Ck

nE((s - s′)k(t - t′)6 - k) A1
k A2

6 - k x
1 2

≤

{ }∑
k = 0

6
Ck

nE((s - s′)k(t - t′)6 - k)
1 2

max{ A1
k A2

6 - k x
1 2,k = 0,1,2,…,6} .

同理可证得：

-- 38



仓定帮，等：双参数算子半群概率逼近问题

I1 = 12! 

T(s′, t′)E( )(s - s′)A1 +(t - t′)A2

2
x ≤

12! M e2ωs′ + 2ωt′{ψ*
s + t(2ω)}1 2{σs

2 + 2 cov(s, t) +σt
2}1 2{ }max{ } A1

2x , A1A2x , A2
2x

1 2 .
由上可知

 E(T(s, t)x - T(s′, t′)x) ≤ M e2s + 2t{ψ*
s + t(2ω)}1 2{{σs

2 + 2 cov(s, t) +σt
2}1 2·

{ }max{ } A1
2x , A1A2x , A2

2x
1 2 +∑

k = 0

6
Ck

nE((s - s′)k(t - t′)6 - k)}1 2 max{ } A1
k A2

6 - k x
1 2 .

定理 3 设 (T(s, t)) s, t≥ 0 是 Banach空间 L中的双参数算子半群，记 Ah = T(h,0) - I
h

，Al = T(0, l) - I
l

. 则有

T(ξ1,ξ2) = lim
t1 →∞ lim

t2 →∞eξ1A1/t1eξ2A2 /t2 = eξ1A1eξ2A2 .
证明 设 {N(t1),t1 > 0} 和 {N(t2),t2 > 0} 为相互独立的 Poisson 过程且 E(N(t1)) = t1ξ1 ，E(N(t2)) = t2 ξ2 .

{ }Yk

∞
k = 1 是 Y 的独立同分布序列且与上述 Possion 过程独立 . 令 Y≡ 1 ，s = s(t1) = 1

t1
∑
k = 1

N(t1)
Yk = N(t1)

t1
，t = t(t2) =

1
t2
∑
k = 1

N(t2)
Yk = N(t2)

t2
，进一步有 E(s) = ξ1,σs

2 = ξ1
t1
,E(t) = ξ2,σs

2 = ξ2
t2

,从而，

E[T(s, t)] = E é
ë
ê

ù

û
úT æ

è
ç

ö
ø
÷

N(t1)
t1

, N(t2)
t2

= E é
ë
ê

ù

û
úT æ

è
ç

ö
ø
÷

N(t1)
t1

,0 E
é

ë
ê

ù

û
úT æ

è
ç

ö
ø
÷0, N(t2)

t2
，

并且以下计算过程成立：

E
é

ë
ê

ù

û
úT æ

è
ç

ö
ø
÷

N(t1)
t1

,0 =∑
k = 0

∞
T æ
è
ç

ö
ø
÷

k
t1
,0 P(N(t1) = k) =∑

k = 0

∞ é

ë
ê

ù

û
úT æ

è
ç

ö
ø
÷

1
t1
,0

k (t1ξ1)k
k ! e-t1ξ1 = et1ξ1(T(

1
t1
,0) - I) = eξ1A1/t1 ；

E
é

ë
ê

ù

û
úT æ

è
ç

ö
ø
÷0, N(t2)

t2
=∑

k = 0

∞
T æ
è
ç

ö
ø
÷0, k

t2
P(N(t2) = k) =∑

k = 0

∞ é

ë
ê

ù

û
úT æ

è
ç

ö
ø
÷0, 1

t2

k (t2 ξ2)k
k ! e-t2 ξ2 = et2 ξ2(T(

1
t2

,0) - I) = e ξ2A2 /t2
，

因而 E[T(s, t)] = E[T(N(t1)
t1

,0)]E[T(0, N(t2)
t2

)] = eξ1A1/t1eξ2A2 /t2 . 再据定理2可得：

 eξ1A1/t1eξ2A2 /t2x - T(ξ1,ξ2)x ≤ 12! M e2ωs′ + 2ωt′{ψ*
s + t(2ω)}1 2{ }ξ1

t1
+ ξ2
t2

1 2

{ }max{ } A1
2x , A1A2x , A2

2x
1 2

，

又因为 ψ*
s + t(2ω) =ψ*

s(2ω)ψ*
t (2ω)，其中

ψ*
s(2ω) = E(e2ωs) = E(e

2ωN(t1)
t1 ) =∑

k = 0

∞ (ξt1)k
k ! e-ξt1e

2ωk
t1 = e-ξt1∑

k = 0

∞ (ξt1e
2ω
t1 )k

k ! = e-ξt1eξt1e
2ω
t1 = exp{ξt1e

2ω
t1 - ξt1} = exp{ξt1(e

2ω
t1 - 1)}，

所以 ψ*
s + t(2ω) ≤ exp{ξt1(e2ω/t1 - 1) + ξt2(e2ω/t2 - 1)}，从而可得：

T(ξ1,ξ2) = lim
t1 →∞ lim

t2 →∞eξ1A1/t1eξ2A2 /t2 = eξ1A1eξ2A2 .
定理4 设 (T(s, t)) s, t≥ 0 是Banach空间L中的双参数算子半群，记

R1(λ) = Ræèç
ö
ø
÷λ,(A1,A2)æè ö
ø

0
b

x = ∫0∞e-λtT(0,bt)xdt ；
R2(λ) = Ræèç

ö
ø
÷λ,(A1,A2)æè ö
ø

a0 x = ∫0∞e-λtT(at,0)xdt ，
则 T(ξ1,ξ2) = lim

τ1 →∞ lim
τ2 →∞exp{ξ1t1

2R1(t1) - ξ1t1I + ξ2t2
2R2(t2) - ξ2t2 I}x .

证明 设 {N(t1),t1 > 0} 与 {N(t2),t2 > 0} 是 Poisson过程，E(N(t1)) = t1ξ1 ，E(N(t2)) = t2 ξ2 . { }Yk

∞
k = 1 是 Y 的独

立同分布序列，其概率密度函数是 f (x) = e-x,x > 0 . 令 s = s(t1) = 1
t1
∑
k = 1

N(t1)
Yk ，t = t(t2) = 1

t2
∑
k = 1

N(t2)
Yk ，s = s(t1) = 1

t1
∑
k = 1

N(t1)
Yk ，从

而 E[T(s, t)] = E é
ë
êê

ù

û
úúT

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1
t1
∑
k = 1

N(t1)
Yk, 1t2∑k = 1

N(t2)
Yk = E é

ë
êê

ù

û
úúT

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1
t1
∑
k = 1

N(t1)
Yk,0 E

é

ë
êê

ù

û
úúT

æ

è
çç

ö

ø
÷÷0, 1

t2
∑
k = 1

N(t2)
Yk ，

其中
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E
é

ë
êê

ù

û
úúT

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1
t1
∑
k = 1

N(t1)
Yk,0 =∑

n = 0

∞
E
é

ë
êê

ù

û
úúT

|

|
|
|

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1
t1
∑
k = 1

N(t1)
Yk,0 N(t1) = n P(N(t1) = n) =∑

n = 0

∞
E
é

ë
ê

ù

û
úT æ

è
ç

ö
ø
÷

1
t1
∑
k = 1

n

Yk,0 P(N(t1) = n) =

∑
n = 0

∞
Ené

ë
ê

ù

û
úT æ

è
ç

ö
ø
÷

Y
t1

P(N(t1) = n) =∑
n = 0

∞ (t1R1(t1))n (t1ξ1)n
n ! e-t1ξ1 = exp{ξ1t1

2R1(t1) - ξ1t1I} .

同理可得 E
é

ë
êê

ù

û
úúT

æ

è
çç

ö

ø
÷÷0, 1

t2
∑
k = 1

N(t2)
Yk = exp{ξ2t2

2R2(t2) - ξ2t2 I} . 从而据定理2有下面的不等式成立：

 exp{ξ1t1
2R1(t1) - ξ1t1I + ξ2t2

2R2(t2) - ξ2t2 I}x - T(ξ1,ξ2)x ≤
12! M e2ωs′ + 2ωt′{ψ*

s + t(2ω)}1 2{ }ξ1
t1

+ ξ2
t2

1 2

{ }max{ } A1
2x , A1A2x , A2

2x
1 2

，

计算得到 ψ*
s(2ω) = exp{ }2ωξt1

t1 - 2ω ，从而 ψ*
s + t(2ω) =ψ*

s(2ω)ψ*
t (2ω) = exp{ }2ωξt1

t1 - 2ω + 2ωξt1
t1 - 2ω ，因此

T(ξ1,ξ2) = lim
τ1 →∞ limτ2 →∞exp{ξ1t1

2R1(t1) - ξ1t1I + ξ2t2
2R2(t2) - ξ2t2 I}x .

推论 1 设 (T(s, t)) s, t≥ 0 是Banach空间L中的双参数算子半群，令 s = 1
n∑k = 1

n

Xk ，t = 1
m∑k = 1

m

Yk . { }Xk

∞
k = 1 和 { }Yk

∞
k = 1

是独立同分布序列，服从两点分布且 E(X) = ξ1 ，E(Y ) = ξ2 ，则有：

T(ξ1,ξ2) = lim
n→∞ limm→∞[(I - ξ1) + ξ1T( 1n ,0)]néëê

ù
û
ú(I - ξ2) + ξ2T æè
ö
ø

0, 1
m

m

.
推论 2 设 (T(s, t)) s, t≥ 0 是Banach空间L中的双参数算子半群，令 s = 1

n∑k = 1

n

Xk ，t = 1
m∑k = 1

m

Yk . { }Xk

∞
k = 1 和 { }Yk

∞
k = 1

是独立同分布序列，服从Polya’s分布，且 E(X) = ξ1 ，E(Y ) = ξ2 ，则有：

T(ξ1,ξ2) = lim
n→∞ lim

m→∞
é
ë
ê

ù
û
úI + αξ1

æ
è
ç

ö
ø
÷I - T æ

è
ö
ø

1
n
,0

- n
α é
ë
ê

ù
û
úI + αξ2

æ
è
ç

ö
ø
÷I - T æ

è
ö
ø

0, 1
n

-m
α

，α > 0 .
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