
第39卷第1期
2016年3月

南京师大学报（自然科学版）

JOURNAL OF NANJING NORMAL UNIVERSITY（Natural Science Edition）
Vol. 39 No. 1
Mar，2016

doi：10.3969/j.issn.1001-4616.2016.01.008

具有饱和发生率的次优免疫反应传染病模型分析
韦春妙，庞建华，陆双扬，惠 静

（广西科技大学理学院，广西 柳州 545006）

［摘要］ 本文建立了一类具有饱和发生率，能反映次优免疫反应传播机制的传染病动力学模型，通过引入参数

σ ，将经典的 SIS模型和 SIRS模型连接起来，该模型既能反映 SIS模型和 SIRS模型的动力学形态，又能反映一类

介于这两类模型之间的次有免疫反应的传染病模型的动力学形态 . 通过对模型的分析，确定了模型各类平衡点

存在的阈值条件，通过构造Dulac函数和利用线性系统的局部稳定性定理，得到了各平衡点全局稳定的条件 . 研
究结果表明，对于具有饱和发生率的传染病模型，经典的 SIS模型和 SIRS模型具有相同的动力学形态，但其染病

高峰时间和感染人数有明显的区别 .
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Analysis of a Sub-Optimal Immune Reaction Epidemiological
Model with Saturation Incidence
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Abstract：In this paper，an epidemiological model with saturation incidence rate which can reflect sub-optimal immune
reaction propagation mechanism is investigated. This model corresponds to a transition between SIR and SIS model
frameworks by a parameter. It shows that saturation incidence rate leads to rich dynamic behaviors，and the threshold of
the existence of various equilibria are found. By means of constructing Dulac function and combing with the local stabili⁃
ty of the corresponding linear system，we can obtain the conditions of global stability of equilibria. Furthermore，we are
pleasantly surprised to find that between the SIS and SIR models there are very similar dynamics with saturation inci⁃
dence rate，but it is obviously discriminate that the date when the endemic equilibrium becomes and the number of indi⁃
viduals will be infected between SIS and SIRS models.
Key words：Sub-optimal immune reaction，epidemiological model，reproduction number，global stability

近年来，大量的数学模型被用于分析各种各样的传染病问题，其中传染病动力学中仓室模型的思想

被广泛使用和不断发展，并得到了大量的研究成果［1-3］. 最典型的仓室模型是Kermack和McKendrick提出

的 SIR模型和 SIS模型 . 其中 SIR模型通常描述康复后对原病毒具有免疫力的疾病，如流感、麻疹、水痘等；

而 SIS模型则用来描述康复后不具有免疫力，可以被再次感染的疾病，如脑炎、淋病等 . 然而，大量的临床

研究发现，由于个体的免疫系统完善水平不同，对于相同的病毒，并不是每个个体感染后都能产生抵抗被

该病毒再次感染的免疫力［4-6］. 我们把这种现象称为次优免疫反应现象［7］.
本文将引入参数 σ (0 ≤σ≤ 1) 把经典的 SIS模型和 SIRS模型连接起来反映疾病的次优免疫机制，建

立具有饱和发生率
βSI

1 +ωI 的传染病模型，进而研究其动力学的全局渐进性态 .
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1 模型建立

以 S=S（t）、I=I（t）、R=R（t）来表示在 t时刻时易感者人数、感染者人数和恢复者人数 . 引入参数 σ

(0 ≤σ≤ 1) 把经典的 SIS模型和 SIRS模型连接起来 . 当 σ = 0 时，模型对应 SIS模型；当 σ = 1时，模型对应

SIRS模型 . 我们所建立的模型传播机制如图1所示 .

图1 模型的框图

Fig.1 A flow diagram of the model

该模型相应的方程如下：
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dSdt = - βSI
1 +ωI + ( )1 -σ γI + αR，

dIdt =
βSI

1 +ωI - γI，
dRdt =σγI - αR.

（1）

其中，γ表示恢复率系数，σ( )0≤σ≤ 1 为恢复者中具有免疫力的比例，
βSI

1 +ωI 为饱和发生率，α为免

疫丧失率 .
2 模型分析

令 N = S + I + R ，将 R =N - S - I 代入系统（1），可得

ì

í

î

ïï

ïï

dSdt = - βSI
1 +ωI + ( )1 -σ γI + α( )N - S - I ，

dIdt =
βSI

1 +ωI - γI.
（2）

假设系统（2）的所有参数为正数，且初始条件为

S(0) > 0，I(0) > 0 . （3）
由于

|
|
|dSdt S = 0

= ( )1 -σ γI + α( )N - I > 0 ，

|
|
|dIdt I = 0

= 0 ，

|

|
||

d( )S + I
dt

S + I =N

= -γI + ( )1 -σ Iγ = -σγI < 0 .

易知，集合 Ω ={ }|( )S,I S > 0,I > 0,S + I≤N 是系统（2）的一个正不变集 . 故以下仅在集合 Ω 内讨论系统的各

种性态 .
显然，系统（2）总有无病平衡点 E0( )N,0 存在 . 根据基本再生数的定义，系统（2）的基本再生数为

R0 = βN
γ

.
2.1 无病平衡点的全局稳定性

定理1 当 R0 < 1时，无病平衡点 E0( )N,0 是全局渐近稳定的；当 R0 > 1时，E0 是不稳定的 .
证明 系统（2）在 E0 处的 Jacobi矩阵为

J0 = æ
è
çç

ö

ø
÷÷

-α βN + ( )1 -σ - α
0 γ( )R0 - 1 ，

-- 49



南京师大学报（自然科学版） 第39卷第1期（2016年）

J0 在点 E0 处的特征方程为

( )λ + α [ ]λ - γ( )R0 - 1 = 0 ，

则

λ1 = -α，λ2 = γ( )R0 - 1 .
显然，当 R0 < 1时，λ1 < 0 ，λ2 < 0 .从而，无病平衡点 E0( )N,0 是局部渐近稳定的；当 R0 > 1时，λ2 > 0 ，

从而，E0 是不稳定的 .
取Dulac函数 B = I-1 ，令 P(S,I) = - βSI

1 +ωI + ( )1 -σ γI + α( )N - S - I ，Q(S,I) = β SI1 +ωI - γI . 那么，对系统

（2）有

∂( )BP
∂S + ∂( )BQ

∂I = - β
1 +ωI - α

I
- βSω

( )1 +ωI 2 < 0 .
因此，在 Ω 内，系统（2）不存在闭轨线［8］. 结合 E0( )N,0 局部渐进稳定性可知，当 R0 < 1时，无病平衡点

E0( )N,0 是全局渐近稳定 .
2.2 地方病平衡点的存在和全局稳定性

定理 2 当且仅当 R0 > 1时，系统（2）在 Ω 内存在唯一的地方病平衡点 E(S*,I*) 且该平衡点是全局渐

近稳定的 .
证明 令

dSdt = - βSI
1 +ωI + ( )1 -σ γI + α( )N - S - I = 0 ， （4）

dIdt =
βSI

1 +ωI - γI = 0 . （5）
由（4）+（5）得

αN - αS - ( )σγ + α I = 0 .
则

S = αN - ( )σγ + α I
α

. （6）
当 I≠ 0 时，将（6）代入（5）/I得

β
1 +ωI ∗

αN - ( )σγ + α I
α

- γ = 0 . （7）
整理得

βαN - γα = γαωI + βσγI + βαI .
所以

I = βαN - γα
γαω + βσγ + βα . （8）

将式（8）代入式（7）得

S = αN - ( )σγ + α I
α

=
αN - ( )σγ + α ( )βαN - γα

γωα + βσγ + βα
α

= γωαN + γ2σ + αγ
γαω + βγσ + βα .

由此可得

S∗ = γωαN + γ2σ + αγ
γαω + βσγ + βα ,

I∗ = βαN - γα
γαω + βσγ + βα .

因此，当 βN > γ ，即 R0 > 1时，系统（2）存在正平衡点 E(S*,I*) . 即当且仅当 R0 > 1时，系统（2）有唯一的

地方病平衡点 .
系统（2）在 E(S*,I*)处的 Jacobi矩阵为：
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- βI∗

1 +ωI∗ - α - βS∗

( )1 +ωI∗ 2 + ( )1 -σ γ - α
βI∗

1 +ωI∗
βS∗

( )1 +ωI∗ 2 - γ
.

在 E(S*,I*)处，由（5）/I，有
βS∗

1 +ωI∗ = γ .
即

1
1 +ωI∗ =

γ
βS∗ . （9）

将（9）代入 Jacobi矩阵 J1 可得

J1 =
æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

- γI∗

S∗ - α - γ2

βS∗ + ( )1 -σ γ - α
γI∗

S∗
γ2

βS∗ - γ
.

令 A = γI∗

S∗ ，B = γ2

βS∗ ，则

γI∗

S∗ = βαN - γα
ωαN + γσ + α > 0 ，

γ2ω
βS∗ = γω( )γαω + βσγ + βα

β( )ωαN + γσ + α > 0 .
且

J1 = æ
è
ç

ö

ø
÷

-A - α -B + ( )1 -σ γ - α
A B - γ .

显然，tr J1 = -A - α + B - γ < 0, det J1 = Aσγ + Aα - Bα + γα > 0 . 因此，当 R0 > 1时，地方病平衡点 E( )S*,I*
是局部渐近稳定的 .

又由定理 2的证明知，系统（2）在 Ω 内不存在闭轨线 . 因此，当 R0 > 1时，地方病平衡点存在且全局渐

近稳定的 .
3 数值模拟

我们对模型进行了数值模拟，固定参数 β =0.05、
w=0.5、α=0.1、γ=0.2、N=2 000，σ分别取 0、0.5、1，得到如

图 2的关于感染人数 I(t) 的时间序列曲线 . 图中曲线 1
代表 σ = 0 时 I(t) 的曲线，曲线 2代表 σ = 1 时 I(t) 的曲

线，曲线 3代表 σ = 0.5 时 I(t) 的曲线 . 从图 2可以看到，

σ = 0 时感染人数持续增长最后到达平衡点，地方病平

衡点处的感染人数值也是感染高峰值；σ = 0.5 和 1时，

感染人数都是先出现感染高峰后，再降到地方病平衡点

处 . 随着 σ 的增加，地方病平衡点处的感染人数在降低 .
4 结语

本文对具有饱和发生率，能反映次优免疫反应传播机制的传染病模型进行了动力学形态分析 . 结果

表明，反映次优免疫反应传播机制的参数 σ 的大小没有改变传染病模型的动力学形态，模型的基本再生

数不包含参数 σ ，各平衡点存在的阈值条件和稳定条件都与 σ 无关 . 也就是说，对于具有饱和发生率的

图2 感染人数 I（t）的时间序列图

Fig.2 Time series of infection population number I（t）
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传染病模型，经典的 SIS模型和 SIRS模型具有相同的动力学形态 . 但是，我们从数值模拟可以看到，随着

σ 的增加，地方病平衡点处的感染人数在降低，说明在相同的参数条件下，SIS模型的感染人数要比 SIRS
模型的多，即感染个体恢复后，若对该病毒具有一定的免疫力，即使是短暂的，也有利于疾病的控制 .
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