
第39卷第2期
2016年6月

南京师大学报（自然科学版）

JOURNAL OF NANJING NORMAL UNIVERSITY（Natural Science Edition）
Vol. 39 No. 2
June，2016

doi：10.3969/j.issn.1001-4616.2016.02.001

Rectifiable空间中的基数不变量
张 静 1，贺 伟 2

（1.闽南师范大学数学与统计学院，福建 漳州 363000）
（2.南京师范大学数学科学学院，江苏 南京 210023）

［摘要］ 讨论了 Rectifiable 空间 G 中以下几个基数不变量：（1）A 是 G 的 U-离散子集当且仅当 A 的闭包是 U-
离散的；（2）nω(G) ≤ ib(G)χ(G)；（3）若 U 是 e 在 G 中的开邻域，则存在 G 的子集 A 且 || A ≤ c(G)使得 G = (AU)U ；（4）
ω(G)= nω(G)χ(G) . 这些结果推广了拓扑群中的相应结果 .
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Abstract：In this paper，some cardinal invariants are discussed in a Rectifiable space G. The main results are：（1）A is
a U-discrete subset of G if and only if the closure of A is U-discrete；（2）nω(G) ≤ ib(G)χ(G) ；（3）If U is a neighborhood
of e in G，then there exists a subset A of G with || A ≤ c(G) such that G = (AU)U ；（4）ω(G)= nω(G)χ(G) . The correspon⁃
ding results in topological groups are improved respectively.
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设 (G,·)是一个抽象群且 t 是 G 上的拓扑，定义映射 f:G × G→ G 使得 ∀x,y ∈ G ，f ((x,y))= xy-1 ，则 (G,·)
是一个拓扑群［1］当且仅当 f 是连续映射 .

设 G 是拓扑空间且 π1:G × G→ G 是到第一坐标系的投影映射，若存在满同胚映射 φ:G × G→ G × G 和

元素 e 满足下面两个条件：

（R1）π1∘ φ =π1 ；（R2）对每一 x ∈ G 有 φ(x,x)= (x,e) .
则称 G 是 Rectifiable 空间，称 φ 是 G 上的 Rectification. 每一个 Rectifiable 空间都是齐性的［2，3］. 显

然，拓扑群是 Rectifiable 空间，事实上，对任意具有单位元 e 的拓扑群 G，易知 φ(x,y)= (x,x-1y) 是 G 上

的 Rectification. 然而存在 Rectifiable 空间它不是拓扑群，如 7 维球面 S7 是 Rectifiable 空间而不是拓扑

群［4］.
下面的结果属于 Čhoban M M［3］.
定理 1［3］ 拓扑空间 G 是 Rectifiable 空间当且仅当存在 e ∈ G 和连续映射 p:G × G→ G 与 q:G × G→ G

使得对任意 x ∈ G,y ∈ G 下列等式成立：p(x,q(x,y))= q(x,p(x,y))= y 且 q(x,x)= e .
上面映射 p:G × G→ G 是 G 上的乘法 . 此外，有时记 p(x,y) 为 xy ，p(A,B) 为 AB ，其中 A,B⊂ G . 因此，

q(x,y)是 G 中的元素使得 xq(x,y)= y .
因为 xe = xq(x,x)= x 且 xq(x,e)= e ，所以 e 是 G 的右单位元且 q(x,e) 是 x 的右逆元 . 取定点 x ∈ G ，分别
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定义 fx ,gx:G→ G 为对任意 y ∈ G ，fx(y)= p(x,y)且 gx(y)= q(x,y)，那么 fx ,gx 都是同胚映射 .
基数函数在一般拓扑学范畴中有非常重要的作用，它能够以系统的方式推广、公式化已有的结果 . 许

多著名拓扑学家在拓扑群和 Rectifiable 空间的基数不变量方面做了大量工作 . 1996 年，Gul’ko A S［5］证明

了若 G 是一个 Rectifiable 空间，则 πχ(G)= χ(G) ，ω(G) ≤ k(G)χ(G) ，ω(G)= πω(G)= d(G)χ(G) . Arhangel’skii A
V 和 Tkachenko M G 的著作［1］给出在拓扑群 G 中 ib(G) ≤ c(G) ，ib(G) ≤ e(G) ，ω(G)= ib(G)χ(G) . 本文主要将拓

扑群中部分基数不变量方面的结果推广到 Rectifiable 空间中 .
本文所讨论空间都满足 T2 分离性，字母 e 表示 Rectifiable 空间的右单位元 . 本文未定义的符号及术

语见文献［1，6］.
设 G 是一个 Rectifiable 空间，U 是 G 中 e 的开邻域 . G 的子集 A 称为 U-离散的，若对每一 a ∈ A ，

p(a,U)⋂ A ={a} .
命题 1 设 G 是 Rectifiable 空间，U 是 e 的开邻域 . 若 A 是 U-离散子集，则 Ā也是 U-离散的 .
证明 下证 A 是 U-离散的当且仅当U⋂ q(A,A)={e} .
若 A 是 U-离散的且存在 x,y ∈ A ，u ∈U\{e} 使得 q(x,y)= u ，那么 y = p(x,q(x,y)) = p(x,u) ∈ xU . 然而 A 是

U -离散的且 x≠ y ，矛盾 . 假设U⋂ q(A,A)={e}且 A 不是 U-离散的，即存在 x,y ∈ A使得 x≠ y 且 y ∈ xU . 从
而有 u ∈U 使得 y = xu . 因此，u = q(x,p(x,u))= q(x,y) ∈ q(A,A) . 又因为 x≠ y ，所以 u = q(x,y) ≠ e 与已知条件

U⋂ q(A,A)={e}矛盾 .
若U⋂ q(A,A)={e}，我们断言U⋂ q(Ā, Ā)={e} .
情形 1 存在 a ∈ A ，b ∈ Ā\A 使得 u = q(a,b) ∈U ，则有 e 的开邻域 V 使得 q(a,bV ) ⊂U . 因为 b ∈ Ā\A ，故

存在 a′ ∈ bV⋂ A且 a≠ a′ . 因此，e≠ q(a,a′) ∈U ，这与U⋂ q(A,A)={e}矛盾 .
情形 2 存在 b ∈ A ，a ∈ Ā\A 使得 u = q(a,b) ∈U ，则存在 e 的开邻域 V 使得 q(aV,b) ⊂U . 由于 a ∈ Ā\A ，

所以存在 a′ ∈ aV⋂ A且 a≠ a′ . 因此，e≠ q(a′,a) ∈U ，这与U⋂ q(A,A)={e}矛盾 .
情形 3 存在 a ∈ Ā\A，b ∈ Ā\A使得 u = q(a,b) ∈U ，则存在 e 的开邻域 W 使得 q(aW,bW ) ⊂U . 同时存在

a′ ∈ aW⋂ A，b′ ∈ bW⋂ A且 a′≠ b′ . 那么，e≠ q(a′,b′) ∈U ，与U⋂ q(A,A)={e}矛盾 .
鉴于以上三种情形，我们证明了上述断言 .
由命题 1 易知下面定理显然成立 .
定理 2 若 G 是一个 Rectifiable 空间，那么 A 是 G 的 U-离散子集当且仅当 Ā是 U-离散的 .
设 G 是一个 Rectifiable 空间，V 是 G 中 e 的开邻域 . G 的子集 A 称为 V-不交的，若对 A 中任意不同

的两元素 x,y 有 xV⋂ yV =∅ . 显然若 A 是 G 的 V-不交子集，则 A 是 G 的 V-离散子集 .
问题 1 若 A 是 Rectifiable 空间 G 的 V-离散子集，则 A 是否一定是 G 的 V-不交子集？

设 X 是一个拓扑空间，X 的胞腔度 c（X）定义为 c（X）=sup{ || A ：A是 X 中不交开集族}.
定理 3 设 G 是 Rectifiable 空间且 U 是 e 在 G 中的开邻域，则存在 G 的子集 A 且 || A ≤ c(G) 使得

G = (AU)U .
证明 ∀x ∈ G . 由于 q(x,x) = e ∈U ，所以存在 e 在 G 中的开邻域 V 使得 q(xV,x) ⊂U 且 V⊂U .
设集族 A是由 G 的所有 V-不交子集构成，在集族 A上赋予包含的偏序结构 . 易验证集族 A的每一

链有上界，由 Zorn’s Lemma，集族 A存在极大元 A. 易知 {aV:a ∈ A}是由 G 中非空开集组成的不交集族，所

以 || A ≤ c(G) . 若 x ∈ A ，则 x ∈(AU)U . 若 x ∉ A ，由 A 的极大性知，存在 a ∈ A 使得 xV⋂ aV≠∅ ，从而存在

v1,v2 ∈ V 使得 xv1 = av2 . 那么

x = p(xv1,q(xv1,x))= p(av2 ,q(xv1,x)) ∈ p(AV,U) ⊂ (AU)U .
由点 x 的任意性知 G = (AU)U .
设 G 是一个 Rectifiable 空间，G 是左 t-narrow 的，若对 e 在 G 中的任一开邻域 U 存在子集 A 且

|| A ≤ t 使得 G=AU. 定义 ibl(G)=min{t:G 是左 t-narrow}. 称 G 是右 t-narrow 的，若对 e 在 G 中的任一开邻

域 U 存在子集 A 且 || A ≤ t 使得 G=UA. 定义 ib(G)=min{t:G 是左 t-narrow 且 G 是右 t-narrow}. 显然

ibl(G) ≤ l(G) . 设 F 是 G 的全体闭离散子集构成的集族，定义 e(G)=min{t: || A ≤ t,A ∈ F }.
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推论 1［1］ 若 (G,·)拓扑群，则 ib(G)= ibl(G) ≤ c(G) .
证明 由 (G,·) 是拓扑群知，若令 p(x,y)= x·y,q(x,y)= x-1∙y ，则拓扑空间 G 是 Rectifiable 空间［5］. 对 e 在

(G,·) 中的任一开邻域 U，存在 e 在 G 中的开邻域 V 使得 V∙V⊂U . 由定理 3 知，存在 G 的子集 A 且

|| A ≤ c(G)使得 G = (AV )V = A·(V·V ) ⊂ A∙U . 即证 .
命题 2 设 G 是 Rectifiable 空间，则 ω(G)= nω(G)χ(G) .
证明 显然 nω(G)χ(G) ≤ω(G) . 设 β 是 G 在 e 处的局部基且 || β ≤ χ(G) ，集族 γ 是 G 的网络且

||γ = nw(G) . 容易验证集族 γβ ={KU:K ∈ γ,U ∈ β} 是 G 的基且 ||γβ ≤ nw(G)χ(G) . 事实上，设 O 是 e 在 G 中的

开邻域，因为 p(e,e)= e ，所以存在 U ∈ β 使得 p(U,U) ⊂O . 由于集族 γ 是 G 的网络，所以存在 K ∈ γ 使得

K⊂U . 因此 p(K,U) ⊂O . 由 G 是齐性空间，知集族 γβ 是 G 的基 .
定理 4 设 G 是 Rectifiable 空间，则 nω(G) ≤ ib(G)χ(G) .
证明 设 ib(G)x(G)= κ ，其中 κ 是一个无限基数 . 设 A 是 G 中 e 处的局部基，∀U ∈ A ，则存在 G 的

子集 FU 使得 ||FU ≤ κ 且 G = FUU =UFU . 令U ={Ux:x ∈ FU}且C = ⋃ {U ：U ∈ A }，那么 ||C ≤ κ . 下证C 是 G

的网络 .
∀a ∈ G ，若 O 是 a 在 G 中的开邻域，则存在 U ∈A 使得 p(a,U) ⊂O . 因为 p(e,q(e,a)) = a ∈ p(a,U) ，所以

存在 V ∈A 使得 p(V,q(V,a)) ⊂ p(a,U) ⊂O . 因为 G = FVV ，所以存在 x ∈ FV 使得 a ∈ Vx ，从而 x ∈ q(V,a) . 因此

a ∈ p(V,x) ⊂ p(V,q(V,a)) ⊂ p(a,U) ⊂O . 即证 .
推论 2 设 G 是 Rectifiable 空间，则 ibl(G)χ(G) ≤ω(G) ≤ ib(G)χ(G) .
证明 因为 ibl(G) ≤ l(G) ≤ω(G)且 χ(G) ≤ω(G)，所以 ibl(G)χ(G) ≤ω(G) .
由命题 2 和定理 4 知 ω(G) ≤ ib(G)χ(G) .
性质* 设 G 是 Rectifiable 空间，若 U 是 e 在 G 中的开邻域，存在 e 在 G 中的开邻域 V 使得

q(xV,x) ⊂U 对一切 x ∈ G 成立，称 G 具有性质*.
定理 5 设 G 是具有性质*的 Rectifiable 空间，则 ibl(G) ≤ e(G) .
证明 设 e(G)= κ ，其中 κ 是无限基数 . 若 ibl(G)> κ ，则存在 e 在 G 中的开邻域 U 使得对 G 的任一基

数小于等于 κ 的子集 A，都有 G\AU ≠∅ . 因为 G 具有性质*，所以存在 e 在 G 中的开邻域 V 使得 ∀x ∈ G 有

q(xV,x) ⊂U 且 V⊂U . 由 ibl(G)> κ 可归纳定义 G 中的一个无限序列 X ={xα:α < κ+} 满足：当 α < β < κ+ 时

xβ ∉ xαU . 下证 X 是 G 的 V-离散子集 . 事实上，若 X 不是 G 的 V-离散子集，则存在 α,β < κ+ 且 α < β ，使得

q(xα ,xβ) = v ∈ V 或 q(xβ ,xα) = v ∈ V ，其中 v≠ e . 若 q(xα ,xβ) = v ∈ V ，则 xβ = p(xα ,q(xα ,xβ)) ∈ xαV⊂ xαU 与 xβ ∉ xαU

矛盾 . 若 q(xβ ,xα) = v ∈ V ，则 xα ∈ xβV ，从而存在 v ∈ V 使得 xα = xβ v . 从而

xβ = p(xβ v,q(xβ v,xβ)) ∈ p(xα ,U)= xαU ，

矛盾 .
由定理 2 知，X̄ 是 V-离散子集 . 又 || X̄ ≥ ||X = κ+ ，与 e(G)= κ 矛盾 . 因此 ibl(G) ≤ κ = e(G) .
推论 3［1］ 若 (G,∙)是拓扑群，则 ib(G) ≤ e(G) .
证明 在拓扑群中 ibl(G)= ib(G) ，故只需证明 ibl(G) ≤ e(G) . 若令 p(x,y)= x·y,q(x,y)= x-1∙y ，则拓扑空间

G 是 Rectifiable 空间［7］. 显然拓扑群 (G,·)具有性质*，所以由定理 6 知 ibl(G) ≤ e(G) .
设 G，H 是 Rectifiable 空 间 ，f 是 G 到 H 的 映 射 . f 称 为 同 态 映 射［8］，若 对 任 意 x,y ∈ G ，有

f (pG(x,y))= pH ( f (x), f (y)) . 若 f 是 G 到 H 的一对一的满同态映射，则 f 被称为一个同构 .
下面两个命题推广了拓扑群中的相应结果，证明是显然的 .
命题 3 任一族 t-narrow 的 Rectifiable 的乘积是一个 t-narrow 的 Rectifiable 空间 .
命题 4 若 f:G→H 是从 t-narrow 的 Rectifiable 空间 G 到 Rectifiable 空间 H 的连续满同态，则 H 是

t-narrow 的 .
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［2］ ČHOBAN M M. On topological homogeneous algebras［C］//Interim Reports of II Prague Topol Symp，Prague，1987：25-26.
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