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对称三对角 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵的条件数估计
杨兴东ꎬ丁三芹ꎬ刘诗卉ꎬ苏润青

(南京信息工程大学数学与统计学院ꎬ江苏 南京 ２１００４４)

[摘要] 　 三对角 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵在三次样条插值、三项差分方程、并行计算以及电信控制分析与热传导方程等学

科有着重要的应用. 目前ꎬ关于三对角 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵的研究在国内外十分活跃. 本文则研究对称三对角 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ
矩阵范数条件数ꎬ给出对称三对角 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵的 ２－范数以及 Ｆ－范数的估计式ꎬ同时给出数值例子.
[关键词] 　 对称三对角 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵ꎬ条件数ꎬ估计ꎬ２－范数ꎬＦ－范数
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称为对称三对角 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵. 三对角 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵在三次样条插值、三项差分方程、并行计算等数学领域

以及电信控制分析、热传导方程等物理领域都有着重要应用[１－５] . 近年来ꎬ中外学者对三对角 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵

的研究十分活跃[１－１０] . 文献[１－５]研究了三对角 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵逆的表示方法. 文献[１１－１２]研究了次对角

线为零的二对角 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵的条件数估计.
本文中ꎬＩ表示 ｎ阶单位矩阵ꎬＲｎ 表示 ｎ维实向量集ꎬＲｍ×ｎ表示实数域上 ｍ×ｎ矩阵集. ｜λ１(Ａ) ｜≥􀆺≥

｜λｎ(Ａ) ｜表示 Ａ的特征值 λ ｉ(Ａ)之模的递降排序.
σｉ(Ａ)( ｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬｎ)表示 Ａ的奇异值ꎬσ１(Ａ)≥􀆺≥σｎ(Ａ)表示 Ａ的奇异值的降次排序. 显然ꎬ如果 Ａ

为实对称矩阵ꎬ则 σ１(Ａ)＝ ｜λ１(Ａ) ｜ .

设 Ａ＝(ａｉｊ)∈Ｒｎ×ｎꎬ则记号‖Ａ‖Ｆ ＝ ∑
ｉꎬｊ
｜ ａｉｊ ｜ ２ ＝ ｔｒ(ＡＴＡ) 表示 Ａ的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 范数ꎬ简记为 Ｆ－范

数ꎬ其中 ｔｒ(Ａ)表示矩阵 Ａ的迹. ‖Ａ‖２ ＝ λ１(ＡＴＡ) ＝ σ１(Ａ)表示 Ａ的普范数ꎬ又称为 ２－范数.

—１—
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设 Ａ∈Ｒｎ×ｎꎬ‖􀅰‖为向量范数ꎬ则由向量范数诱导的矩阵范数

‖Ａ‖＝ ｍａｘ
‖ｘ‖≠０ꎬｘ∈Ｒ

‖Ａｘ‖
‖ｘ‖

＝ ｍａｘ
‖ｘ‖＝１ꎬｘ∈Ｒ

‖Ａｘ‖.

矩阵 Ａ的条件数定义为

ｃｏｎｄ(Ａ)＝ ｌｉｍ
ε→０

ｓｕｐ
‖ΔＡ‖≤ε‖Ａ‖

‖(Ａ＋ΔＡ) －１－Ａ－１‖
ε‖Ａ－１‖

.

众所周知[１－１０]ꎬ当矩阵范数为向量诱导范数时ꎬ
ｃｏｎｄ(Ａ)＝ ‖Ａ‖‖Ａ－１‖. (２)

显然谱范数为诱导矩阵范数ꎬ因而

ｃｏｎｄ２(Ａ)＝ ‖Ａ‖２‖Ａ
－１‖２ .

然而ꎬＦｒｏｂｅｎｉｕｓ 范数不是诱导范数. 一般地

ｃｏｎｄＦ(Ａ)≠‖Ａ‖Ｆ‖Ａ
－１‖Ｆ .

其反例见文献[９] . 早在 １９９５ 年ꎬＤｅｓｍｏｎｄ Ｊ Ｈｉｓｈａｍ 获得 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 范数条件数计算公式如下

ｃｏｎｄＦ(Ａ)＝ ｌｉｍ
ε→０

　 ｓｕｐ
‖ΔＡ‖Ｆ≤ε‖Ａ‖Ｆ

‖(Ａ＋Ａ－１)－Ａ－１‖Ｆ

ε‖Ａ－１‖Ｆ

＝
‖Ａ‖Ｆ‖Ａ

－１‖２
２

‖Ａ－１‖Ｆ

. (３)

本文研究对称三对角 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵 ２－范数以及 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 范数条件数ꎬ给出式(２)与式(３)的估计ꎬ使
之计算更加简洁方便.

为了得到 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵条件数估计ꎬ我们需要若干引理.

１　 有关引理

引理 １[７] 　 设 ｎ阶对称三对角 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵 Ａ如(１)所示ꎬλ ｉ(Ａ)为 Ａ的特征值ꎬ则

λ ｉ(Ａ)＝ ａ＋２ｂｃｏｓ
ｉπ
ｎ＋１

(１≤ｉ≤ｎ) .

说明:当 ｎ→∞时ꎬ ｜λ ｉ(Ａ) ｜ ＝ ａ＋２ｂｃｏｓ ｉπ
ｎ＋１ →｜ ａ＋２ｂ ｜ 　 ( ｉ ＝ １ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬ因此ꎬ当 ｜ ａ ｜

２ ｜ ｂ ｜
>１ꎬ即 ｜ ａ ｜ >２ ｜ ｂ ｜

时ꎬＡ为严格对角占优矩阵ꎬ从而它是非奇异的.

引理 ２[８] 　 设 Ａ如引理 １ 所设ꎬ当 ｜ ａ ｜
２ ｜ ｂ ｜

>１ 时ꎬ记 Ａ－１ ＝(ｂｉｊ)ꎬ则

ｂｉｊ ＝
２
ｎ＋１ ∑

ｎ

ｋ ＝ １

ｓｉｎ ｉｋπ
ｎ＋１

ｓｉｎ ｊｋπ
ｎ＋１

ａ＋２ｂｃｏｓ ｋπ
ｎ＋１

(１≤ｉꎬｊ≤ｎ) .

引理 ３[１０] 　 设 Ａ为 ｎ阶方阵ꎬ‖􀅰‖为诱导矩阵范数ꎬＩ为 ｎ阶单位矩阵ꎬ且‖Ａ‖<１. 则
１

１＋‖Ａ‖
≤‖(Ｉ－Ａ－１)‖≤ １

１－‖Ａ‖
.

引理 ４[１１] 　 设 Ａ＝(ａｉｊ)∈Ｒｎ×ｎ为对称矩阵ꎬ则

‖Ａ‖２≤ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊ ｜ .

２　 ２－范数条件估计

定理 １　 设对称三对角 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵
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∈Ｒｎ×ｎꎬ

—２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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并且
｜ ａ ｜
２ ｜ ｂ ｜

>１ꎬ则

｜ ａ ｜ ＋２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ＋１

ａ２＋ｂ２
≤ｃｏｎｄ２(Ａ)≤

２ ｜ ａ ｜ ＋２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ＋１ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
∑
ｎ

ｊ ＝ １

ｓｉｎ ｊｋπ
ｎ＋１

ａ＋２ｂｃｏｓ ｋπ
ｎ＋１

. (４)

证　 由引理 １ꎬＡ的特征值 λｋ(Ａ)＝ ａ＋２ｂｃｏｓ
ｋπ
ｎ＋１

ꎬ设

｜λ１(Ａ) ｜≥􀆺≥｜λｎ(Ａ) ｜ ꎬ
则

‖Ａ‖２ ＝ ｜λ１(Ａ) ｜ ＝ ｜ ａ ｜ ＋２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ＋１
.

设 αｋ ＝( ｔ１ｋ 　 􀆺　 ｔｎｋ) Ｔ 为 Ａ的对应于特征值 λｋ(Ａ)的特征向量ꎬ并设

(ａｉꎬαｊ)＝
１ ｉ＝ ｊ
０ ｉ≠ｊ{ .

令 Ｑ＝(α１ 　 􀆺　 αｎ)ꎬ则 Ｑ为正交矩阵ꎬ且 ＱＴＡＱ＝ｄｉａｇ(λ１(Ａ)ꎬ􀆺ꎬλｎ(Ａ)) .

由于
｜ ａ ｜
２ ｜ ｂ ｜

>１ 以及由引理 １ 可知 Ａ可逆.

记 Ｂ＝Ａ－１ ＝(ｂｉｊ)ꎬ由引理 ２ 及引理 ４ 得

‖Ａ－１‖２≤ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜ ｂｉｊ ｜≤ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

２
ｎ＋１ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
∑
ｎ

ｊ ＝ １

ｓｉｎ ｉｋπ
ｎ＋１

ｓｉｎ ｊｋπ
ｎ＋１

ａ＋２ｂｃｏｓ ｋπ
ｎ＋１

≤ ２
ｎ＋１ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
∑
ｎ

ｊ ＝ １

ｓｉｎ ｊｋπ
ｎ＋１

ａ＋２ｂｃｏｓ ｋπ
ｎ＋１

. (５)

另一方面ꎬ记 α＝ ｅ１＋ｅｎ(ｅｉ 表示 ｎ阶单位矩阵的第 ｉ列)ꎬ则‖α‖２ ＝ ２ . 且
Ａα＝ａ(ｅ１＋ｅｎ)＋ｂ(ｅ２＋ｅｎ－１)≜β. (６)

显然

ａ(ｅ１＋ｅｎ)⊥ｂ(ｅ２＋ｅｎ－１)ꎬ
故由勾股定理[１２]

‖β‖２ ＝ ‖ａ(ｅ１＋ｅｎ)‖２
２＋‖ｂ(ｅ２＋ｅｎ－１)‖ ＝ ２(ａ２＋ｂ２) .

由式(６)
α＝Ａ－１βꎬ

故

‖α‖２ ＝‖Ａ－１β‖２≤‖Ａ－１‖２‖β‖２ꎬ　 ‖Ａ－１‖２≥
‖α‖２

‖β‖２
＝ １

ａ２＋ｂ２
. (７)

故由式(２)与式(５)以及式(７)即得式(４) . 证毕.
定理 ２　 设 Ａ∈Ｒｎ×ｎ以及实数 ａ与 ｂ如定理 １ 所设ꎬ且

｜ １－ａ ｜ ＋２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ＋１

<１ꎬ

则

｜ ａ ｜ ＋２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ＋１

１＋ ｜ １－ａ ｜ ＋２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ＋１

≤ｃｏｎｄ２(Ａ)≤
｜ ａ ｜ ＋２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π

ｎ＋１

１－ ｜ １－ａ ｜ －２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ＋１

. (８)

证　 记 Ｂ＝ Ｉ－Ａꎬ则 Ａ＝ Ｉ－Ｂ且

—３—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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Ｂ＝

１－ａ －ｂ ０ 􀆺 ０ ０
－ｂ １－ａ －ｂ ⋱ ⋱ ０
０ －ｂ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ －ｂ ０
０ ⋱ ⋱ －ｂ １－ａ －ｂ
０ ０ 􀆺 ０ －ｂ １－ａ
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è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

.

由引理 １ꎬＢ的特征值为

λｋ(Ｂ)＝ １－ａ－２ｂｃｏｓ ｋπ
ｎ＋１

(１≤ｋ≤ｎ)ꎬ

于是

‖Ｂ‖２ ＝ ｜λｋ(Ｂ) ｜ ＝ ｜ １－ａ ｜ ＋２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ＋１

<１.

故由引理 ３ 得

‖Ａ－１‖２ ＝‖(Ｉ－Ｂ) －１‖２≤
１

１－‖Ｂ‖２
＝ １

１－ ｜ １－ａ ｜ －２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ＋１

ꎬ (９)

‖Ａ－１‖２ ＝‖(Ｉ－Ｂ) －１‖２≥
１

１＋‖Ｂ‖２
＝ １

１＋ ｜ １－ａ ｜ ＋２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ＋１

. (１０)

由式(２)以及式(９)、式(１０)即可得证. 证毕.
注 １　 在定理 ２ 假设之下ꎬ当 ａ２＋ｂ２≤１ 时ꎬ则

１＋ ｜ １－ａ ｜ ＋２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ＋１

≥１≥ ａ２＋ｂ２ .

从而

｜ ａ ｜ ＋２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ＋１

１＋ ｜ １－ａ ｜ ＋２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ＋１

≤
｜ ａ ｜ ＋２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π

ｎ＋１

ａ２＋ｂ２
.

这时应用式(４)的估计条件数 ｃｏｎｄ２(Ａ)的下界较应用式(８)估计更精确.

当 ｜ ａ ｜ ＋２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ＋１

≤ ａ２＋ｂ２ 时ꎬ如果 ａ≥１ 则

１＋ ｜ １－ａ ｜ ＋２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ＋１

＝ａ＋２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ＋１
.

于是有

｜ ａ ｜ ＋２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ＋１

ａ２＋ｂ２
≤１＝

｜ ａ ｜ ＋２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ＋１

１＋ ｜ １－ａ ｜ ＋２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ＋１

.

这时应用式(８)估计条件数 ｃｏｎｄ２(Ａ)的下界较应用式(４)估计更精确.
注 ２　 当 １－ａ≥０ 时ꎬ式(８)为

｜ ａ ｜ ＋２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ＋１

２－ａ＋２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ＋１

≤ｃｏｎｄ２(Ａ)≤
｜ ａ ｜ ＋２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π

ｎ＋１

ａ－２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ＋１

ꎬ

当 １－ａ<０ 时ꎬ式(８)为

—４—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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１≤ｃｏｎｄ２(Ａ)≤
｜ ａ ｜ ＋２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π

ｎ＋１

２－ａ－２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ＋１

.

３　 Ｆ－范数条件数估计

定理 ３　 设 Ａ∈Ｒｎ×ｎ以及实数 ａ与 ｂ如定理 １ 所设ꎬ则

ｎａ２ ＋ ２(ｎ － １)ｂ２

(ａ２ ＋ ｂ２) ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａ ＋ ２ｂｃｏｓ ｉπ

ｎ ＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
≤ ｃｏｎｄＦ(Ａ) ≤ ４

(ｎ ＋ １) ２
×

ｎａ２ ＋ ２(ｎ － １)ｂ２ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
∑
ｎ

ｊ ＝ １

ｓｉｎ ｊｋπ
ｎ ＋ １

ａ ＋ ２ｂｃｏｓ ｋπ
ｎ ＋ １

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａ ＋ ２ｂｃｏｓ ｉπ

ｎ ＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
. (１１)

证　 显然ꎬ由 Ａ的结构以及 Ｆ－范数的性质ꎬ‖Ａ‖Ｆ ＝ ｎａ２＋２(ｎ－１)ｂ２ .
设 Ａ的特征值为 λ ｉ(Ａ)(１≤ｉ≤ｎ)ꎬ则 Ａ

－１的特征值为

λ－１
ｉ (Ａ)＝

１

ａ＋２ｂｃｏｓ ｉπ
ｎ＋１

　 (１≤ｉ≤ｎ) .

于是存在正交矩阵 Ｑꎬ使
ＱＴＡ－１Ｑ＝ｄｉａｇ(λ－１

１ (Ａ)ꎬ􀆺ꎬλ－１
ｎ (Ａ))≜Λꎬ

‖Ａ －１‖Ｆ ＝ { ｔｒ[(Ａ －１)Ａ －１]} １ / ２ ＝ [ ｔｒ(Ａ －２)] １ / ２ ＝ { ｔｒ[ＱΛＱＴＱΛＱＴ]} １ / ２ ＝ [ ｔｒ(Λ２)] １ / ２ ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａ ＋ ２ｂｃｏｓ ｉπ

ｎ ＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷

－２
é

ë
êê

ù

û
úú

１ / ２

＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

１

ａ ＋ ２ｂｃｏｓ ｉπ
ｎ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ .

由式(３)、式(５)以及式(９)即得式(１１) . 证毕.
定理 ４　 设 Ａ∈Ｒｎ×ｎ以及实数 ａ与 ｂ如定理 ２ 所设ꎬ则

１

１ ＋｜ １ － ａ ｜ ＋ ２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｎａ２ ＋ ２(ｎ － １)ｂ２

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａ ＋ ２ｂｃｏｓ ｉπ

ｎ ＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ≤ ｃｏｎｄＦ(Ａ) ≤

１

１ －｜ １ － ａ ｜ － ２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｎａ２ ＋ ２(ｎ － １)ｂ２

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａ ＋ ２ｂｃｏｓ ｉπ

ｎ ＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ . (１２)

证　 由定理 ３ 的证明以及式(３)、式(９)以及式(１０)即得所证. 证毕.
注 ３　 当 １－ａ≥０ 时式(１２)为

１

２ － ａ ＋ ２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｎａ２ ＋ ２(ｎ － １)ｂ２

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａ ＋ ２ｂｃｏｓ ｉπ

ｎ ＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ≤ ｃｏｎｄＦ(Ａ) ≤

１

ａ － ２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｎａ２ ＋ ２(ｎ － １)ｂ２

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａ ＋ ２ｂｃｏｓ ｉπ

ｎ ＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ .

当 １－ａ≤０ 时式(１２)为
—５—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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１

ａ ＋ ２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｎａ２ ＋ ２(ｎ － １)ｂ２

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａ ＋ ２ｂｃｏｓ ｉπ

ｎ ＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ≤ ｃｏｎｄＦ(Ａ) ≤

１

２ － ａ － ２ ｜ ｂ ｜ ｃｏｓ π
ｎ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｎａ２ ＋ ２(ｎ － １)ｂ２

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａ ＋ ２ｂｃｏｓ ｉπ

ｎ ＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ .

４　 数值例子

例　 设 Ａ＝

４ １ ０ ０ ０ ０
１ ４ １ ０ ０ ０
０ １ ４ １ ０ ０
０ ０ １ ４ １ ０
０ ０ ０ １ ４ １
０ ０ ０ ０ １ ４

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ꎬ则 ｜ ａ ｜
２ ｜ ｂ ｜

＝ ２>１.

利用 ＭＡＴＬＡＢ 计算得ꎬ
λ１(Ａ)＝ ５.８０１ ９ꎬλ２(Ａ)＝ ５.２４７ ０ꎬλ３(Ａ)＝ ３.５５０ ０ꎬ
λ４(Ａ)＝ ２.７５３ ０ꎬλ５(Ａ)＝ ２.７５３ ０ꎬλ６(Ａ)＝ ２.１９８ １.

由定理 １ꎬ得
１.４０７ ２<ｃｏｎｄ２(Ａ)<１２.７５５ ３.

由定理 ３ꎬ得
０.８２８ ２<ｃｏｎｄＦ(Ａ)<６２.８２０ ７.
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