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集值单调测度的自连续与伪自连续性

刘晨玉ꎬ吴健荣

(苏州科技大学数理学院ꎬ江苏 苏州 ２１５００９)

[摘要] 　 在集值单调测度空间上ꎬ给出了集值单调测度的集值零可加、集值自连续、集值一致自连续、集值伪零

可加、集值伪自连续和集值伪一致自连续等性质ꎬ并讨论了它们之间的蕴涵关系.
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单调测度是指在空集处取值为零的单调集函数.早在 ２０ 世纪 ５０ 年代 Ｃｈｏｑｕｅｔ[１]提出了容度理论ꎬ之
后 Ｄｅｍｐｓｔｅｒ[２]研究了上、下概率ꎬ２０ 世纪 ７０ 年代 Ｓｕｇｅｎｏ[３]又提出了模糊测度的概念ꎬ这些概念都属于单

调测度的范畴.单调测度可以用于刻画一些不确定环境ꎬ特别在决策、人工智能、模式识别、数量经济等方

面有重要应用[４]ꎬ近年来ꎬ单调测度的研究得到了蓬勃的发展.例如:Ｌｉ 和 Ｓｏｎｇ[５]讨论了 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 定理ꎬＬｉ
和 Ｍｅｓｉａｒ[６]研究了度量空间上单调测度原子的性质ꎻＷａｔａｎａｂｅ[７] 和 Ｗａｔａｎａｂｅ 等[８] 对取值于序 Ｂａｎａｃｈ 空

间的单调测度ꎬ给出了 Ｅｇｏｒｏｆｆ 定理和 Ｌｕｓｉｎ 定理等. Ｇａｇｏｌｅｗｓｋｉ 和 Ｍｅｓｉａｒ[９]则利用单调测度构建了科学影

响评价的一般模型.
由于单调测度不具有可加性ꎬ经典测度论中的一些重要内容不能直接推广至单调测度论中.为此ꎬ一

些学者探索用一些较弱的“连续性”来代替“可加性”ꎬ建立起类似于经典测度论中的一些重要结论ꎬ取得

了非常好的效果.例如:１９８４ 年ꎬ王震源[１０]在模糊测度中ꎬ首次提出自连续性、零可加性等重要概念ꎬ之后

又分别在文献[１１－１２]中进一步提出伪自连续性、一致自连续性等重要概念ꎬ并把经典测度论中多个著名

的定理推广到模糊测度空间上.２００３ 年以来ꎬ李军等[１３－１７]又对这些定理作出了进一步的推广.
文献[１８]利用 Ｐ０(Ｒ)(实数空间 Ｒ 上的全体非空子集)中一种不同于包含关系的序关系ꎬ首次提出

集值模糊测度的相关理论ꎻＳｏｆｉａｎ￣Ｂｏｃａ[１９]和 Ｇａｖｒｉｌｕｔ[２０]则利用这种序关系引入了 Ｒ 上的集值和区间值单

调测度. ２００８ 年ꎬ高娜等[２１]进一步将此序关系推广到了 ｍ维正实空间的全体非空子集 Ｐ０(Ｒｍ＋ )上ꎬ并讨论

了取值于 Ｐ０(Ｒｍ＋ )的模糊测度的自连续、一致自连续、逆自连续、一致逆自连续性.针对该集值模糊测度ꎬ汪
彬ꎬ王贵君[２２]讨论了集值模糊测度的伪自连续和一致伪自连续性ꎻ赵新虎ꎬ王贵君[２３] 则研究了函数列的

伪依集值模糊测度的收敛性.近年来ꎬＰｒｅｃｕｐａｎｕ、Ｇａｖｒｉｌｕｔ 等人[２４－２６] 进一步将集值模糊测度推广到 ｎ 维空

间ꎬ利用集合的包含关系来描述集值单调测度的单调性ꎬ并在集值单调测度空间上研究了正则性、Ｅｇｏｒｏｆｆ
型定理、Ｌｕｓｉｎ 型定理等问题.
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２０１５ 年ꎬ开学文等[２７]利用文献[２１]中提出的 Ｐ０(Ｒｍ＋ )上的序结构ꎬ给出了集值单调测度的概念和集

值单调测度空间上可测函数列的几种重要收敛概念ꎬ并把经典测度论中的 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 定理、Ｅｇｏｒｏｆｆ 定理推

广到了集值单调测度空间上.
鉴于连续性在非可加测度中的重要性ꎬ本文将在文献[２７]的基础上ꎬ引入集值单调测度的自连续、零

可加、伪自连续、伪零可加等概念ꎬ重点讨论它们之间的关系ꎬ进一步完善集值单调测度的理论.由于集值

单调测度以集值测度、集值模糊测度、单调测度为特例ꎬ因此本文所得到的结论具有相当的宽泛性.

１　 预备知识

本文一律用 Ｒ＋表示全体非负实数ꎬＸ表示任意非空集合ꎬΩ为 Ｘ 上的一个 σ－代数ꎬ(ＸꎬΩ)为任意可

测空间.Ｒｍ＋ ＝{ｘꎻｘ＝(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｍ)ꎬｘｉ≥０ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ}表示 ｍ维正欧式空间ꎬＰ０(Ｒｍ＋ )表示 ｍ维正欧式空

间 Ｒｍ＋ 中全体非空子集构成的集类.并规定 Ｐ０(Ｒｍ＋ )中的运算如下:∀􀭵Ａꎬ􀭵Ｂ∈Ｐ０(Ｒｍ＋ )ꎬ∀α∈Ｒ＋ꎬ
􀭵Ａ±􀭵Ｂ＝{􀭵ａ±􀭰ｂ ｜􀭵ａ∈􀭵Ａꎬ􀭰ｂ∈􀭵Ｂ}ꎬ　 　 　 　
α±􀭵Ａ＝􀭵α±􀭵Ａꎬ其中 􀭵α＝(αꎬαꎬ􀆺ꎬα)ꎬ
α􀅰􀭵Ａ＝{α􀅰􀭵ａ ｜􀭵ａ∈􀭵Ａ}ꎬ

设 􀭵ａ＝(ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｍ)∈Ｒｍ＋ ꎬ􀭵Ａ∈Ｐ０(Ｒｍ＋ )ꎬ规定‖􀭵ａ‖＝ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｍ

ａｉꎬ‖􀭵Ａ‖＝ｓｕｐ
􀭵ａ∈􀭵Ａ

‖􀭵ａ‖.

定义 １[２１] 　 设 􀭵Ａꎬ􀭵Ｂ∈Ｐ０(Ｒｍ＋ )ꎬ如果满足条件:

(１)∀􀭵ａ∈􀭵Ａꎬ∃􀭰ｂ∈􀭵Ｂꎬ使‖􀭵ａ‖≤‖􀭰ｂ‖ꎬ
(２)∀􀭰ｂ∈􀭵Ｂꎬ∃􀭵ａ∈􀭵Ａꎬ使‖􀭵ａ‖≤‖􀭰ｂ‖ꎬ

则称 􀭵Ａ弱于 􀭵Ｂꎬ或称 􀭵Ｂ强于 􀭵Ａꎬ记为 􀭵Ａ≺􀭵Ｂ或 􀭵Ｂ≻􀭵Ａ.
根据定义ꎬ很明显可得下列性质:
(１)设 ϕ≠􀭵Ａꎬ􀭵Ｂ∈Ｐ０(Ｒｍ＋ )ꎬ若 􀭵Ａ≺􀭵Ｂ且 ０≤α≤βꎬ则 􀭵Ａ＋α≺􀭵Ｂ＋βꎬα􀅰􀭵Ａ≺α􀅰􀭵Ｂꎻ

(２)若 􀭵Ａꎬ􀭵Ｂꎬ􀭵Ｃ∈Ｐ０(Ｒｍ＋ )ꎬ􀭵Ａ≺􀭵Ｂ且 􀭵Ｂ≺􀭵Ｃꎬ则 􀭵Ａ≺􀭵Ｃ.

注 １　 若 􀭵Ａꎬ􀭵Ｂꎬ􀭵Ｃꎬ􀭺Ｄ∈Ｐ０(Ｒｍ＋ )ꎬ􀭵Ａ≺􀭵Ｂ且 􀭵Ｃ≺􀭺Ｄꎬ但 􀭵Ａ＋􀭵Ｃ≺􀭵Ｂ＋􀭺Ｄ不一定成立.例如:

设 􀭵Ａ＝{(１ꎬ２ꎬ３)ꎬ(３ꎬ１ꎬ２)}ꎬ􀭵Ｂ＝{(１ꎬ１ꎬ３)ꎬ(１ꎬ３ꎬ１)}ꎬ􀭵Ｃ＝{(２ꎬ２ꎬ２)ꎬ(１ꎬ２ꎬ１)}ꎬ􀭺Ｄ＝ {(４ꎬ３ꎬ１)ꎬ(２ꎬ０ꎬ
１)}ꎬ则显然有 􀭵Ａ≺􀭵Ｂꎬ􀭵Ｂ≺􀭵Ａꎬ􀭵Ｃ≺􀭺Ｄꎬ􀭺Ｄ≺＼ 􀭵Ｃꎬ但是 􀭵Ａ＋􀭵Ｃ ＝ {(３ꎬ４ꎬ５)ꎬ(２ꎬ４ꎬ４)ꎬ(５ꎬ３ꎬ４)ꎬ(４ꎬ３ꎬ３)}≺＼ 􀭵Ｂ＋􀭺Ｄ ＝
{(５ꎬ４ꎬ４)ꎬ(３ꎬ１ꎬ４)ꎬ(５ꎬ６ꎬ２)ꎬ(３ꎬ３ꎬ２)} .

定义 ２[２１] 　 设 􀭵Ａꎬ􀭵Ｂ∈Ｐ０(Ｒｍ＋ )ꎬ若 􀭵Ａ≺􀭵Ｂ且 􀭵Ｂ≺􀭵Ａꎬ则称 􀭵Ａ和 􀭵Ｂ拟等价ꎬ记为 􀭵Ａ≈􀭵Ｂ.

注 ２　 显然ꎬＰ０(Ｒｍ＋ )中两个拟等价的元素作为集合并不一定相等ꎬ但 􀭵Ａ≈{０}等同于 􀭵Ａ＝{０} .
注 ３　 “拟等价”是 Ｐ０(Ｒｍ＋ )中的一种等价关系ꎬ可作商空间 Ｐ０(Ｒｍ＋ ) /≈ꎬ将每个等价类中元素不作区

分ꎬ用一个元素来代表.在此意义下ꎬ􀭵Ａ≈􀭵Ｂ也常写成 􀭵Ａ＝􀭵Ｂ.
定义 ３[２２] 　 若{􀭵Ａｎ}ꎬ􀭵Ａ∈Ｐ０(Ｒｍ＋ )ꎬ如果∀ε>０ꎬ存在自然数 Ｎꎬ当 ｎ>Ｎ时ꎬ有 􀭵Ａ≺ε＋􀭵Ａｎ 且 􀭵Ａｎ≺ε＋􀭵Ａꎬ则称

{􀭵Ａｎ}依序≺拟等价收敛于 􀭵Ａꎬ记为 ｌｉｍ
∧

ｎ→∞
􀭵Ａｎ ＝􀭵Ａ.

注 ４　 这里的极限定义与[２１]中的稍有不同. 用不等式组“􀭵Ａ≺ε＋􀭵Ａｎ 且 􀭵Ａｎ≺ε＋􀭵Ａ”ꎬ代替[２１]中的“􀭵Ａ－

ε≺􀭵Ａｎ≺􀭵Ａ＋ε”ꎬ这是考虑到 􀭵Ａ－ε未必再属于 Ｐ０(Ｒｍ＋ ) .
注 ５　 由注 ２ 及注 ３ꎬ除极限值为{０}外ꎬ上述极限在集合相等意义下一般是不唯一的ꎻ若把Ｐ０(Ｒｍ＋ )中

“拟等价”的元素视为同一元素ꎬ则极限是唯一.
定义 ４[２７] 　 设(ＸꎬΩ)为可测空间ꎬ集函数 π:Ω→Ｐ０(Ｒｍ＋ )满足以下条件:
(１)π(Φ)＝ {０}ꎬ
(２)(单调性)若∀ＡꎬＢ⊂Ωꎬ且 Ａ⊂Ｂꎬ则有 π(Ａ)≺π(Ｂ)ꎬ

则称 π为(ＸꎬΩ)上的集值单调测度ꎬ称(ＸꎬΩꎬπ)为集值单调测度空间.
本文余下部分中ꎬ总令(ＸꎬΩꎬπ)为集值单调测度空间(有时简记为 Ｘ) .

—２２—
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２　 集值单调测度的自连续性

定义 ５　 设 π是(ＸꎬΩ)上的集值单调测度ꎬ若∀ＡꎬＢ∈Ω且 π(Ｂ)＝ {０}ꎬ有 π(Ａ∪Ｂ)＝ π(Ａ)(分别

地ꎬπ(Ａ ＼Ｂ)＝ π(Ａ))ꎬ则称 π是集值零可加的(分别地ꎬπ是集值零可减的) .
定义 ６　 设 π是(ＸꎬΩ)上的集值单调测度ꎬ若∀{Ａｎ}⊂ΩꎬＡｎ↓Φ即 Ａｎ＋１⊂Ａｎ(∀ｎ∈Ｎ)且∩∞

ｎ＝１Ａｎ ＝Φꎬ

有 ｌｉｍ
∧

ｎ→∞
π(Ａｎ)＝ {０}ꎬ则称 π是集值序连续的.

定义 ７　 设 π是(ＸꎬΩ)上的集值单调测度ꎬ

(１)∀{Ａｎ}⊂ΩꎬＡ∈Ωꎬ当 Ａｎ↓Ａ且存在某个 ｎ０ 使‖π(Ａｎ０)‖<∞时ꎬ必有 ｌｉｍ
∧

ｎ→∞
π(Ａｎ)＝ π(Ａ)ꎬ则称 π

是集值上连续的ꎻ当 Ａｎ↑Ａ时ꎬ必有 ｌｉｍ
∧

ｎ→∞
π(Ａｎ)＝ π(Ａ)ꎬ则称 π是集值下连续的.

(２)若 π既是集值上连续的ꎬ又是集值下连续的ꎬ则称 π是集值连续的.
定义 ８　 设 π是(ＸꎬΩ)上的集值单调测度ꎬ

(１)若 ∀Ａ∈Ωꎬ∀{Ｂｎ}⊂Ω 且 ｌｉｍ
∧

ｎ→∞
π(Ｂｎ)＝ {０}ꎬ有 ｌｉｍ

∧

ｎ→∞
π(Ａ∪Ｂｎ) ＝ π(Ａ) (分别地ꎬ ｌｉｍ

∧

ｎ→∞
π(Ａ ＼ Ｂｎ) ＝

π(Ａ))ꎬ则称 π是集值上自连续的(分别地ꎬ集值下自连续的) .
(２)若 π既是集值上自连续的ꎬ又是集值下自连续的ꎬ则称 π是集值自连续的.
定义 ９　 设 π是(ＸꎬΩ)上的集值单调测度ꎬ
(１)若∀ε>０ꎬ存在 δ＝ δ(ε)>０ꎬ使得∀ＡꎬＢ∈Ω 且 π(Ｂ)≺{􀭰δ}时ꎬ有 π(Ａ∪Ｂ)≺π(Ａ) ＋ε(分别地ꎬ

π(Ａ)≺π(Ａ ＼Ｂ)＋ε)ꎬ则称 π是集值一致上自连续的(分别地ꎬπ是集值一致下自连续的) .
(２)若 π既是集值一致上自连续的ꎬ又是集值一致下自连续的ꎬ则称 π是集值自连续的.
定理 １　 集值单调测度 π的集值零可加性与集值零可减性等价.
证明　 设∀ＡꎬＢ∈Ωꎬπ(Ｂ)＝ {０} .
(１)若 π是集值零可加的ꎬ由 π的单调性ꎬ可得 π(Ａ∩Ｂ)＝ {０} .
又因为 Ａ＝(Ａ ＼Ｂ)∪(Ａ∩Ｂ)ꎬ结合 π的集值零可加性ꎬ可得

π(Ａ)＝ π((Ａ ＼Ｂ)∪(Ａ∩Ｂ))＝ π(Ａ ＼Ｂ)ꎬ
即得 π是集值零可减的.

(２)若 π是集值零可减的ꎬ由 π的单调性ꎬ可得 π(Ｂ ＼Ａ)＝ {０} .
又因为 Ａ＝(Ａ∪Ｂ) ＼(Ｂ ＼Ａ)ꎬ结合 π的集值零可减性ꎬ可得

π(Ａ)＝ π((Ａ∪Ｂ) ＼(Ｂ ＼Ａ))＝ π(Ａ∪Ｂ)ꎬ
即得 π是集值零可加的.

定理 ２　 设 π是(ＸꎬΩ)上的集值单调测度ꎬ
(１)若 π是集值上自连续的ꎬ则 π是集值零可加的.
(２)若 π是集值下自连续的ꎬ则 π是集值零可减的.
证明　 由定义可易得证.
定理 ３　 设 π是(ＸꎬΩ)上的集值单调测度ꎬ
(１)若 π是集值序连续且集值上自连续的ꎬ则 π是集值上连续的.
(２)若 π是集值序连续且集值下自连续的ꎬ则 π是集值下连续的.
证明　 (１)设{Ａｎ}⊂ΩꎬＡ∈ΩꎬＡｎ↓Ａ且存在某个 ｎ０ 使‖π(Ａｎ０)‖<∞ ꎬ并令 Ｂｎ ＝Ａｎ ＼Ａꎬ则 Ｂｎ↓Φ.由 π

是集值序连续的ꎬ可得

ｌｉｍ
∧

ｎ→∞
π(Ｂｎ)＝ {０} .

又由 Ａｎ ＝Ａ∪Ｂｎ 和 π的集值上自连续性ꎬ可得

ｌｉｍ
∧

ｎ→∞
π(Ａｎ)＝ ｌｉｍ

∧

ｎ→∞
π(Ａ∪Ｂｎ)＝ π(Ａ) .

所以 π是集值上连续的.
类似方法可证(２) .

—３２—
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定理 ４　 设 π是(ＸꎬΩ)上的集值单调测度ꎬ
(１)若 π是集值一致上自连续的ꎬ则 π是集值上自连续的ꎻ
(２)若 π是集值一致下自连续的ꎬ则 π是集值下自连续的.

证明　 (１)设∀ＡꎬＢ∈Ωꎬ∀{Ｂｎ}⊂Ω且 ｌｉｍ
∧

ｎ→∞
π(Ｂｎ)＝ {０}ꎬ由于 π是集值一致上自连续的ꎬ则∀ε>０ꎬ存

在 δ＝ δ(ε)>０ꎬ当 π(Ｂ)≺{􀭰δ}时ꎬ有
π(Ａ∪Ｂ)≺π(Ａ)＋ε.

由于 ｌｉｍ
∧

ｎ→∞
π(Ｂｎ)＝ {０}ꎬ可知必存在自然数 Ｎꎬ当 ｎ>Ｎ时ꎬ有 π(Ｂｎ)≺{０}＋δ＝{􀭰δ}ꎬ从而有∀ε>０ꎬ

π(Ａ∪Ｂｎ)≺π(Ａ)＋ε.
另一方面ꎬ因为 Ａ⊂Ａ∪Ｂｎ 和 π的单调性ꎬ所以

π(Ａ)≺π(Ａ∪Ｂｎ)＋ε.
从而得到

ｌｉｍ
∧

ｎ→∞
π(Ａ∪Ｂｎ)＝ π(Ａ)ꎬ

即得 π是集值上自连续的.
类似方法可证(２) .
定理 ５　 设 π是(ＸꎬΩ)上的集值单调测度ꎬ则下列命题等价:
(１)π是集值一致自连续的ꎻ
(２)π是集值一致上自连续的ꎻ
(３)π是集值一致下自连续的ꎻ
(４)∀ε>０ꎬ存在 δ＝ δ(ε)>０ꎬ使得∀ＡꎬＢ∈Ωꎬ当 π(Ｂ)≺{􀭰δ}时ꎬ有 π(Ａ)≺π(ＡΔＢ)＋ε和 π(ＡΔＢ)≺

π(Ａ)＋ε.
证明　 (１)⇒(２)显然成立.
(２)⇒(３)因为 π是集值一致上自连续的ꎬ所以∀ε>０ꎬ存在 δ ＝ δ(ε)>０ꎬ使得∀ＡꎬＢ∈Ωꎬ当 π(Ｂ)≺

{􀭰δ}时ꎬ有 π(Ａ∪Ｂ)≺π(Ａ)＋ε.
由 π的单调性ꎬ可知 π(Ａ∩Ｂ)≺π(Ｂ)≺{􀭰δ} .又因为 Ａ＝(Ａ ＼Ｂ)∪(Ａ∩Ｂ)ꎬ则可得

π(Ａ)＝ π((Ａ ＼Ｂ)∪(Ａ∩Ｂ))≺π(Ａ ＼Ｂ)＋ε.
所以 π是集值一致下自连续的.

(３)⇒(４)因为 π是集值一致下自连续的ꎬ所以∀ε>０ꎬ存在 δ ＝ δ(ε)>０ꎬ使得∀ＡꎬＢ∈Ωꎬ当 π(Ｂ)≺
{􀭰δ}时ꎬ有 π(Ａ)≺π(Ａ ＼Ｂ)＋ε.

由 π的单调性ꎬ可知 π(Ａ∩Ｂ)≺π(Ｂ)≺{􀭰δ}ꎬπ(Ａ)≺π(Ａ∪Ｂ) .又因为 ＡΔＢ＝(Ａ∪Ｂ) ＼(Ａ∩Ｂ)ꎬ所以

可得

π(Ａ)≺π(Ａ∪Ｂ)≺π((Ａ∪Ｂ) ＼(Ａ∩Ｂ))＋ε＝π(ＡΔＢ)＋ε.
另一方面ꎬ当 π(Ｂ)≺{􀭰δ}时ꎬπ(Ｂ ＼Ａ)≺π(Ｂ)≺{􀭰δ} .又因为 Ａ ＼Ｂ＝(ＡΔＢ) ＼(Ｂ ＼Ａ)ꎬ所以可得

π(ＡΔＢ)≺π((ＡΔＢ) ＼(Ｂ ＼Ａ))＋ε＝π(Ａ ＼Ｂ)＋ε≺π(Ａ)＋ε.
即证.

(４)⇒(１)∀ε>０ꎬ由假设可知存在 δ＝δ(ε)>０ꎬ使得∀ＡꎬＢ∈Ωꎬ当 π(Ｂ)≺{􀭰δ}时ꎬ有 π(Ａ)≺π(ＡΔＢ)＋ε
和 π(ＡΔＢ)≺π(Ａ)＋ε.

注意到ꎬ当 π(Ｂ)≺{􀭰δ}时ꎬπ(Ｂ ＼Ａ)≺π(Ｂ)≺{􀭰δ} .又因为 Ａ∪Ｂ＝ＡΔ(Ｂ ＼Ａ)ꎬ所以有

π(Ａ∪Ｂ)＝ π(ＡΔ(Ｂ ＼Ａ))≺π(Ａ)＋εꎬ
则 π是集值一致上自连续的.

另一方面ꎬ当 π(Ｂ)≺{􀭰δ}时ꎬπ(Ａ∩Ｂ)≺π(Ｂ)≺{􀭰δ} .又 Ａ ＼Ｂ＝ＡΔ(Ａ∩Ｂ)ꎬ所以有

π(Ａ)≺π(ＡΔ(Ｂ∩Ａ))＝ π(Ａ ＼Ｂ)＋εꎬ
则 π是集值一致下自连续的.从而 π是集值一致自连续的.

—４２—
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３　 集值单调测度的伪自连续性

定义 １０　 设 π是(ＸꎬΩ)上的集值单调测度ꎬ若∀ＡꎬＢ∈Ω 当 π(Ａ∩Ｂ)＝ π(Ａ)时ꎬ∀Ｃ∈Ａ∩Ωꎬ有
π((Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ)＝ π(Ｃ)(分别地ꎬπ(Ｂ∩Ｃ)＝ π(Ｃ))ꎬ则称 π是集值伪零可加的(分别地ꎬπ 是集值伪零可

减的) .
定义 １１　 设 π是(ＸꎬΩ)上的集值单调测度ꎬ

(１)若 ∀Ａ∈Ωꎬ{Ｂｎ}⊂Ωꎬ当 ｌｉｍ
∧

ｎ→∞
π(Ａ∩Ｂｎ) ＝ π(Ａ)时ꎬ有 ｌｉｍ

∧

ｎ→∞
π((Ａ ＼ Ｂｎ)∪Ｃ) ＝ π(Ｃ) (分别地ꎬ

ｌｉｍ
∧

ｎ→∞
π(Ｂｎ∩Ｃ)＝ π(Ｃ))ꎬ则称 π是集值伪上自连续的(分别地ꎬπ是集值伪下自连续的) .

(２)若 π既是集值伪上自连续的ꎬ又是集值伪下自连续的ꎬ则称 π是集值自连续的.
定义 １２　 设 π是(ＸꎬΩ)上的集值单调测度ꎬ
(１)若∀ε>０ꎬ存在 δ＝ δ(ε)>０ꎬ使得∀ＡꎬＢ∈Ωꎬ当 ‖π(Ａ)‖<∞且 π(Ａ)≺π(Ａ∩Ｂ)＋{􀭰δ}时ꎬ∀Ｃ∈

Ａ∩Ωꎬ有 π((Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ)≺π(Ｃ)＋ε(分别地ꎬπ(Ｃ)≺π(Ｂ∩Ｃ)＋ε)ꎬ则称 π是集值一致伪上自连续的(分
别地ꎬπ是集值一致伪下自连续的) .

(２)若 π既是集值一致伪上自连续的ꎬ又是集值一致伪下自连续的ꎬ则称 π是集值伪自连续的.
定理 ６　 集值单调测度 π的集值伪零可加性与集值伪零可减性等价.
证明　 设∀ＡꎬＢ∈Ω且 π(Ａ∩Ｂ)＝ π(Ａ)ꎬ∀Ｃ∈Ａ∩Ωꎬ
(１)若 π是集值伪零可加的ꎬ则有 π(Ｃ)＝ π((Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ) . 因为

(Ａ ＼Ｂ)∪(Ｂ∩Ｃ)＝ (Ａ∩Ｂｃ)∪(Ｂ∩Ｃ)＝ (Ａ∪(Ｂ∩Ｃ))∩(Ｂｃ∪(Ｂ∩Ｃ))＝ 　 　 　
((Ａ∪Ｂ)∩(Ａ∪Ｃ))∩((Ｂｃ∪Ｂ)∩(Ｂｃ∪Ｃ))＝ Ａ∩(Ｂｃ∪Ｃ)＝
(Ａ∩Ｂｃ)∪(Ａ∩Ｃ)＝ (Ａ∩Ｂｃ)∪Ｃ＝(Ａ ＼Ｂ)∪Ｃꎬ

所以

π((Ａ ＼Ｂ)∪(Ｂ∩Ｃ))≈π((Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ)≈π(Ｃ) .
又 Ｂ∩Ｃ⊆Ｃ∈Ａ∩Ωꎬ可得

π((Ａ ＼Ｂ)∪(Ｂ∩Ｃ))＝ π(Ｂ∩Ｃ) .
从而得到

π(Ｂ∩Ｃ)＝ π(Ｃ)ꎬ
即得 π是集值伪零可减的.

(２)若 π是集值伪零可减的ꎬ则有 π(Ｂ∩Ｃ)＝ π(Ｃ) . 因为

((Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ)∩Ｂ＝((Ａ ＼Ｂ)∩Ｂ)∪(Ｂ∩Ｃ)＝ Ｂ∩Ｃꎬ
所以 π(((Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ)∩Ｂ)＝ π(Ｂ∩Ｃ)＝ π(Ｃ) .

又(Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ∈Ａ∩Ωꎬ可得

π(((Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ)∩Ｂ)＝ π((Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ) .
从而得到

π((Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ)＝ π(Ｃ)ꎬ
即得 π是集值伪零可加的.

定理 ７　 设 π是(ＸꎬΩ)上的集值单调测度ꎬ
(１)若 π是集值伪上自连续的ꎬ则 π是集值伪零可加的.
(２)若 π是集值伪下自连续的ꎬ则 π是集值伪零可减的.
证明　 由定义可易得证.
定理 ８　 设 π是(ＸꎬΩ)上的集值单调测度ꎬ
(１)若 π是集值一致伪上自连续的ꎬ则 π是集值伪上自连续的.
(２)若 π是集值一致伪下自连续的ꎬ则 π是集值伪下自连续的.

证明　 (１)设∀ＡꎬＢ∈Ωꎬ‖π(Ａ)‖<∞ ꎬ{Ｂｎ}⊂Ω且 ｌｉｍ
∧

ｎ→∞
π(Ａ∩Ｂｎ)＝ π(Ａ) .因为 π是集值一致伪上自

—５２—
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连续的ꎬ则∀ε>０ꎬ存在 δ＝ δ(ε)>０ꎬ使得∀Ｃ∈Ａ∩Ωꎬ当 π(Ａ)≺π(Ａ∩Ｂ)＋{􀭰δ}时ꎬ有
π((Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ)≺π(Ｃ)＋ε.

由于 ｌｉｍ
∧

ｎ→∞
π(Ａ∩Ｂｎ)＝ π(Ａ)ꎬ可知必存在自然数 Ｎ>０ꎬ当 ｎ>Ｎ时ꎬ有 π(Ａ)≺π(Ａ∩Ｂｎ)＋{􀭰δ}ꎬ从而有

π((Ａ ＼Ｂｎ)∪Ｃ)≺π(Ｃ)＋ε.
又因为 Ｃ⊂(Ａ ＼Ｂｎ)∪Ｃ和 π的单调性ꎬ所以可得

π(Ｃ)≺π((Ａ ＼Ｂｎ)∪Ｃ)＋ε.
从而得到

ｌｉｍ
∧

ｎ→∞
π((Ａ ＼Ｂｎ)∪Ｃ)＝ π(Ｃ)ꎬ

所以 π是集值上自连续的.
类似方法可证(２) .
定理 ９　 设 π是一个集值单调测度ꎬ则下列命题等价:
(１)π是集值一致伪自连续的ꎻ
(２)π是集值一致伪上自连续的ꎻ
(３)π是集值一致伪下自连续的ꎻ
(４)∀ε>０ꎬ存在 δ＝ δ(ε)>０ꎬ使得∀ＡꎬＢ∈Ωꎬ∀Ｃ∈Ａ∩Ωꎬ当 π(Ａ)≺π(Ａ∩Ｂ)＋{􀭰δ}时ꎬ有

π((Ａ ＼Ｂ)ΔＣ)≺π(Ｃ)＋ε和 π(Ｃ)≺π((Ａ ＼Ｂ)ΔＣ)＋ε.
证明　 (１)⇒(２)显然成立.
(２)⇒(３)因为 π是集值一致伪上自连续的ꎬ则∀ε>０ꎬ存在 δ＝ δ(ε)>０ꎬ使得∀ＡꎬＢ∈Ωꎬ‖π(Ａ)‖<∞ ꎬ

当 π(Ａ)≺π(Ａ∩Ｂ)＋{􀭰δ}时ꎬ∀Ｃ∈Ａ∩Ωꎬ有
π‖(Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ‖≺π(Ｃ)＋ε.

由 Ｃ∈Ａ∩Ω可知 Ｃ⊆Ａꎬ则有

Ｃ＝(Ｃ∩Ｂ)∪(Ｃ ＼Ｂ)⊆(Ｃ∩Ｂ)∪(Ａ ＼Ｂ) .
又 Ａ ＼Ｂ⊆Ａꎬ由 π的单调性和集值一致伪上自连续性ꎬ得到

π(Ｃ)≺π((Ｂ∩Ｃ)∪(Ａ ＼Ｂ))≺π(Ｂ∩Ｃ)＋ε.
所以 π是集值一致伪下自连续的.

(３)⇒(２)因为 π是集值一致伪下自连续的ꎬ则∀ε>０ꎬ存在 δ＝ δ(ε)>０ꎬ使得∀ＡꎬＢ∈Ωꎬ‖π(Ａ)‖<∞ ꎬ
当 π(Ａ)≺π(Ａ∩Ｂ)＋{􀭰δ}时ꎬ∀Ｃ∈Ａ∩Ωꎬ有

π(Ｃ)≺π(Ｂ∩Ｃ)＋ε.
由 Ｃ∈Ａ∩Ω可知(Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ∈Ａ∩Ωꎬ所以有

π((Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ)≺π(((Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ)∩Ｂ)＋ε.
又

((Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ)∩Ｂ＝((Ａ ＼Ｂ)∩Ｂ)∪(Ｂ∩Ｃ)＝ Ｂ∩Ｃꎬ
则由 π的单调性ꎬ可得

π(((Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ)∩Ｂ)≈π(Ｂ∩Ｃ)≺π(Ｃ) .
从而有

π((Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ)≺π(Ｃ)＋εꎬ
所以 π是集值一致伪上自连续的.

(３)⇒(４)由上面证明可知已知(３)⇔(２)ꎬ故 π既是集值一致伪上自连续的ꎬ也是集值一致伪下自连续

的ꎬ则∀ε>０ꎬ存在 δ＝δ(ε)>０ꎬ使得∀ＡꎬＢ∈Ωꎬ‖π(Ａ)‖<∞ ꎬ当 π(Ａ)≺π(Ａ∩Ｂ)＋{􀭰δ}时ꎬ∀Ｃ∈Ａ∩Ωꎬ有
π((Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ)≺π(Ｃ)＋ε和 π(Ｃ)≺π(Ｂ∩Ｃ)＋ε.

因为

(Ａ ＼Ｂ)ΔＣ＝((Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ) ＼((Ａ ＼Ｂ)∩Ｃ)＝ ((Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ)∩((Ａ ＼Ｂ)∩Ｃ) ｃ ＝ 　 　 　 　 　 　 　 　
((Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ)∩((Ａ ＼Ｂ) ｃ∪Ｃｃ)＝ ((Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ)∩(Ａ ＼Ｂ) ｃ)∪((Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ)∩Ｃｃ)＝
(Ｃ∩(Ａ ＼Ｂ) ｃ)∪((Ａ ＼Ｂ)∩Ｃｃ)＝ (Ｃ∩(Ａｃ∪Ｂ))∪((Ａ ＼Ｂ)∩Ｃｃ)⊇Ｂ∩Ｃꎬ

—６２—
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所以有

Ｂ∩Ｃ⊆(Ａ ＼Ｂ)ΔＣ⊆(Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ.
再结合 π的单调性和集值一致伪自连续性ꎬ可得

π((Ａ ＼Ｂ)ΔＣ)≺π((Ａ ＼Ｂ)∪Ｃ)≺π(Ｃ)＋ε
和

π(Ｃ)≺π(Ｂ∩Ｃ)＋ε≺π((Ａ ＼Ｂ)ΔＣ)＋εꎬ
即证.

(４)⇒(１)设∀ε>０ꎬ存在 δ＝ δ(ε)>０ꎬ使得∀ＡꎬＢ∈Ωꎬ当 π(Ａ)≺π(Ａ∩Ｂ)＋{􀭰δ}时ꎬ∀Ｃ∈Ａ∩Ωꎬ有
π((Ａ ＼Ｂ)ΔＣ)≺π(Ｃ)＋ε和 π(Ｃ)≺π((Ａ ＼Ｂ)ΔＣ)＋ε.

由 Ｃ∈Ａ∩Ω可知 Ｃ⊆Ａꎬ则
Ｃ＝(Ｃ ＼Ｂ)∪(Ｃ∩Ｂ)⊆(Ａ ＼Ｂ)∪(Ｃ∩Ｂ) .

又

(Ａ ＼Ｂ)Δ(Ｃ∩Ｂ)＝ ((Ａ ＼Ｂ)∪(Ｃ∩Ｂ)) ＼((Ａ ＼Ｂ)∩(Ｃ∩Ｂ))＝ (Ａ ＼Ｂ)∪(Ｃ∩Ｂ)ꎬ
则有

Ｃ∩Ｂ⊆Ｃ⊆(Ａ ＼Ｂ)Δ(Ｃ∩Ｂ) .
于是可得

π(Ｃ)≺π((Ａ ＼Ｂ)Δ(Ｃ∩Ｂ))≺π(Ｂ∩Ｃ)＋εꎬ
即得 π是集值一致伪下自连续的.又由(３)⇒(２)可知 π是集值一致伪上自连续的ꎬ所以 π是集值一致伪

自连续的.
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