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Ａｂｓｔｒａｃｔ:Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒꎬｗｅ ｅｘｐｌｏｒｅ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎｓ ｏｆ ｌｏｃａｌ ｄｃｐｏｓ. Ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ. ( １) Ｔｈｅ
ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎｓ ｏｆ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ( ｒｅｓｐ.ꎬａｌｇｅｂｒａｉｃ) ｌｏｃａｌ ｄｃｐｏｓ ａｒｅ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ( ｒｅｓｐ.ꎬａｌｇｅｂｒａｉｃ)ｄｃｐｏｓꎻ(２)Ｔｈｅ ｃａｔｅｇｏｒｙ
ＣＤｃｐｏ( ｒｅｓｐ.ꎬＡＤｃｐｏ)ｏｆ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ( ｒｅｓｐ.ꎬａｌｇｅｂｒａｉｃ)ｄｃｐｏｓ ａｎｄ Ｓｃｏｔｔ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｍａｐｓ ｉｓ ａ ｆｕｌｌ ｒｅｆｌｅｃｔｉｖｅ ｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙ ｏｆ
ｔｈｅ ｃａｔｅｇｏｒｙ ＣＬＤｃｐｏ( ｒｅｓｐ.ꎬＡＬＤｃｐｏ)ｏｆ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ( ｒｅｓｐ.ꎬａｌｇｅｂｒａｉｃ) ｌｏｃａｌ ｄｃｐｏｓ ａｎｄ ｌｏｃａｌ Ｓｃｏｔｔ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｍａｐｓ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:ｌｏｃａｌ ｄｃｐｏꎬｄｉｒｅｃｔｅｄ ｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎꎬｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｌｏｃａｌ ｄｃｐｏ
ＣＬＣ ｎｕｍｂｅｒ:Ｏ１８９.１ꎻＯ１５３.１　 Ｄｏｃｕｍｅｎｔ ｃｏｄｅ:Ａ　 Ａｒｔｉｃｌｅ ＩＤ:１００１－４６１６(２０１７)０４－０００１－０６

局部定向完备集的定向完备化

徐爱军１ꎬ贺　 伟２

(１.南京林业大学应用数学系ꎬ江苏 南京 ２１００３７)
(２.南京师范大学数学科学学院ꎬ江苏 南京 ２１００４６)

[摘要] 　 研究了局部定向完备集的定向完备化ꎬ得出以下两个结果:(１)连续(代数)的局部定向完备集的定向

完备化是连续(代数)定向完备集ꎻ(２)连续(代数)定向完备集范畴是连续(代数)局部定向完备集范畴的满的

反射子范畴.
[关键词] 　 局部定向完备集ꎬ定向完备化ꎬ连续的局部定向完备集

Ｉｎ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｃｏｍｐｕｔｅｒ ｓｃｉｅｎｃｅꎬ ｐｏｓｅｔｓ ａｒｅ ｒｅｑｕｉｒｅｄ ｔｏ ｂｅ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｃｏｍｐｌｅｔｅ. Ｈｏｗｅｖｅｒꎬ ｔｈｅｒｅ ａｒｅ
ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ｏｒｄｅｒｅｄ ｓｅｔｓ ｓｕｃｈ ａｓ ｔｈｅ ｒｅａｌ ｓｅｔｓ Ｒ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒｓ Ｎ ｗｈｉｃｈ ｆａｉｌ ｔｏ ｂｅ ｄｃｐｏｓ. Ｒｅｃｅｎｔ ｐａｐｅｒｓ
ｈａｖｅ ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｐｏｓｅｔｓ ｗｈｉｃｈ ａｒｅ ｎｏｔ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｃｏｍｐｌｅｔｅ. Ｘｕ Ｌｕｏｓｈａｎ[１] ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ｔｈｅ ｃｏｎｃｅｐｔ ｏｆ
ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｌｙ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｐｏｓｅｔｓꎬａｎｄ ｐｒｏｖｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎｓ ｏｆ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｌｙ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｐｏｓｅｔｓ ａｒｅ ｃｏｎ￣
ｔｉｎｕｏｕｓ ｐｏｓｅｔｓꎬｔｈｅ ｃａｔｅｇｏｒｙ ｏｆ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｐｏｓｅｔｓ ｉｓ ａ ｆｕｌｌ ｒｅｆｌｅｃｔｉｖｅ ｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙ ｏｆ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｌｙ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｐｏｓｅｔｓ.
Ｇｕａｎ ａｎｄ Ｗａｎｇ[２] ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ｔｈｅ ｃｏｎｃｅｐｔ ｏｆ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｌｏｃａｌ ｄｃｐｏ. ＭｏｒｅｏｖｅｒꎬＧｕａｎ[２]ꎬＸｕ[３] ｉｎｓｐｅｃｔｅｄ ｔｈｅ ｐｒｏｐ￣
ｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｃａｒｔｅｓｉａｎ ｃｌｏｓｅｄ ｏｆ ｒｅｌｅｖａｎｔ ｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ ｏｆ ｌｏｃａｌ ｄｃｐｏｓ. Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒꎬｗｅ ｐｒｏｖｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｃｏｍ￣
ｐｌｅｔｉｏｎｓ ｏｆ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｌｏｃａｌ ｄｃｐｏｓ( ｒｅｓｐ.ꎬａｌｇｅｂｒａｉｃ ｌｏｃａｌ ｄｃｐｏｓ)ａｒｅ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｄｃｐｏｓ( ｒｅｓｐ.ꎬａｌｇｅｂｒａｉｃ ｄｃｐｏｓ) . Ｉｎ
ａｄｄｉｔｉｏｎꎬｗｅ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｃａｔｅｇｏｒｙ ｏｆ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｄｃｐｏｓ( ｒｅｓｐ.ꎬａｌｇｅｂｒａｉｃ ｄｃｐｏｓ) ａｎｄ Ｓｃｏｔｔ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｍａｐｓ ｉｓ ａ
ｆｕｌｌ ｒｅｆｌｅｃｔｉｖｅ ｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｔｅｇｏｒｙ ｏｆ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｌｏｃａｌ ｄｃｐｏｓ( ｒｅｓｐ.ꎬａｌｇｅｂｒａｉｃ ｌｏｃａｌ ｄｃｐｏｓ) ａｎｄ ｌｏｃａｌ Ｓｃｏｔｔ
ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｍａｐｓ. Ｔｈｅ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ａｎｄ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｌｏｃａｌ ｄｃｐｏ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅ ｔｈｅ ｒｅｌｅｖａｎｔ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ
ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｄｃｐｏ.

１　 Ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｉｅｓ
Ｗｅ ｒｅｃａｌｌ ｓｏｍｅ ｂａｓｉｃ ｎｏｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｂｏｕｔ ｌｏｃａｌ ｄｃｐｏｓ. Ｌｅｔ Ｐ ｂｅ ａ ｐｏｓｅｔ. Ａ ｓｕｂｓｅｔ Ｄ⊆Ｐ ｉｓ ｂｏｕｎｄｅｄ ｄｉ￣

ｒｅｃｔｅｄ ｉｆ Ｄ ｉｓ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ａｎｄ ｈａｓ ａｎ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｉｎ Ｐ. Ｐ ｉｓ ａ ｌｏｃａｌ ｄｃｐｏ( ｉｎ ｓｈｏｒｔꎬｌｄｃｐｏ) ｉｆ ↓ｐ＝{ｘ∈Ｐ:ｘ≤Ｐ} ｉｓ ａ
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ｄｃｐｏ ｆｏｒ ｅａｃｈ ｐ∈Ｐ.( Ｉｔ ｉｓ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｃｏｎｃｅｐｔ ｏｆ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｌｙ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｐｏｓｅｔｓꎬｓｅｅ Ｅｘａｍｐｌｅ １) . Ｔｈｅ ｎｏｔａ￣
ｔｉｏｎ ∨ｐＤ(∨↑

ｐ Ｄ)ｅｘｐｒｅｓｓｅｓ ａ ｌｅａｓｔ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｏｆ ｔｈｅ(ｄｉｒｅｃｔｅｄ)ｓｕｂｓｅｔ Ｄ⊆Ｐ ｉｎ ↓ｐ.
Ｌｅｔ Ｐ ｂｅ ａ ｌｄｃｐｏ ａｎｄ ｘꎬｙ∈Ｐ. ｘ ｉｓ ｌｏｃａｌ ｗａｙ ｂｅｌｏｗ ｙꎬｄｅｎｏｔｅｄ ｘ≪Ｌｙꎬｉｆ ｆｏｒ ａｎｙ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｕｂｓｅｔ Ｄ⊆Ｐ ａｎｄ

ａｎｙ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｐ ｏｆ Ｄꎬｉｆ ｙ≤∨↑
ｐ Ｄꎬｔｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ｓｏｍｅ ｄ∈ Ｄ ｗｉｔｈ ｘ≤ｄ. Ａｎ ｅｌｅｍｅｎｔ ｋ∈Ｐ ｉｓ ｌｏｃａｌ ｃｏｍｐａｃｔ

ｉｆ ｋ≪Ｌｋꎬａｎｄ ｌｅｔ ＫＬ(Ｐ)ｂｅ ｔｈｅ ｓｕｂｓｅｔ ｏｆ ｌｏｃａｌ ｃｏｍｐａｃｔ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｏｆ Ｐ. Ｆｏｒ ｅａｃｈ ｐ∈Ｐꎬｌｅｔ ⇓Ｌｐ＝{ｘ∈Ｐ:ｘ≪Ｌｐ}ꎬｉｆ
⇓Ｌｐ ｉｓ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ａｎｄ ｐ＝∨↑

ｐ ⇓Ｌｐꎬｔｈｅｎ Ｐ ｉｓ ａ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｌｏｃａｌ ｄｃｐｏ(ｏｒ ｂｒｉｅｆｌｙꎬｃｌｄｃｐｏ) . Ｐ ｉｓ ａｎ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｌｏｃａｌ
ｄｃｐｏ(ｏｒ ｂｒｉｅｆｌｙꎬａｌｄｃｐｏ) ｉｆ ⇓Ｌｐ∩ＫＬ(Ｐ) ｉｓ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ａｎｄ ∨↑

ｐ ⇓Ｌｐ∩ＫＬ(Ｐ)＝ ｐ. Ａｎ ｕｐｐｅｒ ｓｅｔ Ｕ ｏｆ Ｐ ｉｓ ｌｏｃａｌ Ｓｃｏｔｔ
ｏｐｅｎ ｉｆ ∨↑

ｐ Ｄ∈Ｕ ｉｍｐｌｉｅｓ Ｕ∩Ｄ≠⌀ ｆｏｒ ａｎｙ ｂｏｕｎｄｅｄ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｅｔ Ｄ⊆Ｐ ａｎｄ ａｎｙ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｐ ｏｆ Ｄ. Ｔｈｅ ｃｏｍ￣
ｐｌｅｍｅｎｔ ｏｆ ａ ｌｏｃａｌ Ｓｃｏｔｔ ｏｐｅｎ ｓｅｔ ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ａ ｌｏｃａｌ Ｓｃｏｔｔ ｃｌｏｓｅｄ ｓｅｔ. Ｔｈｅ ｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ａｌｌ Ｓｃｏｔｔ ｏｐｅｎ ｓｕｂｓｅｔｓ ｏｆ Ｐ ｉｓ
ｃａｌｌｅｄ ｔｈｅ ｌｏｃａｌ Ｓｃｏｔｔ ｔｏｐｏｌｏｇｙ ｏｆ Ｐ ａｎｄ ｉｓ ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ σＬ(Ｐ) . Ｔｈｅ ｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ａｌｌ Ｓｃｏｔｔ ｃｌｏｓｅｄ ｓｕｂｓｅｔｓ ｏｆ Ｐ ｉｓ ｄｅ￣
ｎｏｔｅｄ ｂｙ ΓＬ(Ｐ) . Ａ ｍａｐ ｆ:Ｐ→Ｑ ｂｅｔｗｅｅｎ ｌｄｃｐｏｓ ｉｓ ｌｏｃａｌ Ｓｃｏｔｔ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｉｆ ｆｏｒ ａｎｙ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｕｂｓｅｔ Ｄ⊆Ｐ ａｎｄ
ａｎｙ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｐ ｏｆ Ｄꎬｆ(∨↑

ｐ Ｄ)＝ ∨↑
ｐ ｆ(Ｄ)ｈｏｌｄｓ. Ｉｔ ｉｓ ｋｎｏｗｎ ｔｈａｔ ｆ ｉｓ ｌｏｃａｌ Ｓｃｏｔｔ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｌｄｃｐｏｓ Ｐ

ａｎｄ Ｑ ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ ｆ ｉｔ ｉｓ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｓｐａｃｅｓ(ＰꎬσＬ(Ｐ)) ｔｏ(ＱꎬσＬ(Ｑ)) . Ａ ｎｏｎ￣ｅｍｐｔｙ ｌｏｃａｌ Ｓｃｏｔｔ ｃｌｏｓｅｄ
ｓｅｔ Ａ ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ａ ｊｏｉｎ￣ｐｒｉｍｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｉｆ ｆｏｒ ａｎｙ ｔｗｏ ｌｏｃａｌ Ｓｃｏｔｔ ｃｌｏｓｅｄ ｓｅｔｓ ＢꎬＣꎬｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｔｈａｔ Ａ⊆Ｂ∪Ｃ ｉｍｐｌｉｅｓ
ｅｉｔｈｅｒ Ａ⊆Ｂ ｏｒ Ａ⊆Ｃ. Ｃｌｅａｒｌｙꎬｔｈｅ ｃｌｏｓｕｒｅ ｏｆ{ｘ} ｉｎ ｔｈｅ ｓｐａｃｅ(ＱꎬσＬ(Ｑ)) ｉｓ ａ ｊｏｉｎ￣ｐｒｉｍｅ ｌｏｃａｌ Ｓｃｏｔｔ ｃｌｏｓｅｄ ｓｅｔ.
Ｗｅ ｕｓｅ Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ) ｔｏ ｄｅｎｏｔｅ ｔｈｅ ｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ａｌｌ ｊｏｉｎ￣ｐｒｉｍｅｓ ｏｆ ΓＬ(Ｐ) .

Ｌｅｔ Ｐ ｂｅ ａ ｄｃｐｏ ａｎｄ ｘꎬｙ∈Ｐ. ＯｂｖｉｏｕｓｌｙꎬＰ ｉｓ ａｌｓｏ ａ ｃｄｃｐｏ. Ｉｔ ｉｓ ｅａｓｙ ｔｏ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｘ≪Ｌｙ ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ ｘ≪ｙ
ｉｎ Ｐ ａｎｄ σＬ(Ｐ)＝ σ(Ｐ)ꎬｗｈｅｒｅ ≪ ｉｓ ｔｈｅ ｕｓｕａｌ ｗａｙ ｂｅｌｏｗ ｒｅｌａｔｉｏｎꎬσＬ(Ｐ) ｉｓ ｔｈｅ ｕｓｕａｌ Ｓｃｏｔｔ ｔｏｐｏｌｏｇｙ ｉｎ Ｐ.

Ｅｘａｍｐｌｅ １　 Ｌｅｔ Ｐ＝[０ꎬ１]∪{２}ꎬｗｈｅｒｅ[０ꎬ１] ｉｓ ｔｈｅ ｕｓｕａｌ ｕｎｉｔ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｕｓｕａｌ ｏｒｄｅｒ ａｎｄ ｘ≤２ ｆｏｒ
ｅａｃｈ ｘ∈Ｐ. Ｔｈｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ １ꎬ２ ａｒｅ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｅｔ[０ꎬ１) ｉｎ Ｐꎬｂｕｔ ｔｈｅ ｓｅｔ [０ꎬ１)ｄｏｅｓ ｎｏｔ ｈａｖｅ ａ
ｌｅａｓｔ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｉｎ Ｐ. Ｔｈｅｎ Ｐ ｉｓ ｎｏｔ ａ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｌｙ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｐｏｓｅｔｓ. Ｈｏｗｅｖｅｒꎬ↓ｘ ｉｓ ａ ｄｃｐｏ ｆｏｒ ｅａｃｈ ｘ∈Ｐ.
Ｈｅｎｃｅ Ｐ ｉｓ ａ ｌｄｃｐｏ.

Ｌｅｍｍａ １[２] 　 Ｌｅｔ Ｐ ｂｅ ａ ｐｏｓｅｔ ａｎｄ Ｘ⊆Ｐ ｗｉｔｈ ａｎｙ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄｓ ａꎬｂ. Ｉｆ ａ≤ｂ ｏｒ ｂ≤ａꎬｔｈｅｎ ∨ａＸ＝∨ｂＸ( ｉｆ
∨ａＸꎬ∨ｂＸ ｅｘｉｓｔ) .

Ｌｅｍｍａ ２[２] 　 Ｌｅｔ Ｐ ｂｅ ａ ｌｄｃｐｏ. Ｆｏｒ ａｌｌ ｘꎬｙ∈Ｐꎬｉｆ ｘ≪Ｌｙꎬｔｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｚ∈Ｐ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｘ≪Ｌｚ≪Ｌｙ.
Ｌｅｍｍａ ３[２] 　 Ｌｅｔ Ｐ ｂｅ ａ ｌｄｃｐｏ. Ｆｏｒ ｅａｃｈ ｘ∈Ｐꎬ⇑Ｌｘ ｉｓ ａ ｌｏｃａｌ Ｓｃｏｔｔ ｏｐｅｎ ｓｅｔ ｉｎ Ｐ.
Ｌｅｍｍａ ４[２] 　 Ｌｅｔ Ｐ ｂｅ ａ ｌｄｃｐｏ ａｎｄ ｕꎬａꎬｂꎬｖ∈Ｐ. Ｉｆ ｕ≤ａ≪Ｌｂ≤ｖꎬｔｈｅｎ ｕ≪Ｌｖ.
Ｌｅｍｍａ ５[３] 　 Ｌｅｔ Ｘ ｂｅ ａ ｌｏｗｅｒ ｓｕｂｓｅｔ ｏｆ ａ ｌｄｃｐｏ Ｐ. Ｘ ｉｓ ｌｏｃａｌ Ｓｃｏｔｔ ｃｌｏｓｅｄ ｉｆ ｆｏｒ ａｎｙ ｂｏｕｎｄｅｄ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｕｂ￣

ｓｅｔ Ｄ⊆Ｘ ａｎｄ ａｎｙ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｐ ｏｆ Ｄꎬ∨↑
ｐ Ｄ∈Ｘ.

２　 Ｍａｉｎ Ｒｅｓｕｌｔｓ
Ｓｉｍｉｌａｒ ｔｏ ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ ｏｆ Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ＩＩ－１.１０[４]ꎬｗｅ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ １.
Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ １　 Ｌｅｔ Ｐ ｂｅ ａ ｃｌｄｃｐｏ. Ｔｈｅｎ ａｎ ｕｐｐｅｒ ｓｅｔ Ｕ ｉｓ ｌｏｃａｌ Ｓｃｏｔｔ ｏｐｅｎ ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ ｆｏｒ ｅａｃｈ ｘ∈Ｕ

ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ ｕ∈Ｕ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｕ≪Ｌｘ.

Ｌｅｍｍａ ６　 Ｌｅｔ Ｐ ｂｅ ａ ｃｌｄｃｐｏ. Ｉｆ Ｘ ｂｅ ａ ｌｏｗｅｒ ｓｅｔ ｉｎ Ｐꎬｔｈｅｎ ｔｈｅ ｓｅｔ 􀭵Ｘ＝{ｘ∈Ｐ:ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ ｂｏｕｎｄｅｄ ｄｉｒｅｃｔｅｄ
ｓｅｔ Ｄ⊆Ｘ ｗｉｔｈ ａｎ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｂ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｘ≤∨↑

ｂ Ｄ} ｉｓ ｔｈｅ ｃｌｏｓｕｒｅ ｏｆ Ｘ ｉｎ ｔｈｅ ｓｐａｃｅ(ＰꎬσＬ(Ｐ)) .
Ｐｒｏｏｆ　 Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙꎬ􀭵Ｘ ｉｓ ａ ｌｏｗｅｒ ｓｅｔ ｏｆ Ｐ ａｎｄ Ｘ⊆􀭵Ｘ. Ｌｅｔ Ｅ ｂｅ ａｎｙ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｕｂｓｅｔ ｏｆ 􀭵Ｘ ａｎｄ ｐ ａｎｙ ｕｐｐｅｒ

ｂｏｕｎｄ ｏｆ Ｅ. Ｐｕｔ ∨↑
ｐ Ｅ＝ ｅ. Ｔｏ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈａｔ 􀭵Ｘ ｉｓ ｌｏｃａｌ Ｓｃｏｔｔ ｃｌｏｓｅｄꎬｉｔ ｓｕｆｆｉｃｅｓ ｔｏ ｓｈｏｗ ｅ∈􀭵Ｘ ｂｙ Ｌｅｍｍａ ５. Ｓｉｎｃｅ Ｐ ｉｓ

ａ ｃｌｄｃｐｏꎬ⇓Ｌｅ ｉｓ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ａｎｄ ｅ＝∨↑
ｅ ⇓Ｌｅ. Ｆｏｒ ｅａｃｈ ｘ≪Ｌｅꎬｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｙ∈Ｐ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｘ≪Ｌｙ≪Ｌｅ ｂｙ Ｌｅｍｍａ ２.

Ｔｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｖ∈Ｅ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｘ≪Ｌｙ≪Ｌｖ. Ｈｅｎｃｅ ｖ∈Ｅ⊆􀭵Ｘꎬａｎｄ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｂｏｕｎｄｅｄ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｅｔ Ｄ⊆Ｘ
ｗｉｔｈ ａｎ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｂ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｖ≤∨↑

ｂ Ｄ ｂｙ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ 􀭵Ｘ. Ｓｏꎬｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ ｄ∈Ｄ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｘ≤ｄ. Ｔｈｕｓ ｘ∈

Ｘꎬｓｉｎｃｅ Ｘ ｉｓ ａ ｌｏｗｅｒ ｓｅｔ. Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬ⇓Ｌｅ⊆Ｘ ａｎｄ ｅ∈􀭵Ｘ ｂｙ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ 􀭵Ｘ.
Ｎｏｗ ｗｅ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ 􀭵Ｘ ｉｓ ｔｈｅ ｌｅａｓｔ ｌｏｃａｌ Ｓｃｏｔｔ ｃｌｏｓｅｄ ｓｅｔ ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ Ｘ. Ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈａｔ Ｂ ｉｓ ｌｏｃａｌ Ｓｃｏｔｔ ｃｌｏｓｅｄ ａｎｄ

—２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



Ｘｕ Ａｉｊｕｎꎬｅｔ ａｌ:Ｄｉｒｅｃｔｅｄ Ｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｌｏｃａｌ Ｄｃｐｏｓ

Ｘ⊆Ｂ. Ｆｏｒ ｅａｃｈ ｘ∈􀭵Ｘꎬｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔ ａ ｂｏｕｎｄｅｄ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｕｂｓｅｔ Ｄ⊆Ｘ ａｎｄ ａｎ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｂ ｏｆ Ｄ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｘ≤
∨↑
ｂ Ｄ. Ｔｈｅｎ ∨↑

ｂ Ｄ∈Ｂꎬｓｉｎｃｅ Ｂ ｉｓ ａ ｌｏｃａｌ Ｓｃｏｔｔ ｃｌｏｓｅｄ ｓｅｔ ａｎｄ Ｄ⊆Ｂ. Ｔｈｕｓ ｘ∈Ｂ ａｎｄ 􀭵Ｘ⊆Ｂ. Ｈｅｎｃｅ 􀭵Ｘ ｉｓ ｔｈｅ ｃｌｏ￣
ｓｕｒｅ ｏｆ Ｘ ｉｎ ｔｈｅ ｓｐａｃｅ(ＰꎬσＬ(Ｐ)) .

Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒꎬｆｏｒ ａ ｃｌｄｃｐｏ Ｐꎬｔｈｅ ｓｙｍｂｏｌ 􀭵Ｘ ｅｘｐｒｅｓｓｅｓ ｔｈｅ ｃｌｏｓｕｒｅ ｏｆ ｓｕｂｓｅｔ Ｘ⊆Ｐ ｉｎ ｔｈｅ ｓｐａｃｅ(ＰꎬσＬ(Ｐ)) .
Ｆｏｒ ｅａｃｈ ｍｅｍｂｅｒ ｐ ｏｆ ａ ｌｄｃｐｏ Ｐꎬ↓ｐ ｉｓ ｔｈｅ ｓｍａｌｌｅｓｔ ｌｏｗｅｒ ｓｅｔ ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ ｐ. Ｔｈｅｎ ｗｅ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｃｏｒｏｌｌａｒｙ
ｂｙ Ｌｅｍｍａ ６.

Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ １　 Ｌｅｔ Ｐ ｂｅ ａ ｃｌｄｃｐｏ. Ｔｈｅｎ ｆｏｒ ｅａｃｈ ｐ∈Ｐꎬ{ｐ} ＝↓ｐ ＝ {ｘ∈Ｐ:ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ ｂｏｕｎｄｅｄ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｅｔ
Ｄ⊆↓ｐ ｗｉｔｈ ａｎ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｂ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｘ≤∨↑

ｂ Ｄ} .
Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ２　 Ｌｅｔ Ｐ ｂｅ ａ ｃｌｄｃｐｏ. Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ) ｉｓ ｃｌｏｓｅｄ ｕｎｄｅｒ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｕｐｒｅｍａ ｉｎ ΓＬ(Ｐ) .
Ｐｒｏｏｆ　 Ｌｅｔ Ω ｂｅ ａ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｅｔ ｏｆ Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ) . Ｔｈｅｎ ｓｕｐ Ω ＝ ＵΩꎬｗｈｅｒｅ ｓｕｐ Ω ｉｓ ｔｈｅ ｓｕｐｒｅｍａ ｏｆ Ω ｉｎ

ΓＬ(Ｐ) . Ｎｅｘｔꎬｗｅ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｓｕｐ Ω∈Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ) . Ｌｅｔ Ｆ１ꎬＦ２ ｂｅ ｌｏｃａｌ Ｓｃｏｔｔ ｃｌｏｓｅｄ ｉｎ Ｐ ａｎｄ ｓｕｐ Ω⊆Ｆ１∪Ｆ２ . Ｗｅ
ｃｌａｉｍ ｔｈａｔ ∪Ω⊆Ｆ１ ｏｒ ∪Ω⊆Ｆ２ . Ｉｆ ｎｏｔꎬｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔ Ｄ１ꎬＤ２∈Ω ｓｕｃｈ ｔｈａｔ Ｄ１⊆Ｆ１ꎬＤ１⊄Ｆ２ ａｎｄ Ｄ２⊆Ｆ２ꎬＤ２⊄Ｆ１ .
Ｓｉｎｃｅ Ω ｉｓ ｄｉｒｅｃｔｅｄꎬｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ Ｄ３⊆Ω ｓｕｃｈ ｔｈａｔ Ｄ１⊆Ｄ３ꎬＤ２⊆Ｄ３ . Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎꎬＤ３⊆Ｆ１ ｏｒ Ｄ３⊆Ｆ２ꎬｓｉｎｃｅ Ｄ３∈
Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ)ａｎｄ Ｄ３⊆Ｆ１∪Ｆ２ . Ｔｈｅｎ Ｄ１⊆Ｆ２ ｏｒ Ｄ２⊆Ｆ１ . Ｗｅ ｇｅｔ ａ ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ. Ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ ｉｓ ｃｏｍｐｌｅｔｅｄ.

Ｌｅｍｍａ ７　 Ｌｅｔ Ｄ ｂｅ ａ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｕｂｓｅｔ ｏｆ ａ ｃｌｄｃｐｏ Ｐ. Ｔｈｅｎ 􀭺Ｄ＝ ｓｕｐ{{ｄ}:ｄ∈Ｄ} ∈Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ) . Ｍｏｒｅｏ￣

ｖｅｒꎬｉｆ Ｄ ｉｓ ａ ｂｏｕｎｄｅｄ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｕｂｓｅｔ ｏｆ Ｐ ａｎｄ ｂ ｉｓ ａｎｙ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｏｆ Ｄꎬｔｈｅｎ 􀭺Ｄ＝↓∨↑
ｂ Ｄ＝{∨↑

ｂ Ｄ} .

Ｐｒｏｏｆ　 Ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ Ｄ ｉｓ ａ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｅｔ ｏｆ Ｐ. Ｔｈｅｎ{{ｄ}:ｄ∈Ｄ} ｉｓ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｉｎ Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ) . Ｔｈｕｓ ｓｕｐ

{{ｄ}:ｄ∈Ｄ} ＝ ∪{{ｄ}:ｄ∈Ｄ} ∈Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ) ｂｙ Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ２. Ｆｏｒ ｅａｃｈ ｄ∈Ｄꎬｗｅ ｈａｖｅ {ｄ} ⊆􀭺Ｄ. Ｔｈｅｎ

∪{{ｄ}:ｄ∈ Ｄ} ⊆􀭺Ｄ. Ｈｅｎｃｅ ∪{{ｄ}:ｄ∈Ｄ} ⊆􀭺Ｄ. Ｏｎ ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ ｈａｎｄꎬ ｓｉｎｃｅ Ｄ⊆ { {ｄ}: ｄ∈ Ｄ}ꎬ􀭺Ｄ⊆

{{ｄ}:ｄ∈Ｄ} . Ｈｅｎｃｅ

􀭺Ｄ＝ｓｕｐ{{ｄ}:ｄ∈Ｄ} ＝∪{{ｄ}:ｄ∈Ｄ}∈Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ) .
Ｓｉｍｉｌａｒｌｙꎬｔｈｅ ｃａｓｅ ｔｈａｔ Ｄ ｉｓ ｂｏｕｎｄｅｄ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｂｙ Ｌｅｍｍａ ６ ａｎｄ Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ １.
Ｂｙ Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ２ꎬｉｆ Ｐ ｉｓ ａ ｃｌｄｃｐｏꎬｔｈｅｎ Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ) ｉｓ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｕｎｄｅｒ ｉｎｃｌｕｓｉｏｎ. Ｔｈｕｓ ｗｅ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ １.
Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ １　 Ｌｅｔ Ｐ ｂｅ ａ ｃｌｄｃｐｏ. Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ) ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ａ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎ ｏｆ Ｐ.
Ｅｘａｍｐｌｅ ２　 Ｌｅｔ Ｐ ｂｅ ｔｈｅ ｌｄｃｐｏ ｉｎ Ｅｘａｍｐｌｅ １. ＣｌｅａｒｌｙꎬＰ ｉｓ ａ ｃｌｄｃｐｏꎬａｎｄ Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ)≌[０ꎬ１]ꎻＬｅｔ ℤ ｂｅ

ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ ｉｎｔｅｇｅｒｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｕｓｕａｌ ｏｒｄｅｒ. Ｃｌｅａｒｌｙꎬℤ ｉｓ ａｎ ａｌｄｃｐｏꎬａｎｄ Ｓｐｅｃ ΓＬ(ℤ )≌ℤ ∪{＋∞ } .
Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２　 Ｌｅｔ Ｐ ｂｅ ａ ｃｌｄｃｐｏ. Ｆｏｒ ｅａｃｈ Ａ∈Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ)ꎬｐｕｔ Ａ∗ ＝ {ｂ∈Ａ: ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａｎ ａ∈Ａ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ

ｂ≪Ｌａ} .　
Ｉｎ Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２ꎬｉｔ ｉｓ ｃｌｅａｒ ｔｈａｔ Ａ∗⊆Ａ ｂｙ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ Ａ∗ .
Ｌｅｍｍａ ８　 Ｌｅｔ Ｐ ｂｅ ａ ｃｌｄｃｐｏ. Ｉｆ Ａ∈Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ)ꎬｔｈｅｎ

(１)Ａ∗ ｉｓ ａ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｌｏｗｅｒ ｓｅｔ ｉｎ Ｐꎻ(２)Ａ＝Ａ∗ ＝ｓｕｐ{{ｂ}:ｂ∈Ａ∗}ꎻ(３)Ｆｏｒ ａｌｌ ＢꎬＣ∈ΓＬ(Ｐ)ꎬＢ⊆Ｃ ｉｆ ａｎｄ

ｏｎｌｙ ｉｆ Ｂ∗⊆Ｃ∗ꎻ(４)(ｓｕｐ Ω)∗ ＝∪{Ｄ∗:Ｄ∈Ω} ｆｏｒ ｅａｃｈ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｕｂｓｅｔ Ω ｏｆ Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ)ꎻ(５)Ａ＝ {ａ} ｉｆ ａｎｄ
ｏｎｌｙ ｉｆ ａ ｉｓ ａｎ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｏｆ Ａ∗ ａｎｄ ∨↑

ａ Ａ∗ ＝ａ.
Ｐｒｏｏｆ　 (１)ＯｂｖｉｏｕｓｌｙꎬＡ∗ ｉｓ ａ ｌｏｗｅｒ ｓｅｔ. Ｎｅｘｔꎬｗｅ ｗｉｌｌ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ Ａ∗ ｉｓ ｄｉｒｅｃｔｅｄ. Ｌｅｔ ｂꎬｃ∈Ａ∗ . Ｗｅ ｃｌａｉｍ

ｔｈａｔ ⇑Ｌｂ∩⇑Ｌｃ∩Ａ≠⌀. ＯｔｈｅｒｗｉｓｅꎬＡ ＝ (Ａ－⇑Ｌｂ)(Ａ－⇑Ｌｃ) . Ｔｈｅｎ Ａ ＝ Ａ－⇑Ｌｂ ｏｒ Ａ ＝ Ａ－⇑Ｌｃ ｓｉｎｃｅ Ａ∈Ｓｐｅｃ
ΓＬ(Ｐ) . Ｓｉｎｃｅ ｂꎬｃ∈Ａ∗ꎬｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔ ａ１ꎬａ２∈Ａ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｂ≪Ｌａ１ꎬｃ≪Ｌａ２ . Ｔｈｕｓ ａ１∈Ａ－⇑Ｌｂ ｏｒ ａ２∈Ａ－⇑Ｌｃ. Ｗｅ
ｇｅｔ ａ ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ. Ｌｅｔ ａ∈⇑Ｌｂ∩⇑Ｌｃ∩Ａ. Ｔｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｄ∈⇑Ｌｂ∩⇑Ｌｃ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｄ≪Ｌａ ｂｙ Ｌｅｍｍａ ３ ａｎｄ
Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ １. Ｔｈｕｓ ｄ∈Ａ∗ ａｎｄ ｄ ｉｓ ａ ｃｏｍｍｏｎ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｆｏｒ ｂ ａｎｄ ｃ.

(２) Ｉｔ ｉｓ ｃｌｅａｒ ｔｈａｔ Ａ∗⊆Ａ. Ｆｏｒ ｅａｃｈ ａ∈Ａꎬｗｅ ｈａｖｅ ⇓Ｌａ⊆Ａ∗ ｂｙ Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２. Ｔｈｅｎ ａ ＝∨↑
ａ ⇓Ｌａ∈Ａ∗ ｂｙ
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Ｌｅｍｍａ ６ꎬａｎｄ Ａ⊆Ａ∗ . Ｈｅｎｃｅ Ａ＝Ａ∗ . ＴｈｅｒｅｆｏｒｅꎬＡ＝Ａ∗ ＝ｓｕｐ{{ｂ}:ｂ∈ Ａ∗}ｂｙ Ｌｅｍｍａ ７.
(３)Ｆｏｌｌｏｗｓ ｄｉｒｅｃｔｌｙ ｆｒｏｍ(２)ａｎｄ Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２.
(４)Ｌｅｔ Ω ｂｅ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｉｎ Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ) . Ｔｈｅｎ∪{Ｄ∗:Ｄ∈Ω} ｉｓ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｉｎ Ｐ ｂｙ(１) . Ｗｅ ｃｌａｉｍ ｔｈａｔ ｓｕｐ Ω＝

∪{Ｄ∗:Ｄ∈Ω} . Ｉｎ ｆａｃｔꎬ

∪{Ｄ∗:Ｄ∈Ω} ＝ｓｕｐ{{ｄ}:ｄ∈∪{Ｄ∗:Ｄ∈Ω}} 　 　 ｂｙ Ｌｅｍｍａ ７

＝ ｓｕｐ{{ｄ}:ｄ∈Ｄ∗ꎬＤ∈Ω} ＝ｓｕｐ{ｓｕｐ{{ｄ}:ｄ∈Ｄ∗}:Ｄ∈Ω}

＝ｓｕｐ{Ｄ∗:Ｄ∈Ω} ｂｙ Ｌｅｍｍａ ７
＝ ｓｕｐ{Ｄ:Ｄ∈Ω} ＝ｓｕｐ Ω ｂｙ(２)

Ｆｏｒ ｅａｃｈ ｄ∈(ｓｕｐ Ω)∗ꎬｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｄ∗∈ｓｕｐ Ω＝∪{Ｄ∗:Ｄ∈Ω} ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｄ≪Ｌｄ∗ .
Ｂｙ Ｌｅｍｍａ ６ꎬｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ ｂｏｕｎｄｅｄ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｅｔ Ｄ′⊆∪{Ｄ∗:Ｄ∈Ω}ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｄ∗≤∨↑

ｂ Ｄ′ꎬｗｈｅｒｅ ｂ ｉｓ ａｎ ｕｐ￣
ｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｏｆ Ｄ′. Ｔｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔ ｄ∗∗∈Ｄ′ꎬＤ∈Ω ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｄ≤ｄ∗∗ꎬａｎｄ ｄ∗∗∈ Ｄ∗ . Ｈｅｎｃｅꎬｄ∈Ｄ∗ꎬｓｉｎｃｅ Ｄ∗

ｉｓ ａ ｌｏｗｅｒ ｓｅｔ ｉｎ Ｐ. Ｔｈｕｓ(ｓｕｐ Ω)∗⊆∪{Ｄ∗:Ｄ∈Ω} . Ｏｎ ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ ｈａｎｄꎬｂｙ(３)ꎬＤ∗⊆(ｓｕｐ Ω)∗ ｆｏｒ ｅａｃｈ Ｄ∈
Ω. Ｔｈｅｎ ∪{Ｄ∗:Ｄ∈Ω}⊆(ｓｕｐ Ω)∗ . Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬ(ｓｕｐ Ω)∗ ＝∪{Ｄ∗:Ｄ∈Ω} .

(５)Ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ Ａ＝{ａ} . Ｔｈｅｎ ⇓Ｌａ⊆Ａ∗ ｂｙ Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２. Ｆｏｒ ｅａｃｈ ｘ∈Ａ∗ꎬｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｙ∈Ａ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ
ｘ≪Ｌｙ. Ｂｙ Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ １ꎬｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｂｏｕｎｄｅｄ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｕｂｓｅｔ Ｄ⊆↓ａ ｗｉｔｈ ａｎ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｂ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｙ≤∨↑

ｂ Ｄ.
Ｈｅｎｃｅ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｄ∈Ｄ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｘ≤ｄ≤ａ. Ｔｈｕｓ ａ ｉｓ ａｎ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｏｆ Ａ∗ . Ｍｏｒｅｏｖｅｒꎬａ＝∨↑

ａ ⇓Ｌａ≤∨↑
ａ Ａ∗

≤ａ. Ｓｏ ａ＝∨↑
ａ Ａ∗ . Ｃｏｎｖｅｒｓｅｌｙꎬｌｅｔ ａ ｂｅ ａｎ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｏｆ Ａ∗ａｎｄ ∨↑

ａ Ａ∗ ＝ａ. Ｓｏ Ａ＝Ａ∗ ＝ {∨↑
ａ Ａ∗} ＝ {ａ} ｂｙ

(２)ａｎｄ Ｌｅｍｍａ ７.
Ｓｉｍｉｌａｒ ｔｏ Ｌｅｍｍａ ８(１)ꎬ(２)ꎬｗｅ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｃｏｒｏｌｌａｒｙ.
Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ ２　 Ｌｅｔ Ｐ ｂｅ ａｎ ａｌｄｃｐｏ. Ｉｆ Ａ∈Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ)ꎬｔｈｅｎ

(１)Ａ∗∩Ｋ(Ｐ) ｉｓ ａ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｌｏｗｅｒ ｓｅｔ ｉｎ Ｐꎻ(２)Ａ＝Ａ∗ ＝ｓｕｐ{{ｂ}:ｂ∈Ａ∗∩Ｋ(Ｐ)} .
Ｌｅｍｍａ ９　 Ｌｅｔ Ｐ ｂｅ ａ ｃｌｄｃｐｏ.

(１) Ｉｆ ｘ≪Ｌｙ ｉｎ Ｐꎬｔｈｅｎ {ｘ}≪{ｙ} ｉｎ Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ)ꎻ(２)Ｄｅｆｉｎｅ ｃ:Ｐ→Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ)ｂｙ ｃ(ｐ)＝ {ｐ} ｆｏｒ ａｌｌ ｐ∈
Ｐ. Ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｍａｐ ｃ ｉｓ ｌｏｃａｌ Ｓｃｏｔｔ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ａｎｄ ｐｒｅｓｅｒｖｅｓ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ≪Ｌ .

Ｐｒｏｏｆ　 (１)Ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ ｘ≪Ｌｙ ｉｎ Ｐ. Ｌｅｔ Ω ｂｅ ａ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｅｔ ｉｎ Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ) ａｎｄ {ｙ}⊆ｓｕｐ Ω. Ｔｈｅｎ {ｙ}⊆

(ｓｕｐ Ω)∗ ＝∪{Ｄ∗:Ｄ∈Ω} ｂｙ Ｌｅｍｍａ ８(２)ꎬ(４) . Ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔ ｙ∈ ∪{Ｄ∗:Ｄ∈Ω} . Ｈｅｎｃｅꎬｂｙ Ｌｅｍｍａ ６ꎬ
ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ ｂｏｕｎｄｅｄ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｕｂｓｅｔ Ｅ⊆ ∪{Ｄ∗:Ｄ∈Ω} ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｙ≤∨↑

ｂ Ｅꎬｗｈｅｒｅ ｂ ｉｓ ａｎ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｏｆ Ｅ.

Ｔｈｕｓ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔ ｅ∈ＥꎬＤ∈Ω ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｘ≤ｅ ａｎｄ ｅ∈Ｄ∗ . Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ ｘ∈Ｄ∗ꎬａｎｄ {ｘ}⊆Ｄ∗ ＝Ｄ. Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙꎬ

{ｘ}≪{ｙ} .
(２)Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙꎬ ｔｈｅ ｍａｐ ｃ ｉｓ ｍｏｎｏｔｏｎｅ. Ｎｏｗꎬ ｉｔ ｓｕｆｆｉｃｅｓ ｔｏ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｍａｐ ｃ ｐｒｅｓｅｒｖｅｓ ｔｈｅ ｓｕｐｒｅｍａ ｏｆ

ｂｏｕｎｄｅｄ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｕｂｓｅｔ. Ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈａｔ Ｄ ｉｓ ａ ｂｏｕｎｄｅｄ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｅｔ ｉｎ Ｐ ａｎｄ ａ ＝ ∨↑
ｐ Ｄꎬｗｈｅｒｅ ｐ ｉｓ ａｎｙ ｕｐｐｅｒ

ｂｏｕｎｄ ｏｆ Ｄ. Ｔｈｅｎ ｃ(Ｄ) ｉｓ ａ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｕｂｓｅｔ ｏｆ Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ)ꎬａｎｄ ｃ(ｄ)⊆ｃ(ａ) ｆｏｒ ｅａｃｈ ｄ∈Ｄ. Ｔｈｕｓ ｓｕｐ ｃ(Ｄ)＝

ｓｕｐ{ｃ(ｄ):ｄ∈Ｄ}⊆ｃ(ａ) . ＭｏｒｅｏｖｅｒꎬＤ⊆ｓｕｐ ｃ(Ｄ)ꎬｓｉｎｃｅ ｄ∈ｃ(ｄ)⊆ｓｕｐ ｃ(Ｄ) ｆｏｒ ｅａｃｈ ｄ∈Ｄ. Ｔｈｅｎ 􀭺Ｄ⊆ｓｕｐ
ｃ(Ｄ)ꎬａｎｄ ｃ(ａ)＝ 􀭺Ｄ⊆ｓｕｐ ｃ(Ｄ)ｂｙ Ｌｅｍｍａ ７. Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬｃ(∨↑

ｐ Ｄ)＝ ｃ(ａ)＝ ｓｕｐ ｃ(Ｄ) . Ｆｉｎａｌｌｙꎬｔｈｅ ｍａｐ ｃ ｐｒｅ￣
ｓｅｒｖｅｓ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ≪Ｌ ｂｙ(１) .

Ｌｅｍｍａ １０　 Ｌｅｔ Ｐ ｂｅ ａ ｃｌｄｃｐｏ. Ｔｈｅｎ Ｘ≪Ｙ ｉｎ Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ) ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｘꎬｙ∈Ｙ ｗｉｔｈ ｘ≪Ｌｙ ｓｕｃｈ

ｔｈａｔ Ｘ⊆{ｘ}⊆{ｙ}⊆Ｙ.
Ｐｒｏｏｆ　 Ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｃｙ. Ｉｔ ｉｓ ｃｌｅａｒ ｂｙ Ｌｅｍｍａ ９(１)ａｎｄ Ｌｅｍｍａ ４.

Ｎｅｃｅｓｓｉｔｙ. Ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ Ｘ≪Ｙ ｉｎ Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ) . Ｓｉｎｃｅ Ｙ＝ｓｕｐ{{ｘ}:ｘ∈Ｙ∗}ｂｙ Ｌｅｍｍａ ８(２)ꎬｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａｎ

ｘ∈Ｙ∗ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ Ｘ⊆ {ｘ} . Ｍｏｒｅｏｖｅｒꎬｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ ｙ∈Ｙ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｘ≪Ｌｙ ｂｙ Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２. Ｈｅｎｃｅ Ｘ⊆{ｘ}⊆{ｙ}⊆Ｙ.
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Ｘｕ Ａｉｊｕｎꎬｅｔ ａｌ:Ｄｉｒｅｃｔｅｄ Ｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｌｏｃａｌ Ｄｃｐｏｓ

Ｌｅｍｍａ １１　 Ｌｅｔ Ｐ ｂｅ ａ ｃｌｄｃｐｏ. Ｔｈｅｎ ⇓Ｙ＝{{ｙ}:ｙ∈Ｙ∗} ｆｏｒ ｅａｃｈ Ｙ∈Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ) .

Ｐｒｏｏｆ　 Ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ Ｘ≪Ｙ ｉｎ Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ) . Ｔｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔ ｙ１ꎬｙ２∈Ｙ ｗｉｔｈ ｙ１≪Ｌｙ２ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ Ｘ⊆{ｙ１}⊆

{ｙ２}⊆Ｙ ｂｙ Ｌｅｍｍａ １０. Ｆｏｒ ｅａｃｈ ｘ∈Ｘ∗ꎬｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａｎ ｘ′∈Ｘ⊆{ｙ１} ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｘ≪Ｌｘ′ ｂｙ Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２. Ｔｈｅｎꎬ
ｂｙ Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ １ꎬｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ ｂｏｕｎｄｅｄ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｅｔ Ｄ⊆↓ｙ１ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｘ′≤∨↑

ｂ Ｄꎬｗｈｅｒｅ ｂ ｉｓ ａｎ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｏｆ Ｄ ｉｎ
Ｐ. Ｓｏꎬｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ ｄ∈Ｄ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｘ≤ｄ ａｎｄ ｘ≤ｙ１ . Ｔｈｕｓ ｙ１ ｉｓ ａｎ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｏｆ Ｘ∗ . Ｈｅｎｃｅ ∨↑

ｙ１Ｘ
∗∈Ｙ∗ꎬｓｉｎｃｅ

∨↑
ｙ１Ｘ

∗≤ｙ１≪Ｌｙ２∈Ｙ. Ｗｅ ｈａｖｅ {∨↑
ｙ１Ｘ

∗}≪{ｙ２}⊆Ｙ ｂｙ Ｌｅｍｍａ ４ ａｎｄ Ｌｅｍｍａ ９(１) . Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎꎬｂｙ Ｌｅｍｍａ ７

ａｎｄ Ｌｅｍｍａ ８(２)ꎬ{∨↑
ｙ１Ｘ

∗} ＝Ｘ∗ ＝Ｘ. Ｔｈｅｎ ⇓Ｙ⊆{{ｙ}:ｙ∈Ｙ∗} . Ｏｎ ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ ｈａｎｄꎬｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｆｒｏｍ Ｌｅｍｍａ

９(１) ｔｈａｔ{{ｙ}:ｙ∈Ｙ∗}⊆⇓Ｙ. Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬ⇓Ｙ＝{{ｙ}:ｙ∈Ｙ∗} .
Ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｔｈｅｏｒｅｍ ｗｅ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｃｌｄｃｐｏ( ｒｅｓｐ.ꎬａｎ ａｌｄｃｐｏ) ｉｓ ａ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ

( ｒｅｓｐ.ꎬａｌｇｅｂｒａｉｃ)ｄｃｐｏ.
Ｔｈｅｏｒｅｍ １　 Ｌｅｔ Ｐ ｂｅ ａ ｃｌｄｃｐｏ( ｒｅｓｐ.ꎬａｎ ａｌｄｃｐｏ) . Ｔｈｅｎ Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ) ｉｓ ａ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ( ｒｅｓｐ.ꎬａｎ ａｌｇｅｂｒａｉｃ)

ｄｃｐｏ.

Ｐｒｏｏｆ　 Ｆｏｒ ｅａｃｈ Ｙ∈Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ)ꎬｗｅ ｈａｖｅ ⇓Ｙ＝{{ｙ}:ｙ∈Ｙ∗} ｂｙ Ｌｅｍｍａ １１. Ｓｉｎｃｅ Ｙ∗ ｉｓ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｉｎ Ｐꎬ

{{ｙ}:ｙ∈Ｙ∗} ｉｓ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｉｎ Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ) . Ｍｏｒｅｏｖｅｒꎬｂｙ Ｌｅｍｍａ ８(２)ꎬＹ＝ ｓｕｐ{{ｙ}:ｙ∈Ｙ∗} ＝ｓｕｐ ⇓Ｙ. Ｔｈｅｒｅ￣
ｆｏｒｅꎬＳｐｅｃ ΓＬ(Ｐ) ｉｓ ａ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｄｃｐｏ.

ＳｉｍｉｌａｒｌｙꎬＳｐｅｃ ΓＬ(Ｐ) ｉｓ ａｎ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｄｃｐｏ ｉｆ Ｐ ｉｓ ａｎ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｌｏｃａｌ ｄｃｐｏ.
Ｔｈｅｏｒｅｍ ２　 Ｌｅｔ Ｐ ｂｅ ａ ｃｌｄｃｐｏ. Ｔｈｅｎ ｆｏｒ ａｎｙ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｄｃｐｏ Ｑ ａｎｄ ｌｃｏａｌ Ｓｃｏｔｔ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｍａｐ ｆ:Ｐ→Ｑꎬ

ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｕｎｉｑｕｅ Ｓｃｏｔｔ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｍａｐ ｇ:Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ)→Ｑ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｇ 􀳱ｃ＝ ｆ. Ｍｏｒｅｏｖｅｒꎬｉｆ ｆ ｐｒｅｓｅｒｖｅｓ ｔｈｅ ｒｅｌａ￣
ｔｉｏｎ≪Ｌꎬｔｈｅｎ ｇ ｐｒｅｓｅｒｖｅｓ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ≪.

Ｐｒｏｏｆ　 Ｄｅｆｉｎｅ ｇ:Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ)→Ｑ ｂｙ ｇ(Ｘ)＝ ｓｕｐ{ ｆ(ｘ):ｘ∈Ｘ∗} ｆｏｒ ｅｖｅｒｙ Ｘ∈ Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ) .

Ｃｌａｉｍ １　 ｙ≪Ｌｘ ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ ｙ∈{ｘ}∗ .

Ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｃｙ. Ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ ｙ∈{ｘ}∗ . Ｔｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｙ′∈{ｘ} ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｙ≪Ｌｙ′ｂｙ Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２. Ｈｅｎｃｅꎬｂｙ
Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ １ꎬｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｂｏｕｎｄｅｄ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｅｔ Ｄ⊆↓ｘ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｙ′≤∨↑

ｂ Ｄꎬｗｈｅｒｅ ｂ ｉｓ ａｎ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｏｆ Ｄ. Ｉｎ
ａｄｄｉｔｉｏｎꎬｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ ｚ∈Ｐ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｙ≪Ｌｚ ≪Ｌｙ′ ｂｙ Ｌｅｍｍａ ２. Ｓｏꎬｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｄ∈Ｄ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｚ≤ｄ. Ｔｈｕｓ ｙ≪

Ｌｚ≤ｄ≤ｘ. Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ ｙ≪Ｌｘ ｂｙ Ｌｅｍｍａ ４.

Ｎｅｃｅｓｓｉｔｙ. Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙꎬｙ∈{ｘ}∗ꎬｓｉｎｃｅ ｘ∈{ｘ} .
Ｃｌａｉｍ ２　 ｇ 􀳱ｃ＝ ｆ.
Ｆｏｒ ｅａｃｈ ｘ∈Ｐꎬｗｅ ｈａｖｅ

ｇ({ｘ})＝ ∨↑{ ｆ(ｙ):ｙ∈{ｘ}∗} 　 　 ｂｙ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ ｇ
＝∨↑{ ｆ(ｙ):ｙ≪Ｌｘ} ｂｙ Ｃｌａｉｍ １
＝ ｆ(∨↑

ｘ ⇓ｘ) ｂｙ ｆ ｂｅｉｎｇ ａ ｌｏｃａｌ Ｓｃｏｔｔ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｍａｐ
＝ ｆ(ｘ) ｂｙ Ｐ ｂｅｉｎｇ ａ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｌｏｃａｌ ｄｃｐｏ.

Ｈｅｎｃｅ ｇ 􀳱ｃ＝ ｆ.
Ｃｌａｉｍ ３　 Ｔｈｅ ｍａｐ ｇ ｐｒｅｓｅｒｖｅｓ ｓｕｐｒｅｍａ ｏｆ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｅｔｓ.
Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙꎬｇ ｉｓ ｏｒｄｅｒ ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ ｂｙ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ ｇ. Ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ Ω ｉｓ ａｎｙ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｅｔ ｏｆ Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ) .

Ｎｅｘｔꎬｉｔ ｓｕｆｆｉｃｅｓ ｔｏ ｓｈｏｗ ｇ(ｓｕｐ Ω)＝ ｓｕｐ{ｇ(Ｄ):Ｄ∈Ω} . Ｉｎ ｆａｃｔꎬ
ｇ(ｓｕｐ Ω)＝ ｓｕｐ{ ｆ(ｄ):ｄ∈(ｓｕｐ Ω)∗} 　 　 　 　 ｂｙ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ ｇ

＝ｓｕｐ{ ｆ(ｄ):ｄ∈∪{Ｄ∗:Ｄ∈Ω}} ｂｙ Ｌｅｍｍａ ８(４)
＝ ｓｕｐ{ ｆ(ｄ):ｄ∈Ｄ∗ꎬＤ∈Ω} ＝ｓｕｐ{ｓｕｐ{ ｆ(ｄ):ｄ∈Ｄ∗}:Ｄ∈Ω}
＝ｓｕｐ{ｇ(Ｄ):Ｄ∈Ω} ｂｙ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ ｇ.

Ｃｌａｉｍ ４　 Ｔｈｅ ｍａｐ ｇ ｐｒｅｓｅｒｖｅｓ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ≪ ｉｆ ｆ ｐｒｅｓｅｒｖｅｓ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ≪Ｌ .
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Ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ Ｘ≪Ｙ. Ｔｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔ ｙ１ꎬｙ２∈Ｙ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｙ１≪Ｌｙ２ ａｎｄ Ｘ⊆{ｙ１}⊆{ｙ２}⊆Ｙ ｂｙ Ｌｅｍｍａ １０.

Ｔｈｕｓ ｆ(ｙ１)≪ｆ(ｙ２)ꎬｓｉｎｃｅ ｆ ｐｒｅｓｅｒｖｅｓ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ≪Ｌ . Ｍｏｒｅｏｖｅｒꎬｇ(Ｘ)⊆ｇ({ｙ１})＝ ｇ 􀳱ｃ(ｙ１)＝ ｆ(ｙ１)≪ｆ(ｙ２)＝

ｇ 􀳱ｃ(ｙ２)＝ ｇ({ｙ２})⊆ｇ(Ｙ) . Ｈｅｎｃｅ ｇ(Ｘ)≪ｇ(Ｙ) .
Ｃｌａｉｍ ５　 ｈ＝ｇ ｉｆ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ Ｓｃｏｔｔ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｍａｐ ｈ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｈ 􀳱ｃ＝ ｆ. Ｆｏｒ ｅａｃｈ Ｘ∈Ｓｐｅｃ ΓＬ(Ｐ)ꎬ

ｈ(Ｘ)＝ ｈ(ｓｕｐ{{ｘ}:ｘ∈Ｘ∗}) 　 　 ｂｙ Ｌｅｍｍａ ８(２)

＝ ｓｕｐ{ｈ({ｘ}):ｘ∈Ｘ∗} ｂｙ ｈ ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ ｓｕｐｒｅｍａ ｏｆ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｅｔｓ
＝ ｓｕｐ{ ｆ(ｘ):ｘ∈Ｘ∗} ｂｙ ｈ 􀳱ｃ＝ ｆ
＝ｇ(Ｘ) ｂｙ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ ｇ.

Ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ ｉｓ ｆｉｎｉｓｈｅｄ.
Ｌｅｔ ＣＬＤｃｐｏ( ｒｅｓｐ.ꎬＡＬＤｃｐｏ)ｂｅ ｔｈｅ ｃａｔｅｇｏｒｙ ｏｆ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ( ｒｅｓｐ.ꎬａｌｇｅｂｒａｉｃ) ｌｏｃａｌ ｄｃｐｏｓ ａｎｄ ｌｏｃａｌ Ｓｃｏｔｔ ｃｏｎ￣

ｔｉｎｕｏｕｓ ｍａｐｓ ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ ≪ＬꎻＬｅｔ ＣＤｃｐｏ( ｒｅｓｐ.ꎬＡＤｃｐｏ)ｂｅ ｔｈｅ ｃａｔｅｇｏｒｙ ｏｆ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ( ｒｅｓｐ.ꎬａｌｇｅｂｒａｉｃ)ｄｃｐｏｓ ａｎｄ
Ｓｃｏｔｔ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｍａｐｓ ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ ≪.

Ｂｙ Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ３.３.６[５] ａｎｄ Ｔｈｅｏｒｅｍ ２ꎬｗｅ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｔｈｅｏｒｅｍ.
Ｔｈｅｏｒｅｍ ３　 ＣＤｃｐｏ( ｒｅｓｐ.ꎬＡＤｃｐｏ) ｉｓ ａ ｆｕｌｌ ｒｅｆｌｅｃｔｉｖｅ ｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙ ｏｆ ＣＬＤｃｐｏ( ｒｅｓｐ.ꎬＡＬＤｃｐｏ) .
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