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[摘要] 　 本文主要证明了欧氏平面上ꎬ面积不超过某给定正数的紧凸集全体ꎬ赋予 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 度量拓扑构成的超

空间ꎬ是一个 ＡＲꎻ还证明了[０ꎬ１]×[０ꎬ１]中ꎬＬｅｂｅｓｇｕｅ 测度不超过某正数 ｍ０(ｍ０<１)的紧凸集全体同胚于 Ｈｉｌｂｅｒｔ
方体 Ｑ＝[－１ꎬ１] ω .
[关键词] 　 超空间ꎬ紧凸集ꎬＬｅｂｅｓｇｕｅ 测度
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ｓｐａｃｅ ｏｆ ａｌｌ ｃｏｍｐａｃｔ ｃｏｎｖｅｘ ｓｅｔｓ ｗｈｉｃｈ Ｌｅｂｅｓｇｕｅ ｍｅａｓｕｒｅ ｎｏｔ ｅｘｃｅｅｄｉｎｇ ｍ０(ｍ０<１) ｉｎ[０ꎬ１]×[０ꎬ１]ꎬｉｓ ｈｏｍｅｏｍｏｒｐｈｉｃ
ｔｏ ｔｈｅ Ｈｉｌｂｅｒｔ ｃｕｂｅ Ｑ＝[－１ꎬ１] ω .
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:ｈｙｐｅｒｓｐａｃｅꎬｃｏｍｐａｃｔ ｃｏｎｖｅｘ ｓｅｔꎬＬｅｂｅｓｇｕｅ ｍｅａｓｕｒｅ

无限维拓扑学研究的热点问题之一是超空间理论. Ｃｕｒｔｉｓ￣Ｓｃｈｏｒｉ￣Ｗｅｓｔ 超空间定理[１－４]是超空间理论的

一个基本定理:紧度量空间 Ｘ中所有的紧集赋予 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 度量拓扑所构成的超空间同胚于 Ｈｉｌｂｅｒｔ 方体 Ｑ
＝[－１ꎬ１] ω 的充要条件是 Ｘ为非平凡的 Ｐｅａｎｏ 连续统(Ｐｅａｎｏ 连续统是指连通的局部连通的紧的可分可

度量空间) . 但经典的超空间理论的研究也涉及到底空间的线性结构问题. 例如ꎬＮａｄｌｅｒꎬＱｕｉｎｎ 以及

Ｓｔａｖｒｏｋａｓ 系统地研究了局部凸的可度量空间上的紧凸集的超空间ꎬ他们证明了以下主要结果:
定理 １[５] 　 设 Ｘ是局部凸的可度量空间. ｃｃ(Ｘ)表示 Ｘ 上紧凸集全体赋予 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 度量拓扑所构成

的超空间.
(１)如果 Ｘ紧且 ｄｉｍＸ≥２ꎬ则 ｃｃ(Ｘ)同胚于 Ｑ.
(２)设 Ｕ是 Ｒｎ 开凸集ꎬｎ≥２ꎬ则 ｃｃ(Ｕ)同胚于 Ｑ×[０ꎬ１) .
设(Ｘꎬｄ)是度量空间ꎬＥꎬＦ是 Ｘ中的非空有界闭集ꎬ它们之间的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 距离定义为

ｄＨ(ＥꎬＦ)＝ ｍａｘ ｓｕｐ
ａ∈Ｅ

ｉｎｆ
ｂ∈Ｆ
ｄ(ａꎬｂ)ꎬｓｕｐ

ｂ∈Ｆ
ｉｎｆ
ａ∈Ｅ
ｄ(ａꎬｂ){ } .

Ｍｏｎｔｅｊａｎｏ[６]得到上述结果(２)的一个推广ꎬ即设 Ｕ是 Ｒｎ(ｎ≥２)中的一个开集ꎬ则 ｃｃ(Ｕ)同胚于 Ｕ×Ｑ×
[０ꎬ１) . ＢｎａｋｈꎬＳａｋａｉ 以及杨忠强等学者还研究了 Ｂａｎａｃｈ 空间上有关闭凸集的各种超空间的拓扑结构ꎬ可
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参考文献[ ７ － １２] . 杨忠强还将超空间理论中的经典方法应用于函数空间ꎬ得到了许多深刻的结

果[１３－１９] . Ｂａｚｉｌｅｖｉｃｈ[２０]给出:ｎ方体 [－１ꎬ１] ｎ(ｎ≥２)中紧凸集全体和光滑严格凸的紧凸集全体所组成的超

空间的空间对同胚于 (Ｑꎬｓ)ꎬｓ＝(－１ꎬ１) ωꎻ在[２１]中ꎬＢａｚｉｌｅｖｉｃｈ 还证明了 Ｒｎ(ｎ≥２)中ꎬ定宽度的紧凸体全

体赋予 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 度量拓扑ꎬ同胚于一个可缩的 Ｑ－流形.
杨鎏[２２]研究欧氏平面上定面积紧凸体的超空间的拓扑结构ꎬ得到了下面的定理.
定理 ２　 设 ｖ０>０ꎬＭｖ０为平面上所有面积为 ｖ０ 的紧凸体所构成的集族赋予 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 度量拓扑ꎬ则 Ｍｖ０

是一个 Ｑ－流形.
本文讨论了和面积有关的紧凸集的超空间的拓扑结构ꎬ证明了面积不超过某给定正数的紧凸集全体

赋予 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 度量拓扑是一个 ＡＲꎻ讨论了和 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 测度有关的紧凸集的超空间拓扑结构ꎬ证明了:

Ｉ≤ｍ０
≈
Ｒ４ ｉｆ ｍ０ ＝ ０ꎬ
Ｑ ｉｆ ０<ｍ０≤１ꎬ{

式中ꎬｍ(Ａ)表示 Ａ的 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 测度ꎬＩ≤ｍ０
＝{Ａ∈ｃｃ( Ｉ２) ｜ｍ(Ａ)≤ｍ０}ꎬＩ＝[０ꎬ１] .

１　 相关定义及引理

定义 １　 设 Ｘ⊂Ｒ２ . 如果对 Ｘ中任意两点 ａꎬｂ及 ｔ∈[０ꎬ１]ꎬｔａ＋(１－ｔ)ｂ∈Ｘꎬ 则称 Ｘ是 Ｒ２ 中的凸集.
定义 ２[２３] 　 设(Ｘꎬｄ)是度量空间ꎬ若对任意度量空间 Ｙ使得 Ｘ是 Ｙ的闭子空间ꎬ存在连续映射 ｒ:Ｙ→

Ｘ使得 ｒ ｜Ｘ＝ ｉｄＸꎬ则称空间 Ｘ是一个 ＡＲ. 若存在 Ｘ在 Ｙ中的邻域 Ｕ及连续映射 ｒ:Ｕ→Ｘ 使得 ｒ ｜Ｕ＝ ｉｄＸꎬ则
称空间 Ｘ是一个 ＡＮＲ.

引理 １[２３] 　 设 Ｘ是一个可分的度量空间. 则下面的结论等价:
(１)Ｘ是 ＡＲ.
(２)Ｘ是可缩的 ＡＮＲ.
引理 ２[２２] 　 设 ε:Ｍｖ０→(０ꎬ＋∞ )是连续函数. 对任意的 ｔ∈[０ꎬ１)ꎬ定义 εｔ:Ｍｖ０→ξꎬεｔ(Ａ)＝ {(１－ｔ)ｘ ｜ ｘ∈

Ｏε(Ａ)(Ａ)}ꎬＡ∈Ｍｖ０ .
(１)ξｔ 是连续的映射.
(２)ξｔ(Ａ)是平滑的.
(３)存在 ｔＡ∈(０ꎬ１)ꎬ使得 ｖξｔＡ(Ａ)＝ ｖ０ .

(４)Ｔ:ξ→(０ꎬ１)ꎬＴ(Ａ)＝ ｔＡ 是一个连续函数.
命题 １　 Ｑ ＼{０}是 ＡＲ.
证明　 由定理 Ａ及[２２]命题 ３ 知 ｃｃ(Ｒ２)是一个 ＡＮＲ.又由[２２]命题 ３ 的证明过程知ꎬＱ ＼{０}是可缩

的ꎬ故再由引理 １ 知 Ｑ ＼{０}是 ＡＲ.

２　 主要结果

定理 ３　 设 ｖ０>０ꎬＭ≤ｍ０
＝{Ａ∈ｃｃ(Ｒ２):ｖＡ≤ｖ０}ꎬ则 Ｍ≤ｍ０

是一个 ＡＲ.

证明　 令 ｒ:ｃｃ(Ｒ２)→Ｍ≤ｍ０

ｒ(Ａ)＝
Ａ ｉｆ ｖＡ≤ｖ０ꎬ
(１－ｔＡ)Ａ ｉｆ ｖＡ>ｖ０ꎬ{

式中ꎬｔＡ 由引理 ２ 确定ꎬ显然 ｒ连续. 再由命题 １ 得证.
定理 ４　 令

Ｎ０ ＝{ Ａ∈ｃｃ(Ｒ２) ｜ ｖＡ ＝ ０}ꎬ　 Ｎ′０ ＝{ Ａ∈ｃｃ( Ｉ２) ｜ ｖＡ ＝ ０} .
则 Ｎ０≈Ｒ３×[０ꎬ＋∞ )ꎬＮ′０≈Ｒ４ .
证明　 显然ꎬ对于平面上的紧凸集 Ａ而言ꎬｖＡ ＝ ０ 当且仅当 Ａ为连接平面上两个点 Ｐ＝(ｘꎬｙ)ꎬＱ＝(ｘ＋ｓꎬ

ｙ＋ｔ)的线段(含退化为一个点的线段)ꎬ显然ꎬ我们可以假定 ｔ≥０.进一步ꎬｈ(Ａ)＝ (ｘꎬｙꎬｓꎬｔ)建立了从 Ｎ０ 到

Ｒ３×[０ꎬ＋∞ )的同胚. 因此ꎬ第一个结论成立. 同理ꎬ可以证明第二个结论也成立.
下面讨论和 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 测度有关的紧凸集的超空间问题. 对欧氏空间中的任意紧集 Ａꎬ记 ｍ(Ａ)表示 Ａ
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的 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 测度ꎬｄｉｍ(Ａ)表示覆盖的维数. 首先给出零维空间的定义.
设(Ｘꎬｄ)是度量空间ꎬ若对任意的 ｘ∈Ｘ及 Ｘ的邻域 Ｕꎬ存在 Ｘ 中既开又闭的子集 Ａꎬ使得 ｘ∈Ａ⊆Ｕꎬ

则称 Ｘ是零维度量空间.
Ｖａｎ Ｍｉｌｌ 证明了下面的结论.
定理 ５[２３] 　 {Ａ∈Ｃｏｍｐ( Ｉ) ｜ ｄｉｍＡ＝ ０}同胚于 ｓꎬ其中 ｓ＝(－１ꎬ１) ω .
我们知道ꎬ对于非空局部紧的仿紧空间中的一个子空间 ＡꎬＡ的覆盖维数为零当且仅当 Ａ 是完全不连

通的(可参考[２４]定理 ６.２.１０) . 而单位区间中的任意零测紧集 Ａ 显然是完全不连通的ꎬ否则必存在 ０≤ａ
≤ｂ≤１ 使得[ａꎬｂ]包含于 Ａ的某个连通分支里ꎬ则 ｍ(Ａ)≥ｂ－ａꎬ与假设矛盾. 反之不真ꎬ即存在单位区间

上的一个零维的非零测的紧集. 下面我们给出一个这样的例子.
它的构造过程与 Ｃａｎｔｏｒ 集的方法类似ꎬ只是我们挖掉的区间长度不是常比例的.
第一次挖掉整个单位区间的中间 １ / ３１ꎬ第二次挖掉剩余两个区间各自的中间 １ / ３２ꎬ 第三次挖掉剩余

４ 个区间各自的中间 １ / ３３ꎬ依此递归我们可以定义单位区间上的开区间{Ｓｎ}如下:

Ｓ１ ＝
１
３
ꎬ ２
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬＳ２ ＝Ｓ１∪ ０＋３

２－１
２

１
３２􀅰

１
３
－０æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ０＋

３２－１
２

＋１æ

è
ç

ö

ø
÷

１
３２􀅰

１
３
－０æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ }∪

２
３
＋３

２－１
２

１
３２􀅰 １－ ２

３
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ

２
３
＋ ３２－１

２
＋１æ

è
ç

ö

ø
÷

１
３２􀅰 １－ ２

３
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ } ꎬ

Ｓ３ ＝Ｓ１∪Ｓ２∪ ０＋３
３－１
２

１
３３􀅰

４
８１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ０＋ ３３－１

２
＋１æ

è
ç

ö

ø
÷

１
３３􀅰

４
８１

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ∪

１５
８１

＋３
３－１
２

１
３３􀅰

４
８１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ１５

８１
＋ ３３－１

２
＋１æ

è
ç

ö

ø
÷

１
３３􀅰

４
８１

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ∪

５４
８１

＋３
３－１
２

× １
３３􀅰
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ç
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ø
÷ ꎬ５４
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２
＋１æ

è
ç
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ø
÷

１
３３􀅰

４
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æ
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ç
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ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ∪

６９
８１

＋３
３－１
２

１
３３􀅰

４
８１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ６９

８１
＋ ３３－１

２
＋１æ

è
ç

ö

ø
÷

１
３３􀅰

４
８１

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ

Ｓｎꎬｎ≥４ 可以依照这种方法递归进行下去. 则相应的测度值 ｍ(Ｓｎ)如下

ｍ(Ｓ１)＝
１
３
ꎬ

ｍ(Ｓ２)＝ ｍ(Ｓ１)＋
１
３２ [１－ｍ(Ｓ１)]ꎬ

ｍ(Ｓ３)＝ ｍ(Ｓ２)＋
１
３３ [１－ｍ(Ｓ２)]ꎬ

　 　 　 　 　 ⋮

ｍ(Ｓｎ)＝ ｍ(Ｓｎ－１)＋
１
３ｎ

[１－ｍ(Ｓｎ－１)] .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

定义 Ｃ０ ＝ Ｉ ＼( ∪
∞

ｉ ＝ １
Ｓｉ) . 由于{ｍ(Ｓｎ)}单调递增且 ｍ(Ｓｎ)≤１ꎬ故 ｌｉｍ

ｎ→∞
ｍ(Ｓｎ)存在.

令 εｎ ＝ １－ｍ(Ｓｎ) . 则

１－εｎ ＝ １－εｎ－１＋
１
３ｎ

[１－(１－εｎ－１)] ＝ １－εｎ－１＋
１
３ｎ
εｎ－１ꎬ

故 εｎ ＝εｎ－１－
１
３ｎ
εｎ－１ꎬ即

εｎ
εｎ－１

＝ １－ １
３ｎ
.因此

εｎ ＝ε１
ε２
ε１

􀆺
εｎ
εｎ－１

＝ １－ １
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ １－ １

３２
æ

è
ç

ö

ø
÷ 􀆺 １－ １

３ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

由于数列{εｎ}单调递减且有下界ꎬ故 ｌｉｍ
ｎ→∞
εｎ 存在. 给上式两边同时作用对数函数ꎬ则

ｌｎεｎ ＝ ｌｎ １－ １
３１

æ

è
ç

ö

ø
÷ １－ １

３２
æ

è
ç

ö

ø
÷ 􀆺 １－ １

３ｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｌｎ １－ １

３ｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

由于 ∑
∞

ｎ ＝ １
ｌｎ １－ １

３ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 收敛等价于 ∑

∞

ｎ ＝ １

１
３ｎ

收敛.故可令 ∑
∞

ｎ ＝ １
ｌｎ １－ １

３ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝α.则 ｌｉｍ

ｎ→∞
εｎ ＝ｅα>０.

则 ｍ(Ｃ０)＝ ｅα≠０.由 Ｃ０ 的构造法ꎬ显然 Ｃ０ 不包含任何退化的区间ꎬ即 Ｃ０ 是完全不连通的.故 ｄｉｍＣ０ ＝０.
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杨　 鎏ꎬ等:与 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 测度有关的紧凸集的超空间的拓扑结构

定理 ６　 设 ０≤ｍ０≤１ꎬＩ≤ｍ０
＝{Ａ∈ｃｃ( Ｉ２) ｜ｍ(Ａ)≤ｍ０}ꎬ则

Ｉ≤ｍ０
≈
Ｒ４ ｉｆ ｍ０ ＝ ０ꎬ
Ｑ ｉｆ ０<ｍ０≤１.{

证明　 由定理 ４ 和本章的定理 １ 得证.
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