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ＫｄＶ 方程的高阶保能量算法

蒋朝龙ꎬ孙建强ꎬ何逊峰ꎬ闫静叶

(海南大学信息科学技术学院ꎬ海南 海口 ５７０２２８)

[摘要] 　 ＫｄＶ 方程被转化为无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统ꎬ在空间方向上用拟谱算法离散得到了 ＫｄＶ 方程的有限维

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统. 利用四阶平均向量场(ＡＶＦ)方法离散 ＫｄＶ 方程的有限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统ꎬ构造了 ＫｄＶ 方程的高阶

保能量格式. 利用构造的高阶保能量格式数值模拟孤立波的演化行为. 数值结果表明ꎬ高阶保能量格式可以精

确保持方程的离散能量守恒.
[关键词] 　 ＡＶＦ 方法ꎬＫｄＶ 方程ꎬ保能量算法
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ｅｑｕａｔｉｏｎ ｅｘａｃｔｌｙ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:ＡＶＦ ｍｅｔｈｏｄꎬＫｄＶ ｅｑｕａｔｉｏｎꎬｅｎｅｒｇｙ￣ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ

具有能量守恒的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统是动力系统的一个重要体系ꎬ一切耗散的和耗散忽略不计的物理过程

都可以表示为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统. 上个世纪 ８０ 年代ꎬ我国著名计算数学家冯康院士及其研究小组提出

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统辛几何算法[１] . 在辛几何算法的基础上ꎬ国内外学者发展了 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的多辛几何算

法[２－３] . . 然而ꎬ向后误差分析表明对于非线性 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统ꎬ辛和多辛算法只能近似保持系统能量守

恒[４] . 因此ꎬ构造保持 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统能量守恒的数值法对正确模拟具有能量守恒的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统具有重

要的意义.
最近ꎬＱｕｉｓｐｅｌ 和 ＭｃＬａｒｅｎ 给出了如下的保能量平均向量场方法(ＡＶＦ) [５]

ｚｎ＋１－ｚｎ

 
＝ ∫１

０
ｆ((１－ξ)ｚｎ＋ξｚｎ＋１)ｄξꎬ　 ｚ∈Ｒ２ｍꎬ (１)

式中ꎬｆ(ｚ)＝ Ｓ∇Ｈ(ｚ)ꎬＳ 是反对称常数矩阵ꎬＨ:Ｒ２ｍ→Ｒ 是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 能量函数.
平均向量场方法(１)也被称为平均离散梯度方法[６]ꎬ可以精确保持 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统能量守恒ꎬ在时间方

向具有二阶精度ꎬ是一类 Ｂ 级数方法[７] . 基于修正向量场方法的思想ꎬＱｕｉｓｐｅｌ 和 ＭｃＬａｒｅｎ 提出了在时间方

向上具有四阶精度的高阶平均向量场方法(ＡＶＦ) [５]

ｚｎ＋１－ｚｎ

 
＝Ｓ ∫１

０
∇Ｈ((１－ξ)ｚｎ＋ξｚｎ＋１)ｄξ－ 

２

１２
ＳＨ^ＳＨ^Ｓ ∫１

０
∇Ｈ((１－ξ)ｚｎ＋ξｚｎ＋１)ｄξꎬ (２)
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式中ꎬＨ^ｉꎬｊ ＝
∂２Ｈ
∂ｚｉ∂ｚ ｊ

ｚｎ＋ｚｎ＋１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

Ｃｅｌｌｅｄｏｎｉ 等人[７]首次将二阶平均向量场方法应用在具有能量守恒的偏微分方程的求解中ꎻ龚等人[８]

利用平均向量场方法(１)构造了多辛 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的局部保能量和保动量格式. 下面我们将利用四阶平

均向量场方法(２)求解 ＫｄＶ 方程. ＫｄＶ 方程广泛存在于非谐晶体ꎬ泡沫液混合物ꎬ磁流体动力学ꎬ离子声

波中. 考虑一般的 ＫｄＶ 方程

ｕｔ＋ｃｕｕｘ＋δ２ｕｘｘｘ ＝ ０ꎬ　 ｔ>０ꎬｘ∈Ωꎬ (３)
初始条件为

ｕ(ｘꎬ０)＝ ｕ０(ｘ)ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ (４)
和周期边界条件

ｕ(ｘ＋Ｌꎬｔ)＝ ｕ(ｘꎬｔ)ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ (５)
式中ꎬΩ＝[ａꎬｂ]ꎬＬ＝ ｂ－ａꎬｃ和 δ是实数.

ＫｄＶ 方程具有如下的守恒特性

动量守恒

Ｍ( ｔ)＝ － １
２ ∫

ｂ

ａ
ｕ２ｄｘ＝Ｍ(０)ꎬ (６)

能量守恒

Ｅ( ｔ)＝ ∫ｂ
ａ

δ２

２
ｕ２ｘ－
ｃ
６
ｕ３æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ＝Ｅ(０) . (７)

ＫｄＶ 方程的数值算法一直是研究的热点ꎬ特别是构造 ＫｄＶ 方程的保结构算法的研究. 赵等人[９]最早

构造了 ＫｄＶ 方程的多辛 Ｐｒｅｉｓｓｍａｎ 格式ꎻ王等人[１０－１１]研究了数值实现 ＫｄＶ 方程的多辛 Ｐｒｅｉｓｓｍａｎ 格式和

它的等价格式并给出了 ＫｄＶ 方程的一类显示多辛格式ꎻ宋等人[１２] 研究了 ＫｄＶ 方程的多辛拟谱格式ꎻ
Ａｓｃｈｅｒ 等人[１３]系统地给出 ＫｄＶ 方程的多辛 ｂｏｘ 格式. 吕等人[１４] 给出一类显示多辛拟谱格式ꎻＫａｒａｓöｚｅｎ
等人[１５]利用二阶平均向量场ꎬ构造了 ＫｄＶ 方程的保能量格式. 本文将利用四阶平均向量场方法构造 ＫｄＶ
方程的高阶保能量格式.

１　 ＫｄＶ 方程的高阶保能量格式

方程(３)可以被转化为如下的无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统

ｄｕ
ｄｔ

＝∂ｘ
δＨ(ｕ)
δｕ

ꎬ (８)

式中ꎬ∂ｘ 是一阶偏导算子ꎬ相应的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数为

Ｈ(ｕ)＝ ∫ δ
２

２
(ｕｘ) ２－ｃｕ

３

６
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ. (９)

将 Ω分为 Ｎ等分ꎬｈ＝Ｌ / Ｎ为空间步长ꎬＮ是一个正偶数. ｘ ｊ ＝ａ＋ｈｊꎬｊ＝ ０ꎬꎬＮ－１ 为空间配置点. 定义

ＳＮ ＝{ｇ ｊ(ｘ)ꎻｊ＝ ０ꎬ１ꎬꎬＮ－１}ꎬ (１０)
为插值空间ꎬ其中 ｇ ｊ(ｘ)是满足 ｇ ｊ(ｘｉ)＝ δｉｊ 的正交三角多项式ꎬ并且 ｇ ｊ(ｘ)可以被显式地表示为

ｇ ｊ(ｘ)＝
１
Ｎ ∑

Ｎ/ ２

ｌ ＝ －Ｎ / ２

１
ｃｌ
ｅｉ ｌμ(ｘ－ｘ ｊ)ꎬ (１１)

式中ꎬｃｌ ＝ １( ｜ ｌ ｜≠Ｎ / ２)ꎬｃ－Ｎ/ ２ ＝ ｃＮ/ ２ ＝ ２ꎬμ＝ ２π
Ｌ
.

对函数 ｕ(ｘꎬｔ)∈Ｃ０(Ω)ꎬ定义插值算 ＩＮ 为

ＩＮｕ(ｘꎬｔ)＝ ∑
Ｎ－１

ｌ ＝ ０
ｕｌｇｌ(ｘ)ꎬ (１２)

插值算子 ＩＮ 在配置点 ｘ ｊ满足

ＩＮｕ(ｘ ｊꎬｔ)＝ ∑
Ｎ－１

ｌ ＝ ０
ｕｌｇｌ(ｘ ｊ)＝ ｕ(ｘ ｊꎬｔ)ꎬ　 ｊ＝ ０ꎬꎬＮ－１. (１３)
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令 Ｕ＝(ｕ０ꎬｕ１ꎬꎬｕＮ－１) Ｔꎬ定义(Ｄｋ ) ｉꎬｊ ＝
ｄｋｇ ｊ(ｘｉ)

ｄｘｋ
ꎬ称 Ｄｋ 为 ｋ 阶谱微分矩阵. 通过计算ꎬ可以得到

∂
∂ｘ
ＩＮｕ(ｘꎬｔ)和

∂２

∂ｘ２
ＩＮｕ(ｘꎬｔ)在配置点 ｘ ｊ 的值为

∂
∂ｘ
ＩＮｕ(ｘꎬｔ) ｜ ｘ＝ｘ ｊ ＝ ∑

Ｎ－１

ｌ ＝ ０
ｕｌ

ｄｇｌ(ｘ ｊ)
ｄｘ

＝(Ｄ１Ｕ) ｊꎬ　 　 　 (１４)

∂２

∂ｘ２
ＩＮｕ(ｘꎬｔ) ｜ ｘ＝ｘ ｊ ＝ ∑

Ｎ－１

ｌ ＝ ０
ｕｌ

ｄ２ｇｌ(ｘ ｊ)
ｄｘ２

＝(Ｄ２Ｕ) ｊꎬ (１５)

式中ꎬＤ１和 Ｄ２ 分别是如下的一阶和二阶谱微分矩阵

(Ｄ１) ｉꎬｊ ＝
１
２
μ(－１) ｉ＋ｊｃｏｔ μ

ｘｉ－ｘ ｊ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｉ≠ｊ

０ ｉ＝ ｊꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

ꎬ

(Ｄ２) ｉꎬｊ ＝

１
２
μ２(－１) ｉ＋ｊ＋１ １

ｓｉｎ２ μ
ｘｉ－ｘ ｊ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｉ≠ｊꎬ

－μ２ Ｎ
２＋２
１２

ｉ＝ ｊ.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

令 ｕｎｊ 是 ｕ(ｘꎬｔ)在网格点(ｘ ｊꎬｔｎ)处的近似. 在空间方向利用拟谱算法离散无限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统(８)ꎬ
得到 ＫｄＶ 方程的半离散拟谱格式

ｄｕ ｊ
ｄｔ

＝ －δ２(ＡＵ) ｊ－
ｃ
２ ∑

Ｎ－１

ｌ ＝ ０
ｄ ｊꎬｌｕ２ｌ ꎬ　 ｊ＝ ０ꎬ１ꎬꎬＮ－１ꎬ (１６)

式中ꎬＡ＝Ｄ１Ｄ２ꎬｄｉꎬｊ是矩阵 Ｄ１ 第 ｉ行第 ｊ列元素.
方程(１６)可以表示为如下的有限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统

ｄＵ
ｄｔ

＝ ｆ(Ｕ)＝ Ｄ１∇Ｈ(Ｕ)ꎬ (１７)

相应的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数为

Ｈ(Ｕ)＝ －δ
２

２
ＵＴＤ２Ｕ－ ｃ

６ ∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ０
(ｕ ｊ) ３ . (１８)

注意到有限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统(１７)中 Ｄ１ 具有反对称性ꎬ所以 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统(１７)具有能量守恒特

性. 利用四阶平均向量场方法(２)在时间方向上离散 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统(１７)可以得到 ＫｄＶ 方程的高阶保能量

格式

Ｕｎ＋１－Ｕｎ

 
＝Ｄ１ ∫１

０
∇Ｈ((１－ξ)Ｕｎ＋ξＵｎ＋１)ｄξ－ １

１２ 
２Ｊ２Ｄ１ ∫１

０
∇Ｈ((１－ξ)Ｕｎ＋ξＵｎ＋１)ｄξꎬ (１９)

式中ꎬＪ＝Ｄ１Ｈ^＝ －δ２Ａ－ ｃ
２
ＢꎬＨ^ｉꎬｊ ＝

∂２Ｈ
∂ｕｉ∂ｕ ｊ

Ｕｎ＋１＋Ｕｎ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬＢ＝Ｄ１ＤꎬＤ 是如下的对角矩阵

Ｄ＝

ｕｎ＋１０ ＋ｕｎ０ ０  ０

０ ｕｎ＋１１ ＋ｕｎ１  ０
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
０ ０  ｕｎ＋１Ｎ－１＋ｕｎＮ－１

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

.

方程(１９)等价于

ｕｎ＋１ｊ －ｕｎｊ
 

＝ ∫１
０
－ δ ２(Ａ((１ － ξ)Ｕｎ ＋ ξＵｎ＋１)) ｊ －

ｃ
２ ∑
Ｎ－１

ｌ ＝ ０
ｄ ｊꎬｌ((１ － ξ)ｕｎｌ ＋ ξｕｎ

＋１
ｌ ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄξ＋

 ２

１２ ∑
Ｎ－１

ｌ ＝ ０
δ２ａ ｊꎬｌ＋

ｃ
２
ｂ ｊꎬｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑
Ｎ－１

ｐ ＝ ０
δ２ａｌꎬｐ＋

ｃ
２
ｂｌꎬｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ × ∫１

０
δ ２∑
Ｎ－１

ｓ ＝ ０
ａｐꎬｓ((１ － ξ)ｕｎｓ ＋ ξｕｎ

＋１
ｓ )( ＋
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ｃ
２ ∑
Ｎ－１

ｓ ＝ ０
ｄｐꎬｓ((１ － ξ)ｕｎｓ ＋ ξｕｎ

＋１
ｓ ) ２ ö

ø
÷ ｄξꎬ (２０)

式中ꎬａｉｊ和 ｂｉｊ分别是矩阵 Ａ 和 Ｂ 的第 ｉ行第 ｊ列元素.
消去中间变量 ξꎬ方程(２０)等价于

ｕｎ＋１ｊ －ｕｎｊ
 

＝ －δ２ Ａ Ｕｎ＋Ｕｎ＋１
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２　 数值试验

为了验证 ＫｄＶ 方程的高阶保能量格式(２１)的有效性ꎬ我们利用高阶保能量格式数值模拟 ＫｄＶ 方程

单孤立波和多孤立波的演化行为和演化时能量和动量误差变化情况. 定义离散能量和动量误差分别为

ＲＥｎ ＝ ｜Ｈ(Ｕｎ)－Ｈ(Ｕ０) ｜ ꎬ　 ＲＭｎ ＝ ｜Ｍ(Ｕｎ)－Ｍ(Ｕ０) ｜ ꎬ (２２)
离散能量和动量函数分别为

Ｈ(Ｕｎ)＝ ｈ － δ
２

２
(Ｕｎ) ＴＤ２Ｕｎ －

ｃ
６ ∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ０
(ｕｎｊ ) ３é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ　 Ｍ(Ｕｎ)＝ － ｈ

２ ∑
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(ｕｎｊ ) ２ꎬ

式中ꎬＨ(Ｕ０)ꎬＭ(Ｕ０)分别是初始能量和动量ꎬＲＥｎ 和 ＲＭｎ 分别是 ｔ＝ｎ 时刻的能量和动量误差.
２.１　 单孤立波

当 ｃ＝ ６ꎬδ＝ １ 时ꎬＫｄＶ 方程具有单孤立波解. 取初始条件

ｕ(ｘꎬ０)＝ ｓｅｃｈ２(ｘ / ２ )ꎬ (２３)
和周期边界条件. 取空间步长 ｈ＝ ４０ / １２０ 和时间步长 ＝ ０.００１ꎬ利用构造的高阶保能量格式数值模拟 ＫｄＶ
方程单孤立波的演化. 图 １ 表示 ＫｄＶ 方程在 ｔ∈[０ꎬ２０]内的数值解. 从图 １ 中可以看出孤立波以一定的

速度向前传播ꎬ在传播过程中孤立波的振幅和波形可以被很好地保持. 图 ２ 是孤立波演化过程中的能量

和动量误差图. 在图 ２ 中我们可以观察到构造的高阶保能量格式可以精确保持方程离散能量守恒ꎬ并且

动量守恒特性可以被很好地保持.

图 １　 孤立波在 ｔ∈[０ꎬ２０]内的数值解

Ｆｉｇ １　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｉｔａｒｙ ａｔ ｔ∈[０ꎬ２０]
图 ２　 孤立波 ｔ∈[０ꎬ２０]内的能量和动量误差的变化

Ｆｉｇ ２　 Ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ａｎｄ ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ
ｔｈｅ ｓｏｌｉｔａｒｙ ａｔ ｔ∈[０ꎬ２０]

２.２　 多孤立波碰撞

取参数 ｃ＝ １ꎬδ＝ ０.０２２. 考虑初始条件

ｕ(ｘꎬ０)＝ ｃｏｓ(πｘ)ꎬ (２４)
和周期边界条件. 令空间步长 ｈ＝ ２ / ８２ 和时间步长 ＝ ０.００２. 利用高阶保能量格式(２１)数值模拟 ＫｄＶ 方

程的多孤立波的演化行为. 图 ３ 表示多孤立波在 ｔ＝ ０ꎬｔ＝ １ꎬｔ＝ ５ 时刻的数值解. 从图 ３ 中可以看出孤立波

的振幅和波形被保持得很好. 图 ４ 表示孤立波在 ｔ∈[０ꎬ４０]内演化时能量和动量误差变化情况. 从图 ４ 中

可以看到构造的高阶保能量格式在多孤立波演化过程中精确保持方程离散能量特性ꎬ并且能近似保持动

量守恒特性.
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图 ３　 孤立波在 ｔ＝０ꎬｔ＝１ꎬｔ＝５ 时刻的数值解

Ｆｉｇ ３　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｉｔａｒｙ
ａｔ ｔ＝０ꎬｔ＝１ꎬｔ＝５

图 ４　 孤立波在 ｔ∈[０ꎬ４０]内的能量和动量误差的变化

Ｆｉｇ ４　 Ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ａｎｄ ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｉｔａｒｙ
ａｔ ｔ∈[０ꎬ４０]

３　 结论

本文基于四阶 ＡＶＦ 方法和拟谱方法ꎬ构造了 ＫｄＶ 方程的高阶保能量格式. 利用构造的新格式数值模

拟孤立波的演化并分析孤立波演化中能量误差和动量误差的变化. 数值结果表明ꎬ构造的高阶保能量格

式是有效的ꎬ可以精确地保持 ＫｄＶ 方程的离散能量守恒.
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