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双分数布朗运动驱动的降低权利金权证定价

赵　 巍

(淮海工学院商学院ꎬ江苏 连云港 ２２２００５)

[摘要] 　 双分数布朗运动能满足分形特征ꎬ同时在一定条件下能够满足半鞅ꎬ已替代分数布朗运动成为数理金融

研究中更为合适的工具. 在双分数布朗运动假定下ꎬ基于拟鞅定价思路给出了双分数 Ｂｌａｃｋ￣Ｓｃｈｏｌｅｓ 定价模型的解

析解ꎻ随后ꎬ着重讨论了双分数布朗运动环境下的降低权利金权证定价问题ꎬ使分数布朗运动和标准布朗运动驱动

的定价模型都成为其特例. 本文研究方法对求解各类扩展的布朗运动族驱动的定价模型都具有借鉴价值.
[关键词] 　 双分数布朗运动ꎬ拟鞅ꎬ双分数 Ｂｌａｃｋ￣Ｓｃｈｏｌｅｓ 模型ꎬ降低权利金
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金融衍生资产定价作为现代金融理论的核心内容ꎬ传统上对其研究是基于股价服从几何布朗运动假

定. Ｂｌａｃｋ 和 Ｓｃｈｏｌｅｓ(１９７３)根据这一思想ꎬ得出了著名的 Ｂｌａｃｋ￣Ｓｃｈｏｌｅｓ 公式[１] . 然而大量实证研究结果通

过长期相关性检验ꎬ否定了金融资产价格随机游走的完美假设[２] . Ｍａｎｄｅｌｂｒｏ(１９６８) [３]提出的分数布朗运

动成为描述金融资产长期相关特征的有效工具ꎬ但分数布朗运动不是半鞅ꎬ无法用随机积分进行分析ꎬ且
导致市场不完备[４－６] . Ｈｕ 和⌀ｋｓｅｎｄａｌ(２００３) [７] 通过定义分数伊藤积分ꎬ构建了无套利且完备的分数

Ｂｌａｃｋ￣Ｓｃｈｏｌｅｓ 市场. 但在该积分定义下的自融资策略不符合经济学理论ꎬ影响了模型的使用效果ꎬ双分数

布朗运动是对分数布朗运动的扩展和修正ꎬ既能够刻画金融资产分形特征ꎬ且在一定限制条件下满足半

鞅ꎬ且经济含义明确ꎬ可以用随机分析理论求解期权定价模型[８] . 随后ꎬ董莹莹ꎬ薛红[９－１０]基于保险精算方

法ꎬ研究双分数布朗运动环境下的重置期权定价公式.
虽然 Ｈｕ 和⌀ｋｓｅｎｄａｌ(２００３)定义的积分经济意义欠缺ꎬ但其对于采用随机积分方法求解期权定价的

思想值得推广. 本文将这一思路用于双分数布朗移动驱动的期权定价研究ꎬ在构建完备双分数金融市场

前提下ꎬ基于双分数布朗运动统计特性和鞅定价方法ꎬ研究了降低权利金定价问题ꎬ并对双分数期权价格

和传统期权价格以及单分数期权价格进行了比较.

—１２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



南京师大学报(自然科学版) 第 ４０ 卷第 ４ 期(２０１７ 年)

１　 预备知识

定义 １　 称高斯过程{ＢＨｔ ꎬｔ≥０}ꎬ０<Ｈ<１ꎬ为分数布朗运动ꎬ若其满足[１１]:
(１)Ｅ(ＢＨｔ )＝ ０ꎻ

(２)Ｅ(ＢＨｔ ＢＨｓ )＝
１
２
{ ｜ ｔ ｜ ２Ｈ＋ ｜ ｓ ｜ ２Ｈ－ ｜ ｔ－ｓ ｜ ２Ｈ} .

式中ꎬＨ为赫斯特指数ꎬ且 Ｈ＝ １ / ２ 时恰为标准布朗运动 Ｂ( ｔ) . 分数布朗运动 ＢＨｔ ~Ｎ(０ꎬｔ２Ｈ)ꎬ满足分形自相

似性ꎬ即对任意常数 ｃ>０ꎬＢＨｃｔ和 ｃＨＢＨｔ 具有相同的幂率分布.
定义 ２　 称高斯过程{ＢＨꎬＫｔ ꎬｔ≥０}ꎬ０<Ｈ<１ꎬ０<Ｋ≤１ 为双分数布朗运动ꎬ若其满足[１２－１３]:
(１)Ｅ(ＢＨꎬＫｔ )＝ ０ꎻ

(２)Ｅ(ＢＨꎬＫｔ ＢＨꎬＫｓ )＝ １
２Ｋ

{( ｔ２Ｈ＋ｓ２Ｈ) Ｋ－ ｜ ｔ－ｓ ｜ ２ＨＫ} .

当 Ｋ＝ １ꎬＢＨꎬＫｔ 退化为分数布朗运动.
随机过程 Ｘ ｔ 称为分数 Ｉｔô 过程ꎬ如果其满足:

ｄＸ ｔ ＝μｘꎬｔｄｔ＋σｘꎬｔｄＢＨｔ ꎬ
式中ꎬμｘꎬｔ为 Ｘ ｔ 的时变均值ꎬσｘꎬｔ为 Ｘ ｔ 的时变方差.

引理 １[９] 　 考虑分数差分方程

ｄＸ ｔ ＝μＸ ｔ＋σＸ ｔｄＢＨｔ ꎬ
则有

Ｘ ｔ ＝Ｘ０ｅｘｐ(σＢＨｔ ＋μｔ－１ / ２σ２ ｔ２Ｈ)ꎬ
式中ꎬμꎬσ为常数.

引理 ２[９] 　 考虑分数差分方程

ｄＸ ｔ ＝μＸ ｔ＋σＸ ｔｄＢＨꎬＫｔ ꎬ
则有

Ｘ ｔ ＝Ｘ０ｅｘｐ(σＢＨꎬＫｔ ＋μｔ－１ / ２σ２ ｔ２ＨＫ)ꎬ
式中ꎬμꎬσ为常数ꎬＢＨꎬＫｔ 为双分数布朗运动.

引理 ３[１３] 　 任意有界的可测未定权益 ＦＴ 在任意时刻 ｔ时的价格为

Ｆ ｔ ＝ｅ－(Ｔ－ｔ) 􀭹ＥＰｔ [ＦＴ]ꎬ
式中ꎬ􀭹ＥＰｔ [􀅰]为概率测度 Ｐ下的拟条件数学期望.

考虑另一风险中性测度 Ｒꎬ若

ＢＨꎬＲｔ ＝ＢＨꎬＱｔ ＋θｔ２Ｈ ＝ＢＨꎬＱｔ ＋ ∫ｔ
０
２Ｈθ ２Ｈ－１ｄ ꎬ　 ０≤ｔ≤Ｔꎬ

式中ꎬＢＨꎬＱｔ 、ＢＨꎬＲｔ 分别为风险中性测度 Ｑ、Ｒ下的分数布朗运动.
引理 ４[１３] 　 若函数 ｆ满足 􀭹Ｅ ｔ[ ｆ(ＢＨＴ )]<∞ . 则对任意 ｔ≤Ｔꎬ有下面的对等关系:

􀭹ＥＲｔ [ ｆ(ＢＨＴ )] ＝ １
Ｚ ｔ

􀭹ＥＱｔ [ ｆ(ＢＨＴ )ＺＴ]ꎬ

式中ꎬＺ ｔ ＝ｅｘｐ θＢＨｔ －
θ２

２
ｔ２Ｈæ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ􀭹ＥＱｔ [􀅰]、􀭹ＥＲｔ [􀅰]分别为风险中性测度 Ｑ和 Ｒ下的拟条件数学期望.

２　 双分数 Ｂｌａｃｋ￣Ｓｃｈｏｌｅｓ 期权定价模型

考虑股价 Ｓｔ 满足双分数布朗运动:
ｄＳｔ ＝μＳｔｄｔ＋σＳｔｄＢＨꎬＫｔ .

若 Ｂｌａｃｋ￣Ｓｃｈｏｌｅｓ 模型其余条件不变ꎬ则此时市场为双分数 Ｂｌａｃｋ￣Ｓｃｈｏｌｅｓ 市场. 假定存在两种资产:一
种是无风险资产债券ꎬ满足:

—２２—
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ｄＭｔ ＝ ｒＭｔｄｔꎬ
式中ꎬｒ为债券利率ꎻ一种是股权型风险资产ꎬ满足双分数布朗运动ꎬ有

ｄＳｔ ＝ ｒＳｔ＋σＳｔｄＢＨꎬＫｔ .
由引理 ２ꎬ有

Ｓｔ ＝Ｓ０ｅｘｐ( ｒｔ－
１
２
σ２ ｔ２ＨＫ＋σＢＨꎬＫｔ ) .

定理 １　 标的资产 Ｓꎬ到期日为 Ｔꎬ执行价为 Ｍ的欧式看涨期权 ｔ时刻的价格为

Ｃ ｔ ＝ＳｔＮ(ｄ１)－Ｍｅ
－ｒ(Ｔ－ｔ)Ｎ(ｄ２)ꎬ

式中ꎬ

ｄ１ ＝
ｌｎ(Ｓｔ / Ｍ)＋ｒ(Ｔ－ｔ)＋

σ２

２
(Ｔ２ＨＫ－ｔ２ＨＫ)

σ Ｔ２ＨＫ－ｔ２ＨＫ
ꎬ

ｄ２ ＝
ｌｎ(Ｓｔ / Ｍ)＋ｒ(Ｔ－ｔ)－

σ２

２
(Ｔ２ＨＫ－ｔ２ＨＫ)

σ Ｔ２ＨＫ－ｔ２ＨＫ
.

证明　 根据引理 ２
Ｃ( ｔꎬＳ( ｔ))＝ 􀭹ＥＱｔ [ｅ

－ｒ(Ｔ－ｔ)ｍａｘ((ＳＴ－Ｍ)ꎬ０)] ＝ｅ－ｒ(Ｔ－ｔ) 􀭹ＥＱｔ [ＳＴＩ{ＳＴ>Ｍ}]－Ｍｅ
－ｒ(Ｔ－ｔ) 􀭹ＥＱｔ [ Ｉ{ＳＴ>Ｍ}]ꎬ

显然ꎬ􀭹ＥＱｔ [ Ｉ{ＳＴ>Ｍ}] ＝ＰＱｔ ( ｌｎＳＴ>ｌｎＭ)ꎬ而

ｌｎＳＴ ＝ ｌｎＳｔ＋ｒ(Ｔ－ｔ)－
１
２
σ２(Ｔ２ＨＫ－ｔ２ＨＫ)＋σ(ＢＨꎬＱＴ －ＢＨꎬＱｔ )>ｌｎＭꎬ

由 ＢＨꎬＫＴ ~Ｎ(０ꎬＴ２ＨＫ)ꎬＢＨꎬＫｔ ~Ｎ(０ꎬｔ２ＨＫ)ꎬ可得

(ＢＨꎬＫＴ －ＢＨꎬＫｔ )>
ｌｎ(Ｍ / Ｓｔ)－ｒ(Ｔ－ｔ)＋

σ２

２
(Ｔ２ＨＫ－ｔ２ＨＫ)

σ
ꎬ

也即

－
ＢＨꎬＫＴ －ＢＨꎬＫｔ
Ｔ２ＨＫ－ｔ２ＨＫ

≤
ｌｎ(Ｓｔ / Ｍ)＋ｒ(Ｔ－ｔ)－

σ２

２
(Ｔ２ＨＫ－ｔ２ＨＫ)

σ Ｔ２ＨＫ－ｔ２ＨＫ
.

所以
􀭹ＥＱｔ [ Ｉ{ＳＴ>Ｋ}] ＝ＰＱｔ ( ｌｎＳＴ>ｌｎＭ)＝ Ｎ(ｄ２) .

另一方面ꎬ考虑 ＢＨＫꎬＲｔ ＝ＢＨＫꎬＱｔ －σｔ２ＨＫꎬ定义 Ｚ ｔ ＝ｅｘｐ(σＢＨＫｔ －σ
２

２
ｔ２ＨＫ)ꎬ由引理 ４

􀭹ＥＱｔ [ＳｔＩ{ＳＴ>Ｍ}] ＝ｅｒＴ􀭹ＥＱｔ [ＺＴＩ{ＳＴ>Ｍ}] ＝Ｚ ｔｅｒＴ􀭹ＥＲｔ [ Ｉ{ＳＴ>Ｍ}]ꎬ
而

ｌｎＳＴ ＝ ｌｎＳ＋ｒＴ－ １
２
σ２Ｔ２ＨＫ＋σＢＨＫꎬＱＴ ＝ ｌｎＳ＋ｒＴ＋ １

２
σ２Ｔ２Ｈ＋σＢＨＫꎬＲＴ ꎬ

􀭹ＥＲｔ [ Ｉ{ＳＴ>Ｍ}] ＝ＰＲｔ ( ｌｎＳＴ>ｌｎＭ)＝ ＰＲｔ －
ΔＢＨＫꎬＲＴ

Ｔ２ＨＫ－ｔ２ＨＫ
≤

ｌｎ(Ｓｔ / Ｍ)＋ｒ(Ｔ－ｔ)＋
σ２

２
(Ｔ２ＨＫ－ｔ２ＨＫ)

σ Ｔ２ＨＫ－ｔ２ＨＫ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ

即
􀭹ＥＱｔ [ＳＴＩ{ＳＴ>Ｍ}] ＝Ｓｔｅ

－ｒｔｅｒＴＮ(ｄ１)＝ Ｓｔｅｒ(Ｔ
－ｔ)Ｎ(ｄ１) .

所以ꎬ双分数布朗运动驱动的欧式看涨期权定价模型为

Ｃ ｔ ＝ＳｔＮ(ｄ１)－Ｍｅ
－ｒ(Ｔ－ｔ)Ｎ(ｄ２)ꎬ

定理得证.
—３２—
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３　 降低权利金的权证定价模型

降低权利金权证因其定价模型的简单和避险操作的简易也受到发行券商的推崇. 此类权证在双分数

布朗运动背景之下ꎬ研究降低权利金期权定价可以得到更为接近市场现实的定价模型ꎬ从而给投资者提供

理论参考. 降低权利金权证主要包括:上限型买权和抵付型买权两种类型.
３.１　 上限型买权

上限型买权的到期日现金流量 ＣＴ 满足:

ＣＴ ＝
０ꎬ ＳＴ≤Ｍ１

ＳＴ－Ｍ１ꎬ Ｍ１<ＳＴ<Ｍ２

Ｍ２－Ｍ１ꎬ ＳＴ≥Ｍ２

ì

î

í

ï
ï

ïï

当到期资产价格 ＳＴ 小于执行价格 Ｍ１ 或介于 Ｍ１ 及 Ｍ２ 之间ꎬ该期权价格等同一般买权价格ꎻ但若 ＳＴ
大于执行价格 Ｍ２ꎬ要受上限(Ｍ２－Ｍ１)的限制ꎬ因此权利金得以降低.

根据引理 ２ 的结果ꎬ有
Ｃ ｔ ＝ｅ－ｒ(Ｔ－ｔ) 􀭹ＥＱｔ [(ＳＴ－Ｍ１) Ｉ{Ｍ１<ＳＴ<Ｍ２}]＋ｅ

－ｒ(Ｔ－ｔ) 􀭹ＥＱｔ [(Ｍ２－Ｍ１) Ｉ{ＳＴ≥Ｍ２}]ꎬ
而

􀭹ＥＱｔ [ＳＴＩ{Ｍ１<ＳＴ<Ｍ２}] ＝Ｓ０ｅｒＴ􀭹ＥＱｔ [ＺＴＩ{Ｍ１<ＳＴ<Ｍ２}] ＝Ｓ０ｅｒＴＺ ｔ􀭹ＥＲｔ [ Ｉ{Ｍ１<ＳＴ<Ｍ２}] ＝ｅｒ(Ｔ－ｔ)ＳｔＰＲｔ ｌｎＭ１<ｌｎＳｔ＋ｒ(Ｔ－ｔ)＋
　
　

é

ë
ê
ê

１
２
σ２(Ｔ２Ｈ－ｔ２Ｈ)＋σ(ＢＨＫꎬＲＴ －ＢＨＫꎬＲｔ )<ｌｎＭ２

ù

û
úú ＝ｅｒ(Ｔ－ｔ)Ｓｔ[Ｎ(ｄ∗１ )－Ｎ(ｄ∗∗

１ )]ꎬ

式中ꎬ

ｄ∗１ ＝
ｌｎ(Ｓｔ / Ｍ１)＋ｒ(Ｔ－ｔ)＋

σ２

２
(Ｔ２ＨＫ－ｔ２ＨＫ)

σ Ｔ２ＨＫ－ｔ２ＨＫ
ꎬ　

ｄ∗∗
１ ＝

ｌｎ(Ｓｔ / Ｍ２)＋ｒ(Ｔ－ｔ)＋
σ２

２
(Ｔ２ＨＫ－ｔ２ＨＫ)

σ Ｔ２ＨＫ－ｔ２ＨＫ
ꎬ

同样
􀭹ＥＱｔ [ Ｉ{Ｍ１<ＳＴ<Ｍ２}] ＝ＰＱｔ (Ｍ１<ＳＴ<Ｍ２)＝ Ｎ(ｄ∗２ )－Ｎ(ｄ∗∗

２ ) .

式中ꎬｄ∗２ ＝ｄ∗１ －σ Ｔ２ＨＫ－ｔ２ＨＫ ꎬｄ∗∗
２ ＝ｄ∗∗

１ －σ Ｔ２ＨＫ－ｔ２ＨＫ .
另一方面ꎬ由定理 １ 可知

􀭹ＥＱｔ [(Ｍ２－Ｍ１) Ｉ{ＳＴ≥Ｍ２}] ＝(Ｍ２－Ｍ１)􀭹ＥＱｔ [ Ｉ{ＳＴ≥Ｍ２}] ＝(Ｍ２－Ｍ１)Ｎ(ｄ∗∗
２ )ꎬ

因此ꎬ上限型买权的定价公式为

Ｃ ｔ ＝ｅ－ｒ(Ｔ－ｔ){Ｓｔｅｒ(Ｔ
－ｔ)[Ｎ(ｄ∗１ )－Ｎ(ｄ∗∗

１ )]－Ｍ１[Ｎ(ｄ∗２ )－Ｎ(ｄ∗∗
２ )}＋ｅ－ｒ(Ｔ－ｔ){(Ｍ２－Ｍ１)Ｎ(ｄ∗∗

２ )] ＝
Ｓｔ[Ｎ(ｄ∗１ )－Ｎ(ｄ∗∗

１ )]＋ｅ－ｒ(Ｔ－ｔ)[Ｍ２Ｎ(ｄ∗∗
２ )－Ｍ１Ｎ(ｄ∗２ )] .

３.２　 抵付型买权

抵付型买权到期日的现金流 ＤＣＴ 为:

ＤＣＴ ＝
０ꎬ Ｓｔ<Ｍ
０ꎬ Ｍ≤Ｓｔ≤Ｌ
Ｓｔ－Ｍꎬ Ｌ<Ｓｔ

ì

î

í

ï
ï

ïï

当到期资产价格 Ｓｔ 小于执行价格Ｍꎬ该期权价格等同一般买权价格. 但当介于Ｍ及 Ｌ之间ꎬ此权证不

支付任何现金. 这是因为在初始获利阶段ꎬ该权证不支付任何现金ꎬ只有 Ｓｔ 高于 Ｌꎬ才支付现金ꎬ此时权利

金得以降低. 据此ꎬ抵付型买权的到期价值ꎬ应当是 ＢＳ模型价格减去最初支付部分的权利金ꎬ即
ＤＣ ｔ ＝ＳｔＮ(ｄ１)－Ｍｅ

－ｒ(Ｔ－ｔ)Ｎ(ｄ２)－ｅ
－ｒ(Ｔ－ｔ) 􀭹ＥＱ[(ＳＴ－Ｍ) Ｉ{Ｍ≤ＳＴ≥Ｌ}]ꎬ

—４２—
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式中ꎬｄ１ꎬｄ２ 为定理 １ 给出.
而

􀭹ＥＱｔ [(ＳＴ－Ｍ) Ｉ{Ｋ≤ＳＴ≤Ｌ}] ＝􀭹ＥＱｔ [ＳＴＩ{Ｍ≤ＳＴ≤Ｌ}]－Ｍ􀭹ＥＱｔ [ Ｉ{Ｍ≤ＳＴ≤Ｌ}] ＝Ｓｔｅｒ(Ｔ
－ｔ)[Ｎ(ｄ１)－Ｎ(ｄＬ１)]－Ｍ[Ｎ(ｄ２)－Ｎ(ｄＬ２)]ꎬ

式中ꎬ

ｄＬ１ ＝
ｌｎ(Ｓｔ / Ｌ)＋ｒ(Ｔ－ｔ)＋

σ２

２
(Ｔ２ＨＫ－ｔ２ＨＫ)

σ Ｔ２ＨＫ－ｔ２ＨＫ
ꎬ

ｄＬ２ ＝ｄＬ１－σ Ｔ２ＨＫ－ｔ２ＨＫ ꎬ
故

ＤＣ ｔ ＝ＳｔＮ(ｄ１)－Ｍｅ
－ｒ(Ｔ－ｔ)Ｎ(ｄ２)－Ｓｔ[Ｎ(ｄ１)－Ｎ(ｄＬ１)]＋Ｍｅ

－ｒ(Ｔ－ｔ)[Ｎ(ｄ２)－Ｎ(ｄＬ２)] ＝ＳｔＮ(ｄＬ１)－Ｍｅ
－ｒ(Ｔ－ｔ)Ｎ(ｄＬ２) .

４　 结论

双分数布朗运动在积分意义上和经济意义上具有显著优势ꎬ成为描述资产价格的合适工具. 以此为

基础ꎬ本文结合双分数布朗运动的统计特性和传统鞅定价思路ꎬ得到了双分数 Ｂｌａｃｋ￣Ｓｃｈｏｌｅｓ 公式ꎬ进而对

双分数布朗运动驱动的降低权利金权证定价模型进行求解. 分析结果显示ꎬ双分数期权价格与到期时间、
双分形参数 ＨＫ 有关. 本研究借助分数布朗运动环境下的鞅定价思路ꎬ扩展到双分数布朗运动驱动的定价

问题ꎬ将随机积分意义和经济意义完美结合ꎬ对各类修正的分数布朗运动族驱动的定价模型具有推广

价值.
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