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非等熵 Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｘｗｅｌｌ 方程组大稳态解的稳定性

李　 婷ꎬ杨永富

(河海大学理学院ꎬ江苏 南京 ２１１１００)

[摘要] 　 研究无温度衰减的非等熵 Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｘｗｅｌｌ 方程组在非常数大稳态解附近周期光滑解的稳定性. 通过引

入新的变量及一个非对角的对称化子ꎬ并借助反对称矩阵的性质和归纳法ꎬ给出了稳定性结果的简洁证明.
[关键词] 　 非等熵 Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｘｗｅｌｌ 方程组ꎬ整体光滑解ꎻ稳定性ꎬ能量估计
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本文主要研究被磁化的等离子体中非等熵 Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｘｗｅｌｌ 方程组在三维环面 Ｔ３ ＝ (Ｒ / Ｚ) ３ 上周期光滑

解在大稳态解附近的稳定性(见[１－４]):
∂ｔｎ＋ｄｉｖ(ｎｕ)＝ ０ꎬ
∂ｔ(ｎｕ)＋ｄｉｖ(ｎｕ⊗ｕ)＋∇ｐ(ｎ)＝ －ｎ(Ｅ＋ｕ×Ｂ)－ｎｕꎬ

∂ｔθ＋ｕ􀅰∇θ＋(γ－１)θｄｉｖｕ＝γ－１
２Ｒ

｜ｕ ｜ ２－(θ－θＬ)ꎬ

∂ｔＥ－∇×Ｂ＝ｎｕꎬ　 ｄｉｖＥ＝ ｂ－ｎꎬ
∂ｔＥ＋∇×Ｅ＝ ０ꎬ　 ｄｉｖＢ＝ ０.
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式中ꎬｎꎬｕ∈Ｒ３ꎬθ分别代表电子的密度ꎬ速度和温度ꎬＥ 和 Ｂ 分别代表 ３ 维空间的电场和磁场ꎬ以上变量都

是位置 ｘ∈Ｒ３ 和时间 ｔ>０ 的未知函数. 电场 Ｅ 和磁场 Ｂ 通过 Ｍａｘｗｅｌｌ 方程和(ｎꎬｕꎬθ)耦合在一起并通过

洛伦兹力 ｎ(Ｅ＋ｕ×Ｂ)作用在粒子上. 这里 ｂ表示离子的密度ꎬ为了保证 ｂ和方程组(１)是相容的ꎬ则 ｂ仅依

赖于空间变量 ｘ 且 ｂ＝ ｂ(ｘ)是光滑周期函数. 此外ꎬ假设在 ｘ∈Ｔ３ 上 ｂ≥ｃｏｎｓｔ.>０.
事实上(１)描述的的对象是理想多方气体ꎬ即ꎬ状态方程为

ｐ＝Ｒｎθꎬｅ＝Ｃｖθ. (２)
式中ꎬＲ>０ꎬＣｖ>０ 且 Ｒ和 Ｃｖ 都是常数. 由等式(２)ꎬ记

γ＝
Ｒ＋Ｃｖ
Ｃｖ

>１ꎬθＬ ＝
ｅＬ
Ｃｖ
.

—６２—
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本文主要研究系统(１)赋如下初始条件时其周期问题光滑解的整体存在性和渐近性.
ｔ＝ ０:(ｎꎬｕꎬθꎬＥꎬＢ)＝ (ｎ０ꎬｕ０ꎬθ０ꎬＥ０ꎬＢ０)ꎬ　 ｘ∈Ｔ３ . (３)

对于任意非真空场中的光滑解ꎬ可以将(１)中的动量方程写作

∂ｔｕ＋ｕ􀅰∇ｕ＋ １
ｎ
∇ｐ＝ －(Ｅ＋ｕ×Ｂ)－ｕ. (４)

(４)右边的项－ｕ 和(１)的能量方程－(θ－θＬ)是能量估计中的速度衰减项和温度衰减项.
由(１)的约束方程ꎬ可设

ｄｉｖＥ０ ＝ ｂ－ｎ０ꎬｄｉｖＢ０ ＝ ０. (５)
现在考虑当 􀭵ｕ＝ ０ 时ꎬ(１)在稳定状态下的解ꎬ令(􀭵ｎꎬ􀭵ｕꎬ􀭺Ｅꎬ􀭺Ｂ)是仅依赖于变量 ｘ 的一个解且 􀭵ｕ＝ ０ꎬ则有

∇ｈ(􀭵ｎ)＝ －􀭺Ｅꎬ
∇×􀭺Ｂ＝ ０ꎬ　 ｄｉｖ􀭺Ｅ＝ ｂ－􀭵ｎꎬ
∇×􀭺Ｅ＝ ０ꎬ　 ｄｉｖ􀭺Ｂ＝ ０.
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(６)

故 􀭺Ｂ 是常数向量ꎬ􀭵ｎ在 Ｔ３ 中满足椭圆方程

－Δｈ(􀭵ｎ)＝ ｂ－􀭵ｎ. (７)
当 􀭵ｎ解出ꎬ由(７)可知 􀭺Ｅ＝ －∇ｈ(􀭵ｎ)ꎬ所以(􀭵ｎꎬ􀭵ｕꎬ􀭺Ｅ)是稳定状态下的一个特殊解且 􀭵ｕ ＝ ０. 令 􀭺ϕ ＝ ｈ(􀭵ｎ)ꎬ

ｈ－１是 ｈ的反函数ꎬ则(７)在 Ｔ３ 中等价于一个半线性椭圆方程:－Δ􀭺ϕ＝ ｂ－ｈ－１(􀭺ϕ) . 由 Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理或

极小值方法容易得到这个方程光滑解的存在性ꎬ由 ｈ 的严格单调性可得光滑解的唯一性. 根据 Ｎｅｕｍａｎｎ
边界条件[５]或 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 条件[６]ꎬ可以在有解范围内得到光滑解的存在唯一性. 由极大值原理且 ｂ≥ｃｏｎｓｔ.>
０ 可知这些解满足 􀭵ｎ≥ｃｏｎｓｔ.>０. 所以在周期情况下ꎬ(７)周期光滑解的存在唯一性是明显的.

命题 １(见[７－８]) 　 假设 ｂ是 Ｔ３ 中的一个光滑周期函数且 ｂ≥ｃｏｎｓｔ.>０ꎬ则周期问题(７)存在唯一光

滑解 􀭵ｎ∈Ｔ３ 且 􀭵ｎ≥ｃｏｎｓｔ.>０.
当 ｎꎬθ>０ 时ꎬＥｕｌｅｒ￣Ｍａｘｗｅｌｌ 系统(１)是一个对称双曲型方程组(见[７])ꎬ若初值是光滑的ꎬ则(１) －

(２)存在唯一的局部光滑解(见[８])(关于一维的情形见[９－１０]) .
命题 ２(见[８ꎬ１１]) 　 令 ｓ是一个整数且 ｓ≥３ꎬ􀭺Ｂ 是一个给定的常数向量且 􀭺Ｂ∈Ｒ３ꎬ􀭵ｎ 是由命题 １ 给出

(７)的一个光滑解且 􀭺Ｅ＝ －∇ｈ(􀭵ｎ) . 假设(５)成立且当 ｎ０≥２κꎬκ是常数(κ>０)时有(ｎ０－􀭵ｎꎬｕ０ꎬθ－θＬꎬＥ０－􀭺Ｅꎬ
Ｂ０－􀭺Ｂ)∈Ｈｓ(Ｔ３) . 则存在 Ｔ１>０ 使得(１)－(３)在[０ꎬＴ１]×Ｔ３ 中存在唯一光滑解(ｎꎬｕꎬθꎬＥꎬＢ)满足 ｎ≥κ且

(ｎ－􀭵ｎꎬｕꎬθ－θＬꎬＥ－􀭺ＥꎬＢ－􀭺Ｂ)∈Ｃ１([０ꎬＴ１]ꎻＨｓ
－１(Ｔ３))∩Ｃ([０ꎬＴ１]ꎻＨｓ(Ｔ３)) .

在一维非等熵的 Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｘｗｅｌｌ 系统中ꎬ通过补偿紧方法可获得熵解的整体存在性(见[１２－１３]) . 关

于平衡状态下整体光滑解的存在性问题已经有很多研究. 在[４]中ꎬ彭跃军主要研究在磁化的等离子体模

型中可压缩的等熵 Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｘｗｅｌｌ 方程的周期问题. 该方程是部分耗散的拟线性双曲方程组. 证明了当时

间趋于无穷时ꎬ存在整体光滑解且在非常数平衡态下收敛. 证明主要是通过对解的各阶导数进行归纳来

实现ꎬ并证明了可压缩的 Ｅｕｌｅｒ￣Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程的解指数衰减到稳定状态. 在[１４]中ꎬ王术等人主要研究带有

额外温度耗散项的非等熵 Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｘｗｅｌｌ 系统在平衡状态下的周期问题ꎬ证明在非常数平衡态下光滑解的

全局存在性及当时间趋于无穷时解收敛到稳定状态. 最近ꎬ刘存明与彭跃军在[２]中主要研究没有温度耗

散项的非等熵 Ｅｕｌｅｒ￣Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程在非常数平衡态下周期光滑解的稳定性ꎬ证明了当时间趋于无穷大时ꎬ解
以指数方式衰减到稳定状态. 主要通过引入新的压强变量和选择 Ｅｕｌｅｒ 方程的一个非对角的对称化子获

得耗散估计. 此外ꎬ在[１５]中ꎬ王术等人主要研究可压非等熵 Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｘｗｅｌｌ 系统在常数平衡态下解的全局

存在性和渐近衰减.

１　 预备知识

首先介绍一些记号. 当 α＝(α１ꎬα２ꎬα３)∈Ｎ３ 时ꎬ记∂α
ｘ ＝

∂ ｜α｜

∂α１ｘ１ ∂
α２
ｘ１ ∂

α３
ｘ１

ꎬ且 ｜ α ｜ ＝ α１＋α２＋α３ . 其中 α＝ (α１ꎬα２ꎬ

α３)ꎬβ ＝(β１ꎬβ２ꎬβ３)ꎬβ≤α代表的是 β ｊ≤αｊ( ｊ＝ １ꎬ２ꎬ３)ꎬ记 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间 Ｈｓ(Ｔ３)的范数为 ｜｜􀅰｜｜ ｓꎬＬ２(Ｔ３)和 Ｌ∞

(Ｔ３)空间的范数分别记为 ｜｜􀅰｜｜和 ｜｜􀅰｜｜ ∞ .

—７２—
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Ｌｅｉｂｎｉｚ 公式:∂α
ｘ(ｕｖ)＝ ∑

β≤α
ｍαβ∂α－β

ｘ ｕ∂β
ｘ ｖꎬ∀α∈Ｎ３ꎬ其中 ｍαβ是常数.

∂ｋｔ(ｕｖ)＝ ∑
ｋ

ｌ ＝ ０
ｍ′ｋｌ∂ｋ

－ｌ
ｔ ｕ∂ｌｔｖꎬ∀ｋ∈Ｎꎬ其中 ｍ′ｋｌ是常数.

ＢｓꎬＴ(Ｔ３)是一个 Ｂａｎａｃｈ 空间定义为:

ＢｓꎬＴ(Ｔ３)＝ ∩
ｓ

ｋ＝０
Ｃｋ([０ꎬＴ]ꎻＨｓ－ｋ(Ｔ３))ꎬ

它的范数记为:
｜｜ ｖ ｜｜ ＢｓꎬＴ ＝ ｍａｘ

０≤ｔ≤Ｔ
｜｜｜ ｖ( ｔꎬ􀅰) ｜｜｜ ｓꎬ∀ｖ∈ＢｓꎬＴ(Ｔ３)ꎬ

式中ꎬ ｜｜｜ ｖ( ｔꎬ􀅰) ｜｜｜ ｓ ＝( ∑
｜ α｜ ＋ｋ≤ｓ

｜｜ ∂ｋｔ ∂α
ｘ ｖ( ｔꎬ􀅰) ｜｜ ２) １ / ２ .

引理 １　 假设 ｕꎬｖ∈Ｈｓ(Ｔ３)ꎬ ｆ是一个光滑函数ꎬ若 α∈Ｎ３ 且 １≤｜α ｜≤ｓꎬ记 ｜｜Ｄｓ′ｕ ｜｜ ＝ ∑
｜ α｜ ＝ ｓ′

｜｜ ∂α
ｘｕ ｜｜ ꎬ则有

下面的不等式成立

｜｜ ∂α
ｘ(ｕｖ)－ｕ∂α

ｘ ｖ ｜｜≤Ｃｓ( ｜｜∇ｕ ｜｜ ∞ ｜｜Ｄ ｜α｜ －１ｖ ｜｜ ＋ ｜｜Ｄ ｜α｜ ｕ ｜｜ ｜｜ ｖ ｜｜ ∞ ) . (８)
｜｜ ∂α

ｘ ｆ(ｕ) ｜｜≤Ｃ∞(１＋ ｜｜∇ｕ ｜｜ ∞ ) ｜α ｜ －１ ｜｜Ｄ ｜α｜ ｕ ｜｜ . (９)

式中ꎬＣｓ>０ 是一个仅依赖于 ｓ的常数ꎬＣ∞ >０ 是一个依赖于 ｆꎬ ｜｜ｕ ｜｜ ∞ 和 ｓ的常数. 若 ｓ> ３
２
＋１ꎬ则

｜｜ ∂α
ｘ(ｕｖ)－ｕ∂α

ｘ ｖ ｜｜≤Ｃｓ ｜｜∇ｕ ｜｜ ｓ－１ ｜｜ ｖ ｜｜ ｜α ｜ －１ . (１０)
｜｜ ∂α

ｘ(ｕｖ) ｜｜≤Ｃｓ ｜｜∇ｕ ｜｜ ｓ ｜｜ ｖ ｜｜ ｜α｜( ｜α ｜≤ｓ) . (１１)
不等式(８)－(９)证明见[１１ꎬ１６]ꎬ(１０)－(１１)证明见[４] .

引理 ２ 如果 ｆ是一个光滑函数ꎬｕꎬｖ∈ＢｓꎬＴ(Ｔ３)且 ｓ> ３
２
＋１. ｋꎬｌ∈Ｎ且 αꎬβ∈Ｎ３ . 见[１５] .

(１)若 ｋ＋ ｜α ｜≤ｓꎬ则
｜｜ ∂α

ｘ(ｕ∂ｋｔ∇ｖ)－ｕ∂α
ｘ∂ｋｔ∇ｖ ｜｜≤Ｃｓ ｜｜｜ｕ ｜｜｜ ｓ ｜｜｜ ｖ ｜｜｜ ｓ . (１２)

(２)若 ｋ＋ ｜α ｜≤ｓꎬｌ＋ ｜β ｜≤ｓꎬｋ＋ｌ≤ｓꎬ ｜α ｜ ＋ ｜β ｜≤ｓꎬｋ＋ｌ＋ ｜α ｜ ＋ ｜β ｜≤ｓ＋１. 则
｜｜ (∂ｋｔ ∂α

ｘｕ)(∂ｌｔ∂β
ｘ ｖ) ｜｜≤Ｃｓ ｜｜｜ｕ ｜｜｜ ｓ ｜｜｜ ｖ ｜｜｜ ｓ . (１３)

此外若 ｌ＋ ｜α ｜≥１ꎬｋ＋ ｜β ｜≥１ 则

｜｜ (∂ｋｔ ∂α
ｘｕ)(∂ｌｔ∂β

ｘ ｖ) ｜｜≤Ｃｓ ｜｜｜ ∂ｕ ｜｜｜ ｓ－１ ｜｜｜ ∂ｖ ｜｜｜ ｓ－１ . (１４)
式中ꎬ∂代表对 ｔ和 ｘ任意阶导数ꎬ所以

｜｜｜ｕｖ ｜｜｜ ｓ≤Ｃｓ ｜｜｜ｕ ｜｜｜ ｓ ｜｜｜ ｖ ｜｜｜ ｓ . (１５)
(３)若 １≤ｋꎬｋ＋ ｜α ｜≤ｓꎬ则

｜｜ ∂ｋｔ ∂α
ｘ ｆ(ｖ) ｜｜≤Ｃｓ ｜｜｜ ∂ｔｖ ｜｜｜ ｓ . (１６)

２　 方程组的对称化

令

Ｎ＝ｎ－􀭵ｎꎬΘ＝ θ－θＬꎬＵ＝
Ｎ
ｕ
Θ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬＢ＝􀭺Ｂ＋ＧꎬＦ＝Ｅ－􀭺Ｅ＝Ｅ＋∇ｈ(􀭵ｎ) . (１７)

当 ｋ∈Ｎꎬα∈Ｎ３ 且 ｋ＋ ｜α ｜≤ｓ时ꎬ记 Ｕｋꎬα ＝∂ｋｔ ∂α
ｘＵ. 用 ｌｎｐ代替 ｎ证明稳定性结果ꎬ容易发现压强 ｐ满足

∂ｔｐ＋ｕ􀅰∇ｐ＋γｐｄｉｖｕ＝(γ－１)ｐ
２Ｒθ

｜ｕ ｜ ２－ ｐ
θ
Θ. (１８)

令 ｑ＝ ｌｎｐꎬ􀭰ｑ＝ ｌｎ􀭰ｐ. 当 ｐ>０ 时ꎬ得:

∂ｔｑ＋ｕ􀅰∇ｑ＋γｄｉｖｕ＝γ－１
２Ｒθ

｜ｕ ｜ ２－ １
θ
Θ. (１９)

令

—８２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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Ｑ＝ ｑ－􀭰ｑꎬＷ＝
Ｗ１

Ｗ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬＷ１ ＝

Ｑ
ｕ
Θ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬＷ２ ＝

Ｆ
Ｇ

æ

è
ç

ö

ø
÷ . (２０)

将这些变量代入方程(１)和(１９)ꎬ得

∂ｔＱ＋ｕ􀅰∇Ｑ＋γｄｉｖｕ＋ｕ􀅰∇􀭰ｑ＝γ
－１

２Ｒθ
｜ｕ ｜ ２－ １

θ
Θꎬ

∂ｔｕ＋ｕ􀅰∇ｕ＋Ｒθ∇Ｑ＋Ｒ∇􀭰ｑΘ＝ －(Ｆ－∇ｈ(􀭵ｎ)＋ｕ×(Ｇ＋􀭺Ｂ))－ｕꎬ

∂ｔΘ＋ｕ􀅰∇Θ＋(γ－１)θｄｉｖｕ＝γ－１
２Ｒ

｜ｕ ｜ ２－Θꎬ

∂ｔＦ－∇×Ｇ＝(􀭵ｎ＋Ｎ)ｕꎬ　 ｄｉｖＦ＝ －Ｎꎬ
∂ｔＧ＋∇×Ｆ＝ ０ꎬ　 ｄｉｖＧ＝ ０.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(２１)

(２１)可写成如下形式

∂ｔＷ１＋ ∑
ｄ

ｊ ＝ １
Ａ ｊ(ｕꎬθ)∂ｘ ｊＷ

１＋Ｌ(ｘ)Ｗ１ ＝Ｋ(ｕꎬθꎬＦꎬＧ) . (２２)

式中ꎬＡ ｊ(ｕꎬθ)＝
ｕ ｊ γｅＴｊ ０
Ｒθｅ ｊ ｕ ｊＩ３ ０

０ (γ－１)θｅＴｊ ｕ ｊ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎬ ｊ＝ １ꎬ２ꎬ３.

Ｌ(ｘ)＝
０ (∇􀭰ｑ) Ｔ ０
０ ０ Ｒ∇􀭰ｑ
０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎬＫ(ｕꎬθꎬＦꎬＧ)＝

γ－１
２Ｒθ

｜ｕ ｜ ２－ １
θ
(θ－θＬ)

－(Ｆ－∇ｈ(􀭵ｎ)＋ｕ×(Ｇ＋􀭺Ｂ))－ｕ
γ－１
２Ｒ

｜ｕ ｜ ２－(θ－θＬ)

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

.

(２２)的初始条件是

ｔ＝ ０:Ｗ＝Ｗ０
ｄｅｆ

􀪅􀪅(Ｑ０ꎬｕ０ꎬΘ０ꎬＥ０ꎬＢ０)ꎬ　 ｘ∈Ｔ３ . (２３)

式中ꎬＱ０ ＝ ｌｎ(Ｒｎ０θ０)－ｌｎ(Ｒ􀭵ｎθＬ)ꎬΘ０ ＝ θ０－θＬ . 容易得到一个非对角矩阵(见[１５])

Ａ０(ｐꎬθ)＝

Ｒｐ ０ －Ｒｐ
θ

０ ｐ
θ
Ｉ３ ０

－Ｒｐ
θ

０ Ｒγｐ
(γ－１)θ２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

. (２４)

当 ｐ>０ꎬθ>０ 时ꎬ(２４)是对称且正定的矩阵.

􀭾Ａ ｊ(ｐꎬｕꎬθ)
ｄｅｆ

􀪅􀪅Ａ０(ｐꎬθ)Ａ ｊ(ｕꎬθ)＝

Ｒｐｕ ｊ ＲｐｅＴｊ －Ｒｐ
θ
ｕ ｊ

Ｒｐｅ ｊ
ｐ
θ
ｕ ｊＩ３ ０

－Ｒｐ
θ
ｕ ｊ ０ Ｒγｐ

(γ－１)θ２
ｕ ｊ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

.

是对称矩阵ꎬ故方程(２１)是对称双曲的. 此外ꎬ

Ａ０(ｐꎬθ)Ｌ(ｘ)＝

０ Ｒｐ(∇􀭰ｑ) Ｔ ０

０ ０ Ｒｐ
θ
∇􀭰ｑ

０ －Ｒｐ
θ
(∇􀭰ｑ) Ｔ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

.

—９２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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令

Ｂ(ｐꎬｕꎬθꎬｘ)＝ ∑
３

ｊ ＝ １
∂ｘ ｊ􀭾Ａ ｊ(ｐꎬｕꎬθ)－２Ａ０(ｐꎬθ)Ｌ(ｘ) .

由∇􀭰ｑ＝ １
􀭰ｐ
∇􀭰ｐꎬ可得:

Ｂ(ｐꎬｕꎬθꎬｘ)＝

Ｒｄｉｖ(ｐｕ) Ｒ(∇ｐ) Ｔ－２Ｒｐ􀭰ｐ
(∇􀭰ｐ) Ｔ －Ｒｄｉｖ(ｐｕ

θ
)

Ｒ∇ｐ ｄｉｖ(ｐｕ
θ
)Ｉ３ －２Ｒｐ

θ􀭰ｐ
∇􀭰ｐ

－Ｒｄｉｖ(ｐｕ
θ
) ２Ｒｐ

θ􀭰ｐ
∇􀭰ｐ Ｒγ

(γ－１)
ｄｉｖ(ｐｕ
θ２

)

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

.

令 Ｔ>０ꎬＷ 是(２２)－(２３)定义在[０ꎬＴ]上的一个光滑解ꎬ记
ＷＴ ＝ ｓｕｐ

ｔ∈[０ꎬＴ]
｜｜｜Ｗ( ｔꎬ􀅰) ｜｜｜ ｓ .

本文假设 ｓ> ｄ
２
＋１ 且 ｄ≤３ꎬＷＴ 是足够小的ꎬ且满足

􀭵ｎ
２
≤ｎ≤３􀭵ｎ

２
ꎬ
􀭰ｐ
２
≤ｐ≤３􀭰ｐ

２
ꎬ ｜ｕ ｜≤ １

２
ꎬ
θＬ
２
≤θ≤

３θＬ
２
. (２５)

３　 能量估计

当 ｋ∈Ｎꎬα∈Ｎ３ 且 ｋ＋ ｜α ｜≤ｓ时ꎬ用∂ｋｔ ∂α
ｘ 作用(２２)ꎬ可得:

∂ｔＷ１
ｋꎬα＋ ∑

ｄ

ｊ ＝ １
Ａ ｊ(ｕꎬθ)∂ｘ ｊＷ

１
ｋꎬα＋Ｌ(ｘ)Ｗ１

ｋꎬα ＝∂ｋｔ ∂α
ｘＫ＋ｇｋꎬα. (２６)

ｇｋꎬα ＝ ∑
３

ｊ ＝ １
[Ａ ｊ(ｕꎬθ)∂ｘ ｊＷ

１
ｋꎬα－∂ｋｔ ∂α

ｘ(Ａ ｊ(ｕꎬθ)∂ｘ ｊＷ
１)]＋Ｌ(ｘ)Ｗ１

ｋꎬα－∂ｋｔ ∂α
ｘ(Ｌ(ｘ)Ｗ１) (２７)

对于 Ｍａｘｗｅｌｌ 方程ꎬ有
∂ｔ(∂ｋｔ ∂α

ｘＦ)－∇×(∂ｋｔ ∂α
ｘＧ)＝ ∂ｋｔ ∂α

ｘ(ｎｕ)ꎬ　 ｄｉｖ(∂ｋｔ ∂α
ｘＦ)＝ －∂ｋｔ ∂α

ｘＮ.

∂ｔ(∂ｋｔ ∂α
ｘＧ)＋∇×(∂ｋｔ ∂α

ｘＦ)＝ ０ꎬ　 ｄｉｖ(∂ｋｔ ∂α
ｘＧ)＝ ０.{ (２８)

引理 ３　 当 ｋ∈Ｎꎬα∈Ｎ３ 且 １≤｜α ｜ ꎬｋ＋ ｜α ｜≤ｓ时ꎬ有
ｄ
ｄｔ

(‹Ａ０Ｗ１
ｋꎬαꎬＷ１

ｋꎬα›＋Ｒ( ｜｜Ｆｋꎬα ｜｜ ２＋ ｜｜Ｇｋꎬα ｜｜ ２))＋Ｃ０( ｜｜ｕｋꎬα ｜｜ ２＋ ｜｜Θｋꎬα ｜｜ ２)≤

Ｃ( ｜｜ ∂ｋｔ(ＦꎬｕꎬΘ) ｜｜ ２｜α ｜ －１＋ ｜｜ ∂ｋｔＱ ｜｜ ２｜α｜ )＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ｓ . (２９)
证明　 Ａ０(ｐꎬθ)Ｗｋꎬα与(２６)作内积得

ｄ
ｄｔ

‹Ａ０(ｐꎬθ)Ｗ１
ｋꎬαꎬＷ１

ｋꎬα› ＝‹∂ｔＡ０(ｐꎬθ)Ｗ１
ｋꎬαꎬＷ１

ｋꎬα›＋‹Ｂ(ｐꎬｕꎬθꎬｘ)Ｗ１
ｋꎬαꎬＷ１

ｋꎬα›＋

２‹Ａ０∂ｋｔ ∂α
ｘＫꎬＷ１

ｋꎬα›＋２‹Ａ０ｇｋꎬαꎬＷ１
ｋꎬα› ＝ Ｉ１＋Ｉ２＋Ｉ３＋Ｉ４ .

Ｉ１ 的估计:由(１)中的能量方程和(１９)以及 Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌入定理可得:
｜｜ (∂ｔｐꎬ∂ｔθ) ｜｜ ∞ ≤Ｃ ｜｜ (ｕꎬ∇ｕꎬΘ) ｜｜ ∞ ≤Ｃ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ｓ .

所以:
｜ ‹∂ｔＡ０(ｐꎬθ)Ｗ１

ｋꎬαꎬＷ１
ｋꎬα› ｜≤Ｃ ｜｜ (∂ｔｐꎬ∂ｔθ) ｜｜ ∞ ｜｜Ｗ１

ｋꎬα ｜｜ ２≤Ｃ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ３ｓ . (３０)

Ｉ２ 的估计:当(ｐꎬｕꎬθ)＝ (􀭰ｐꎬ０ꎬθＬ)时ꎬ矩阵 Ｂ(ｐꎬｕꎬθꎬｘ)是反对称矩阵ꎬ得到:
｜ ‹Ｂ(ｐꎬｕꎬθꎬｘ)Ｗ１

ｋꎬαꎬＷ１
ｋꎬα› ｜≤Ｃ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ３ｓ . (３１)

Ｉ３ 的估计:可以将 Ｉ３ 写成如下形式:
２‹Ａ０∂ｋｔ ∂α

ｘＫꎬＷ１
ｋꎬα› ＝ ２‹Ａ０∂ｋｔ ∂α

ｘＫ１ꎬＷ１
ｋꎬα›＋２‹Ａ０∂ｋｔ ∂α

ｘＫ２ꎬＷ１
ｋꎬα› . (３２)

式中ꎬ
—０３—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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Ｋ１(ｕꎬθꎬＦꎬＧ)＝
－ １
θ
Θ

－(Ｆ－∇ｈ(􀭵ｎ)＋ｕ×(Ｇ＋􀭺Ｂ))－ｕ
－Θ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬ　 Ｋ２(ｕꎬθ)＝

γ－１
２Ｒθ

｜ｕ ｜ ２

０
γ－１
２Ｒ

｜ｕ ｜ ２

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

. (３３)

首先考虑(３２)右边的第二项有:
２ ｜ ‹Ａ０∂ｋｔ ∂α

ｘＫ２ꎬＷ１
ｋꎬα› ｜≤Ｃ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ３ｓ . (３４)

再考虑(３２)右边的第一项得:
２‹Ａ０∂ｋｔ ∂α

ｘＫ１ꎬＷ１
ｋꎬα› ＝ －２Ｒ‹ｎｕｋꎬαꎬｕｋꎬα›－２Ｒ‹(Ｆ－∇ｈ(􀭵ｎ)＋ｕ×(Ｇ＋􀭺Ｂ)) ｋꎬαꎬｎｕｋꎬα›＋

‹２Ｒｐ(
Θｋꎬα
θ

－∂ｋｔ ∂α
ｘ(
Θ
θ
))ꎬＱｋꎬα›＋‹

２Ｒｐ
θ

Θ
θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋꎬα
－ γ
(γ－１)θ

Θｋꎬα
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬΘｋꎬα› . (３５)

由(２８)得:

－Ｒ ｄ
ｄｔ

( ｜｜Ｆｋꎬα ｜｜ ２＋ ｜｜Ｇｋꎬα ｜｜ ２)＝ －２Ｒ‹∂ｋｔ ∂αｘ(ｎｕ)ꎬＦｋꎬα› .

(３５)右边的第二项估计:
－２Ｒ‹(Ｆ－∇ｈ(􀭵ｎ)＋ｕ×(Ｇ＋􀭺Ｂ)) ｋꎬαꎬｎｕｋꎬα› ＝ －２Ｒ‹Ｆｋꎬαꎬｎｕｋꎬα›＋２Ｒ‹(∇ｈ(􀭵ｎ)－ｕ×(Ｇ＋􀭺Ｂ)) ｋꎬαꎬｎｕｋꎬα› ＝

－Ｒ ｄ
ｄｔ

( ｜｜Ｆｋꎬα ｜｜ ２＋ ｜｜Ｇｋꎬα ｜｜ ２)＋２Ｒ‹(∇ｈ(􀭵ｎ)－ｕ×(Ｇ＋􀭺Ｂ)) ｋꎬαꎬ(Ｎ＋􀭵ｎ)ｕｋꎬα›＋２Ｒ‹Ｆｋꎬαꎬ(ｎｕ) ｋꎬα－ｎｕｋꎬα›≤

　 －Ｒ ｄ
ｄｔ

( ｜｜Ｆｋꎬα ｜｜ ２＋ ｜｜Ｇｋꎬα ｜｜ ２)＋Ｒ‹ｎｕｋꎬαꎬｕｋꎬα›＋Ｃ ｜｜ ∂ｋｔ ｕ ｜｜ ２｜α｜ －１＋Ｃ ｜｜ ∂ｋｔＦ ｜｜ ２｜α ｜ －１＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ｓ＋ε ｜｜ｕｋꎬα ｜｜ ２ . (３６)

(３５)右边的第三项估计:

‹２Ｒｐ
Θｋꎬα
θ

－∂ｋｔ ∂α
ｘ
Θ
θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬＱｋꎬα› ≤Ｃ ｜｜｜Θ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｑ ｜｜｜ ｓ . (３７)

(３５)右边的第四项估计:

‹２Ｒｐ
θ

Θ
θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋꎬα
－ γ
(γ－１)θ

Θｋꎬα
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬΘｋꎬα›≤－‹ ２Ｒｐ

(γ－１)θ２
ΘｋꎬαꎬΘｋꎬα›＋Ｃ ｜｜｜Θ ｜｜｜ ３ｓ . (３８)

由(３４)－(３８)得:

２‹Ａ０∂ｋｔ ∂α
ｘＫꎬＷ１

ｋꎬα›＋Ｒ
ｄ
ｄｔ

(‖Ｆｋꎬα‖２＋ ｜｜Ｇｋꎬα ｜｜ ２)＋Ｒ‹ｎｕｋꎬαꎬｕｋꎬα›＋‹
２Ｒｐ

(γ－１)θ２
ΘｋꎬαꎬΘｋꎬα›≤

Ｃ ｜｜ ∂ｋｔ ｕ ｜｜ ２｜α｜ －１＋Ｃ ｜｜ ∂ｋｔＦ ｜｜ ２｜α ｜ －１＋ε ｜｜ｕｋꎬα ｜｜ ２＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ４ｓ . (３９)
Ｉ４ 的估计:由(２９)ꎬ可令 ｇｋꎬα ＝ｇｋꎬα１ ＋ｇｋꎬα２ . (４０)
式中ꎬ

ｇｋꎬα１ ＝ ∑
３

ｊ ＝ １
[Ａ ｊ(ｕꎬθ)∂ｘ ｊＷ

１
ｋꎬα－∂ｋｔ ∂α

ｘ(Ａ ｊ(ｕꎬθ))∂ｘ ｊＷ
１] . (４１)

ｇｋꎬα２ ＝Ｌ(ｘ)Ｗ１
ｋꎬα－∂ｋｔ ∂α

ｘ(Ｌ(ｘ)Ｗ１) . (４２)
由引理 １－２ꎬ有:

２ ｜ ‹Ａ０ｇｋꎬα１ ꎬＷ１
ｋꎬα› ｜≤Ｃ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ３ｓ . (４３)

由 Ｌｅｉｂｎｉｚ 公式可得:

ｇｋꎬα２ ＝ － ∑
β < α
ｍαβ(∂α－β

ｘ Ｌ(ｘ))(∂β
ｘ∂ｋｔＷ１) . (４４)

则有:
２ ｜ ‹Ａ０ｇｋꎬα２ ꎬＷ１

ｋꎬα› ｜≤Ｃ ｜｜ ∂ｋｔ(ｕꎬΘ) ｜｜ ２｜α｜ －１＋ε ｜｜ ∂ｋｔ ∂α
ｘ(ｕꎬΘ) ｜｜ ２＋Ｃ ｜｜ ∂ｋｔＱ ｜｜ ２｜α ｜ . (４５)

由(４３)－(４５)得:
２ ｜ ‹Ａ０ｇｋꎬαꎬＷ１

ｋꎬα› ｜≤Ｃ ｜｜ ∂ｋｔ(ｕꎬΘ) ｜｜ ２｜α｜ －１＋ε ｜｜ ∂ｋｔ ∂α
ｘ(ｕꎬΘ) ｜｜ ２＋Ｃ ｜｜ ∂ｋｔＱ ｜｜ ２｜α ｜ ＋Ｃ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ３ｓ . (４６)

综上可得:
—１３—
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ｄ
ｄｔ

(‹Ａ０Ｗ１
ｋꎬαꎬＷ１

ｋꎬα›＋Ｒ( ｜｜Ｆｋꎬα ｜｜ ２＋ ｜｜Ｇｋꎬα ｜｜ ２))＋Ｒ‹ｎｕｋꎬαꎬｕｋꎬα›＋‹
２Ｒｐ

(γ－１)θ２
ΘｋꎬαꎬΘｋꎬα›≤

｜｜ ∂ｋｔ(ｕꎬΘꎬＦ) ｜｜ ２｜α｜ －１＋２ε ｜｜ ∂ｋｔ ∂α
ｘ(ｕꎬΘ) ｜｜ ２＋Ｃ ｜｜ ∂ｋｔＱ ｜｜ ２｜α ｜ ＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ｓ .

当 ε足够小时ꎬ由(２５)可知 γ>１ꎬ则存在一个常数 Ｃ０>０ 使得 Ｒｎ－２ε≥Ｃ０ꎬ
２Ｒｐ

(γ－１)θ２
－２ε≥Ｃ０ 成立ꎬ则

(２９)得证.
引理 ４　 当 ｋ∈Ｎ且 ｋ≤ｓ时ꎬ有

ｄ
ｄｔ

(‹Ａ０∂ｋｔＷ１ꎬ∂ｋｔＷ１›＋Ｒ( ｜｜ ∂ｋｔＦ ｜｜ ２＋ ｜｜ ∂ｋｔＧ ｜｜ ２))＋Ｃ０( ｜｜ ∂ｋｔ ｕ ｜｜ ２＋ ｜｜ ∂ｋｔΘ ｜｜ ２)≤Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ｓ . (４７)

证明　 根据引理 ３ 的证明过程可知下面只需要证明(４８)和(４９)成立

－２Ｒ‹∂ｋｔ(Ｆ－∇ｈ(􀭵ｎ)＋ｕ×(Ｇ＋􀭺Ｂ))ꎬｎ∂ｋｔ ｕ›≤－Ｒ ｄ
ｄｔ

( ｜｜ ∂ｋｔＦ ｜｜ ２＋ ｜｜ ∂ｋｔＧ ｜｜ ２)＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ｓ . (４８)

２ ｜ ‹Ａ０∂ｋｔ ｇ２ꎬ∂ｋｔＷ１› ｜≤Ｃ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ３ｓ . (４９)
由引理 ３ 的证明过程中对(３５)右边的第二项估计可得:

－２Ｒ‹∂ｋｔ(Ｆ－∇ｈ(􀭵ｎ)＋ｕ×(Ｇ＋􀭺Ｂ))ꎬｎ∂ｋｔ ｕ› ＝ －２Ｒ‹∂ｋｔＦꎬ∂ｋｔ(ｎｕ)›＋２Ｒ‹∂ｋｔＦꎬ∂ｋｔ(ｎｕ)－ｎ∂ｋｔ ｕ›＋

２Ｒ‹(∇ｈ(􀭵ｎ)－ｕ×(Ｇ＋􀭺Ｂ)) ｋꎬαꎬｎ∂ｋｔ ｕ›≤－Ｒ ｄ
ｄｔ

( ｜｜ ∂ｋｔＦ ｜｜ ２＋ ｜｜ ∂ｋｔＧ ｜｜ ２)＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ｓ . (５０)

而∂ｋｔ ｇ２ ＝Ｌ(ｘ)∂ｋｔＷ１－∂ｋｔ(Ｌ(ｘ)Ｗ１)＝ ０ꎬ则(４９)得证.
引理 ５　 当 ｋ∈Ｎꎬα∈Ｎ３ 且 １≤｜α ｜ ꎬｋ＋ ｜α ｜≤ｓ时ꎬ有

｜｜ ∂ｋｔＦ ｜｜ ２｜α ｜ －１≤Ｃ( ｜｜ ∂ｋｔ ｕ ｜｜ ２｜α ｜ －１＋ ｜｜ ∂ｋ＋１ｔ ｕ ｜｜ ２｜α｜ －１＋ ｜｜ ∂ｋｔＱ ｜｜ ２｜α ｜ )＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ｓ . (５１)
｜｜ ∂ｋｔＱ ｜｜ ２｜α ｜ ≤Ｃ( ｜｜ ∂ｋｔ(ｕꎬΘ) ｜｜ ２｜α｜ －１＋ ｜｜ ∂ｋ＋１ｔ ｕ ｜｜ ２｜α ｜ －１)＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ｓ . (５２)

证明　 先证明(５１)ꎬ用∂ｋｔ ∂β
ｘ 作用(２１)的第二个方程得:

Ｆｋꎬβ ＝ －(ｕｋꎬβ＋ｕｋꎬβ×􀭺Ｂ＋ｕｋ＋１ꎬβ)－∂ｋｔ ∂β
ｘ(ｕ􀅰∇ｕ)－∂ｋｔ ∂β

ｘ(ｕ×Ｇ)－Ｒ(∂ｋｔ ∂β
ｘ θ∇Ｑ＋∂ｋｔ ∂β

ｘ∇􀭰ｑΘ) .　 ( ｜α ｜ ＝ ｜β ｜ ＋１)
｜｜Ｆｋꎬβ ｜｜ ２≤Ｃ( ｜｜ ∂ｋｔ ｕ ｜｜ ２｜ β ｜ ＋ ｜｜ ∂ｋ＋１ｔ ｕ ｜｜ ２｜ β ｜ ＋ ｜｜ ∂ｋｔＱ ｜｜ ２｜ β ｜ ＋１)＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ｓ .

所以:
｜｜ ∂ｋｔＦ ｜｜ ２｜α ｜ －１≤Ｃ( ｜｜ ∂ｋｔ ｕ ｜｜ ２｜α ｜ －１＋ ｜｜ ∂ｋ＋１ｔ ｕ ｜｜ ２｜α｜ －１＋ ｜｜ ∂ｋｔＱ ｜｜ ２｜α ｜ )＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ｓ .

下证(５２)ꎬ将(２１)中的第二个方程写为:
ＲθＬ∇Ｑ＝ －(Ｆ－∇ｈ(􀭵ｎ)＋ｕ×(Ｇ＋􀭺Ｂ))－(∂ｔｕ＋ｕ＋Ｒ∇􀭰ｑΘ)＋ｒ. (５３)

式中ꎬｒ＝ －ｕ􀅰∇ｕ－ＲΘ∇Ｑꎬ ｜β ｜≤ ｜α ｜ －１.
用∂ｋｔ ∂α

ｘ 作用于(５３)ꎬ再用(∇Ｑ) ｋꎬβ与它作内积得

ＲθＬ ｜｜ (∇Ｑ) ｋꎬβ ｜｜ ＝‹(Ｆ－∇ｈ(􀭵ｎ)＋ｕ×(Ｇ＋􀭺Ｂ)) ｋꎬβꎬ(∇Ｑ) ｋꎬβ›－‹ｕｋ＋１ꎬβ＋ｕｋꎬβꎬ(∇Ｑ) ｋꎬβ›－

Ｒ‹∂ｋｔ ∂β
ｘ(∇􀭰ｑΘ)ꎬ(∇Ｑ) ｋꎬβ›＋‹∂ｋｔ ∂β

ｘ ｒꎬ(∇Ｑ) ｋꎬβ› . (５４)
下证(５２):估计(５４)右边的第一项得:
‹∂ｋｔ ∂β

ｘ(Ｆ－∇ｈ(􀭵ｎ)＋ｕ×(Ｇ＋􀭺Ｂ))ꎬ(∇Ｑ) ｋꎬβ›≤Ｃ ｜｜ ∂ｋｔＦ ｜｜ ２｜ β ｜ ＋３ε ｜｜ (∇Ｑ) ｋꎬβ ｜｜ ２＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ｓ
估计(５４)右边的第二项得:

｜ ‹ｕｋꎬβ＋ｕｋ＋１ꎬβꎬ(∇Ｑ) ｋꎬβ› ｜≤Ｃ( ｜｜ ∂ｋｔ ｕ ｜｜ ２｜α ｜ －１＋ ｜｜ ∂ｋ＋１ｔ ｕ ｜｜ ２｜α｜ －１)＋ε ｜｜ (∇Ｑ) ｋꎬβ ｜｜ ２ . (５５)
估计(５４)右边的第三项得:

｜ ‹∂ｋｔ ∂β
ｘ(∇􀭰ｑΘ)ꎬ(∇Ｑ) ｋꎬβ› ｜≤Ｃ ｜｜ ∂ｋｔΘ ｜｜ ２｜α｜ －１＋ε ｜｜ (∇Ｑ) ｋꎬβ ｜｜ ２ . (５６)

估计(５４)右边的最后一项得:
｜ ‹∂ｋｔ ∂β

ｘ ｒꎬ(∇Ｑ) ｋꎬβ› ｜≤Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ｓ .
综上可得:
ＲθＬ ｜｜ (∇Ｑ) ｋꎬβ ｜｜ ２≤Ｃ( ｜｜ ∂ｋｔ(ｕꎬΘ) ｜｜ ２｜α ｜ －１＋ ｜｜ ∂ｋ＋１ｔ ｕ ｜｜ ２｜α｜ －１＋ ｜｜ ∂ｋｔＱ ｜｜ ２｜α ｜ ) ＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ｓ＋５ε ｜｜ (∇Ｑ) ｋꎬβ ｜｜ ２ .
令 ε>０ 足够的小ꎬ使得 ε≤ＲθＬ / ５ꎬ则有:

｜｜ (∇Ｑ) ｋꎬβ ｜｜ ２≤Ｃ( ｜｜ ∂ｋｔ(ｕꎬΘ) ｜｜ ２｜α｜ －１＋ ｜｜ ∂ｋ＋１ｔ ｕ ｜｜ ２｜α ｜ －１＋ ｜｜ ∂ｋｔＱ ｜｜ ２｜α｜ )＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ｓ . (５７)

—２３—
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将(５７)中的指数 β( ｜β ｜≤ ｜α ｜ －１)求和得到:
｜｜ ∂ｋｔＱ ｜｜ ２｜α｜ ≤Ｃ( ｜｜ ∂ｋｔ(ｕꎬΘ) ｜｜ ２｜α｜ －１＋ ｜｜ ∂ｋ＋１ｔ ｕ ｜｜ ２｜α ｜ －１＋ ｜｜ ∂ｋｔＱ ｜｜ ２｜α ｜ )＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ｓ . (５８)

当 Ｃ≤１ 时ꎬ(５２)得证.
引理 ６　 当 ｋ∈Ｎ且 ｋ≤ｓ－１ 时ꎬ我们有

｜｜ ∂ｋｔＱ ｜｜ ２１≤Ｃ( ｜｜ ∂ｋｔ(ｕꎬΘ) ｜｜ ２＋ ｜｜ ∂ｋ＋１ｔ ｕ ｜｜ ２)＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ｓ . (５９)
｜｜ ∂ｓｔＱ ｜｜ ２≤Ｃ ｜｜ ∂ｓ－１ｔ (ｕꎬΘ) ｜｜ ２１＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ｓ . (６０)

证明　 令(５２)中的 ｜α ｜ ＝ １ꎬ可得:
｜｜ ∂ｋｔＱ ｜｜ ２１≤Ｃ( ｜｜ ∂ｋｔ(ｕꎬΘ) ｜｜ ２＋ ｜｜ ∂ｋ＋１ｔ ｕ ｜｜ ２)＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ｓ .

最后ꎬ由(２１)的第一个方程和引理 ２ꎬ容易证得(６０) .
引理 ７

｜｜｜Ｆ ｜｜｜ ｓ－１≤Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ｓ . (６１)
｜｜｜ ∂ｔＧ ｜｜｜ ｓ－２＋ ｜｜｜∇Ｇ ｜｜｜ ｓ－２≤Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ｓ . (６２)

证明见[１５] .
命题 ３　 当 ｋ∈Ｎꎬα∈Ｎ３ 且 １≤｜α ｜ ꎬｋ＋ ｜α ｜≤ｓꎬ有

ｄ
ｄｔ∑β≤α

(‹Ａ０Ｗ１
ｋꎬβꎬＷ１

ｋꎬβ›＋Ｒ( ｜｜Ｆｋꎬβ ｜｜ ２＋ ｜｜Ｇｋꎬβ ｜｜ ２))＋Ｃ０ ｜｜ ∂ｋｔＵ ｜｜ ２｜α｜ ≤

( ｜｜ ∂ｋｔＵ ｜｜ ２｜α ｜ －１＋ ｜｜ ∂ｋ＋１ｔ ｕ ｜｜ ２｜α｜ －１)＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ｓ . (６３)
证明　 由引理 ３ 和引理 ５ 可得:

ｄ
ｄｔ

(‹Ａ０Ｗ１
ｋꎬβꎬＷ１

ｋꎬβ›＋Ｒ( ｜｜Ｆｋꎬβ ｜｜ ２＋ ｜｜Ｇｋꎬβ ｜｜ ２))＋Ｃ０( ｜｜ｕｋꎬβ ｜｜ ２＋ ｜｜Θｋꎬβ ｜｜ ２)≤

Ｃ( ｜｜ ∂ｋｔ(ｕꎬΘ) ｜｜ ２｜ β ｜ －１＋ ｜｜ ∂ｋ＋１ｔ ｕ ｜｜ ２｜ β ｜ －１)＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ｓ .
令 ｋ≥０ 固定ꎬ对上面不等式中的指数 β( ｜β ｜≤ ｜α ｜ )求和ꎬ其中 β 满足 １≤｜β ｜ ꎬｋ＋ ｜β ｜≤ｓꎬ再结合引理

４ 得到(６３) .
命题 ４　 当 ＷＴ 足够小时ꎬ有

ｄ
ｄｔ∑β≤α

(‹Ａ０∂ｓｔＷ１ꎬ∂ｓｔＷ１›＋Ｒ( ｜｜ ∂ｓｔＦ ｜｜ ２＋ ｜｜ ∂ｓｔＧ ｜｜ ２))＋Ｃ０ ｜｜ ∂ｓｔＵ ｜｜ ２≤Ｃ ｜｜ ∂ｓ－１ｔ Ｕ ｜｜ ２１＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ｓ . (６４)

４　 存在性定理证明

定理 １　 在命题 ２ 的假设下ꎬ存在与 ｔ(ｔ>０)无关的常数 δ０>０ꎬＣ>０ꎬ若 ｜｜(ｑ－􀭰ｑꎬｕ０ꎬθ－θＬꎬＥ０－􀭺ＥꎬＢ０－􀭺Ｂ) ｜｜≤δ０
成立ꎬ则问题(１)－(３)存在唯一的整体光滑解(ＱꎬｕꎬΘꎬＥꎬＢ)满足:

(ｑ( ｔ)－􀭰ｑꎬｕ( ｔ)ꎬθ( ｔ)－θＬꎬＥ( ｔ)－􀭺ＥꎬＢ( ｔ)－􀭺Ｂ)∈∩
ｓ

ｋ＝０
Ｃｋ([０ꎬ＋∞ ]ꎻＨｓ－ｋ(Ｔ３)) . (６５)

ｓｕｐ
ｔ≥０

｜｜｜ ｑ( ｔ)－􀭰ｑꎬｕ( ｔ)ꎬθ( ｔ)－θＬꎬＥ( ｔ)－􀭺ＥꎬＢ( ｔ)－􀭺Ｂ ｜｜｜ ｓ≤Ｃ ｜｜ (ｑ０－􀭰ｑꎬｕ０ꎬθ０－θＬꎬＥ０－􀭺ＥꎬＢ０－􀭺Ｂ) ｜｜ ｓ . (６６)

∫＋∞
０

( ｜｜｜ (ｑ( ｔ)－􀭰ｑꎬｕ( ｔ)ꎬθ( ｔ)－θＬ) ｜｜｜ ｓ＋ ｜｜｜Ｅ( ｔ)－􀭺Ｅ ｜｜｜ ｓ－１＋ ｜｜｜ ∂ｔＢ( ｔ) ｜｜｜ ｓ－２＋ ｜｜｜∇ｘＢ( ｔ) ｜｜｜ ｓ－２)ｄｔ≤

Ｃ ｜｜ (ｑ０－􀭰ｑꎬｕ０ꎬθ０－θＬꎬＥ０－􀭺ＥꎬＢ０－􀭺Ｂ) ｜｜ ｓ . (６７)
此外ꎬ有

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

｜｜｜ ｑ( ｔ)－􀭰ｑꎬｕ( ｔ)ꎬθ( ｔ)－θＬ ｜｜｜ ｓ－１ ＝ ０. (６８)

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

｜｜｜Ｅ( ｔ)－􀭺Ｅ ｜｜｜ ｓ－１ ＝ ０. (６９)

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

( ｜｜｜ ∂ｔＢ( ｔ) ｜｜｜ ｓ－２＋ ｜｜｜∇ｘＢ( ｔ) ｜｜｜ ｓ－２)＝ ０. (７０)

证明　 首先ꎬ对于任何固定的指数 ｋ∈Ｎ且 ｋ≤ｓ－１ꎬ对(６３)的空间导数 α(１≤｜α ｜≤ｓ－ｋ)进行归纳ꎬ从
｜α ｜ ＝ １ 到 ｜α ｜ ＝ ｓ－ｋ进行归纳ꎬ当 ｜α ｜≥２ 时ꎬ(６３)右边的项 ｜｜ ∂ｋｔＵ ｜｜ ｜α｜ －１能够被 ｜｜ ∂ｋｔＵ ｜｜ ｜α｜ 控制ꎬ将(６３)左边的

项与一个合适的正常数相乘得:
ｄ
ｄｔ ∑

｜ α｜≤ｓ－ｋ
ａｋꎬα(‹Ａ０Ｗ１

ｋꎬαꎬＷ１
ｋꎬα›＋Ｒ( ｜｜Ｆｋꎬα ｜｜ ２＋ ｜｜Ｇｋꎬα ｜｜ ２))＋ ｜｜ ∂ｋｔＵ ｜｜ ２ｓ－ｋ≤

—３３—
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Ｃ( ｜｜ ∂ｋｔＵ ｜｜ ２＋ ｜｜ ∂ｋ＋１ｔ ｕ ｜｜ ２ｓ－ｋ－１)＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ｓ . (７１)
其中 ａｋꎬα>０(ｋ≤ｓ－１ꎬ１≤｜α ｜≤ｓ－ｋ)是常数.
下面ꎬ对 ｋ从 ｋ＝ ｓ到 ｋ＝ ０ 作一个归纳ꎬ当 ｋ＝ ｓ时ꎬ相应的估计由(６４)给出ꎬ当 ｋ＝ ｓ－１ 时ꎬ由(７１)可得:

ｄ
ｄｔ ∑｜ α｜≤１

ａｓ－１ꎬα(‹Ａ０Ｗ１
ｓ－１ꎬαꎬＷ１

ｓ－１ꎬα›＋Ｒ( ｜｜Ｆｓ－１ꎬα ｜｜ ２＋ ｜｜Ｇｓ－１ꎬα ｜｜ ２))＋ ｜｜ ∂ｓ－１ｔ Ｕ ｜｜ ２１≤

( ｜｜ ∂ｓ－１ｔ Ｕ ｜｜ ２＋ ｜｜ ∂ｓｔＵ ｜｜ ２)＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ｓ . (７２)
显然ꎬ(７２)左边的项乘以一个合适的常数修正之后可以控制(６４)右边的项 ｜｜ ∂ｓ－１ｔ Ｕ ｜｜ ２ꎬ由前面的步骤

可知 ｜｜ ∂ｋ＋１ｔ ｕ ｜｜ ２ｓ－ｋ－１能够被 ｜｜ ∂ｋｔＵ ｜｜ ２ｓ－ｋ控制ꎬ用这种方法对 ｋ进行归纳后得:
ｄ
ｄｔ ∑

ｋ＋｜ α｜≤ｓ
ａｋꎬα(‹Ａ０Ｗ１

ｋꎬαꎬＷ１
ｋꎬα›＋Ｒ( ｜｜Ｆｋꎬα ｜｜ ２＋ ｜｜Ｇｋꎬα ｜｜ ２))＋ ∑

ｓ

ｋ ＝ ０
｜｜ ∂ｋｔＵ ｜｜ ２ｓ－ｋ≤

Ｃ∑
ｓ－１

ｋ ＝ ０
( ｜｜ ∂ｋｔＵ ｜｜ ２＋ ｜｜ ∂ｋ＋１ｔ ｕ ｜｜ ２)＋Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ｓ . (７３)

其中正常数 ａｋꎬα是以(７１)为基础修正得到的ꎬ由(４８)ꎬ(５０)和(７３)可知 ∑
ｓ

ｋ ＝ ０
｜｜ ∂ｋｔＵ ｜｜ ２ｓ－ｋ与 ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ３ｓ 等价ꎬ

对 ａｋꎬα再次修正得到:
ｄ
ｄｔ ∑

ｋ＋｜ α｜≤ｓ
ａｋꎬα(‹Ａ０Ｗ１

ｋꎬαꎬＷ１
ｋꎬα›＋Ｒ( ｜｜Ｆｋꎬα ｜｜ ２＋ ｜｜Ｇｋꎬα ｜｜ ２))＋ ｜｜｜Ｕ( ｔꎬ􀅰) ｜｜｜ ２ｓ≤Ｃ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ (７４)

因为 ＷＴ 足够的小ꎬ所以进一步得到:
ｄ
ｄｔ ∑

ｋ＋｜ α｜≤ｓ
ａｋꎬα(‹Ａ０Ｗ１

ｋꎬαꎬＷ１
ｋꎬα›＋Ｒ( ｜｜Ｆｋꎬα ｜｜ ２＋ ｜｜Ｇｋꎬα ｜｜ ２))＋ ｜｜｜Ｕ( ｔꎬ􀅰) ｜｜｜ ２ｓ≤０. (７５)

结合引理 ７ 再次修正常数 ａｋꎬα得到

ｄ
ｄｔ ∑

ｋ＋｜ α｜≤ｓ
ａｋꎬα(‹Ａ０ＵｋꎬαꎬＵｋꎬα›＋ ｜｜Ｆｋꎬα ｜｜ ２＋ ｜｜Ｇｋꎬα ｜｜ ２)＋ ｜｜｜Ｕ ｜｜｜ ２ｓ ＋ ｜｜｜Ｆ ｜｜｜ ２ｓ－１＋( ｜｜｜ ∂ｔＧ ｜｜｜ ｓ－２＋ ｜｜｜∇Ｇ ｜｜｜ ｓ－２)≤０

因为
ｄ
ｄｔ ∑

ｋ＋｜ α｜≤ｓ
ａｋꎬα(‹Ａ０Ｗ１

ｋꎬαꎬＷ１
ｋꎬα›＋Ｒ( ｜｜ Ｆｋꎬα ｜｜ ２ ＋ ｜｜ Ｇｋꎬα ｜｜ ２))与 ｜｜｜Ｗ ｜｜｜ ２ｓ 等价ꎬ所以将(７５)在[０ꎬｔ]上积分

可得:

｜｜｜Ｗ( ｔ) ｜｜｜ ２ｓ ＋ ∫ｔ
０
( ｜｜｜Ｗ( ) ｜｜｜ ２ｓ ＋Ｒ ｜｜｜Ｆ ｜｜｜ ２ｓ－１＋Ｒ ｜｜｜ ∂ｔＧ ｜｜｜ ｓ－２＋Ｒ ｜｜｜∇Ｇ ｜｜｜ ｓ－２)ｄ ≤Ｃ ｜｜｜Ｗ(０) ｜｜｜ ２ｓ . (７６)

方程组(２１)可以写成:
∂ｔＷ＝ ｆ(ｘꎬＷꎬ∂ｘＷ)ꎬ ｆ是一个光滑函数且 ｆ(ｘꎬ０ꎬ０)＝ ０ (７７)

由引理 １ 可知:
｜｜｜Ｗ(０) ｜｜｜ ｓ≤Ｃ ｜｜Ｗ０ ｜｜ ｓ . (７８)

(７１)－(７８)证明了整体解的存在性和(６５)－(６７) .
此外ꎬ由(７６)可知ꎬ当 ｋ＋ ｜β ｜≤ｓ－１ 时ꎬ有

∂ｋｔ ∂β
ｘＷ∈Ｌ∞(０ꎬ＋∞ ꎻＬ２(Ｔ３))ꎬ∂ｔ(∂ｋｔ ∂β

ｘＷ)∈Ｌ∞(０ꎬ＋∞ ꎻＬ２(Ｔ３)) .
则

∂ｋｔ ∂β
ｘＷ∈Ｗ１ꎬ∞(０ꎬ＋∞ ꎻＬ２(Ｔ３))ꎬ∀ｋ＋ ｜β ｜≤ｓ－１.

所以:
∂ｋｔ ∂β

ｘ(ｑ－􀭰ｑꎬｕꎬθ－θＬꎬＥ－􀭺Ｅ)∈Ｌ２(０ꎬ＋∞ ꎻＬ２(Ｔ３))ꎬ∀ｋ＋ ｜α ｜≤ｓ－１.
得到:

∂ｋｔ ∂β
ｘ(ｑ－􀭰ｑꎬｕꎬθ－θＬꎬＥ－􀭺Ｅ)∈Ｌ２(０ꎬ＋∞ ꎻＬ２(Ｔ３))∩Ｗ１ꎬ∞(０ꎬ＋∞ ꎬＬ２(Ｔ３))∀ｋ＋ ｜β ｜≤ｓ－１.

则(６８)和(６９)得证. 同理ꎬ因为 􀭺Ｂ 是一个常数向量ꎬ则有

∂ｋｔ ∂β
ｘＢ∈Ｌ２(０ꎬ＋∞ ꎻＬ２(Ｔ３))∩Ｗ１ꎬ∞(０ꎬ＋∞ ꎬＬ２(Ｔ３))ꎬ∀１≤ｋ＋ ｜β ｜≤ｓ－１.

所以(７０)得证.
致谢:感谢法国克莱费朗大学彭跃军教授给予的有益讨论.
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