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对合 ＢＣＫ－代数与交换可剩余半群

杨闻起

(宝鸡文理学院数学与信息科学学院ꎬ陕西 宝鸡 ７２１０１３)

[摘要] 　 引入对合 ＢＣＫ－代数的伴随序半群和可剩余序半群的伴随 ＢＣＫ－代数的概念ꎬ给出了它们之间的关系

和性质ꎬ由此表明了 ＢＣＫ－代数与序半群相互间的联系.
[关键词] 　 ＢＣＫ－代数ꎬ对合 ＢＣＫ－代数ꎬ交换可剩余半群ꎬ伴随序半群ꎬ伴随 ＢＣＫ－代数
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１９６６ 年ꎬ日本数学家 Ｉｓｅｋｉ Ｋ 以逻辑中的蕴含运算和集合中的差运算为基础ꎬ引入了 ＢＣＫ－代数和 ＢＣＩ－
代数[１]ꎬ由于它们是比较广泛的逻辑代数ꎬ曾得到国内外学者的关注ꎬ现已形成了比较完整的理论体

系[２－３] . 在 ＢＣＩ－代数的研究中ꎬＢＣＩ－代数与序半群之间有紧密的联系ꎬ文[４]中已有全面的论述. 那么ꎬＢＣＫ－
代数与序半群的关系如何? 本文通过引入对合 ＢＣＫ－代数的伴随序半群ꎬ表明对合 ＢＣＫ－代数都可以导出一

个交换可剩余序半群ꎬ还通过引入可剩余序半群的伴随 ＢＣＫ－代数的概念ꎬ表明每个可剩余序半群又可以导

出一个 ＢＣＫ－代数.

１　 预备知识

便于论述ꎬ我们先给出已有的概念和结论.
文[１]最早引入了双 Ｂ 代数ꎬ后来文[３]等价地简化为:
定义 １[３] 　 设(Ｘꎬ∗ꎬ０)是(２ꎬ０)型代数ꎬ如果∀ｘꎬｙꎬｚ∈Ｘꎬ满足

(１)((ｘ∗ｙ)∗(ｘ∗ｚ))∗( ｚ∗ｙ)＝ ０ꎬ
(２)ｘ∗０＝ ｘꎬ
(３)ｘ∗ｙ＝ ０ 且 ｙ∗ｘ＝ ０⇒ｘ＝ ｙꎬ
那么ꎬ称 Ｘ是一个 ＢＣＩ－代数ꎬ记为(Ｘꎬ∗ꎬ０)ꎬ如果一个 ＢＣＩ－代数 Ｘ还满足

(４)０∗ｘ＝ ０.
那么ꎬ称 Ｘ是 ＢＣＫ－代数ꎬ在不致混淆时也记为 Ｘ. 在 ＢＣＩ(ＢＣＫ)代数(Ｘꎬ∗ꎬ０)中ꎬ令 ｘ≤ｙ⇔ｘ∗ｙ＝ ０ꎬ

那么ꎬ≤是 Ｘ上的偏序ꎬ且 ０ 为该偏序的极小元(最小元)ꎬ称≤是 ＢＣＩ(ＢＣＫ)代数(Ｘꎬ∗ꎬ０)的自然偏序.
引理 １[２－３] 　 在 ＢＣＫ－代数(Ｘꎬ∗ꎬ０)中ꎬ≤为它的自然偏序ꎬ∀ｘꎬｙꎬｚ∈Ｘꎬ有
(１)(ｘ∗(ｘ∗ｙ))∗ｙ＝ ０ꎬ即 ｘ∗(ｘ∗ｙ)≤ｙꎬ
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(２)ｘ∗ｘ＝ ０ꎬ
(３)ｘ≤ｙ⇒ｚ∗ｙ≤ｚ∗ｘꎬｘ∗ｚ≤ｙ∗ｚꎬ
(４)(ｘ∗ｙ)∗ｚ＝(ｘ∗ｚ)∗ｙꎬ
(５)(ｘ∗ｙ)∗ｘ＝ ０ꎬ即 ｘ∗ｙ≤ｘ.
定义 ２[２－３] 　 在 ＢＣＫ－代数 Ｘ中ꎬ如果存在 １∈Ｘꎬ使∀ｘ∈Ｘꎬ有 ｘ≤１ꎬ称 １ 为 Ｘ 的最大元ꎬ存在最大元

的 ＢＣＫ－代数叫有界的ꎬ并记 Ｎｘ＝ １∗ｘ.
引理 ２[２－３] 　 设 １ 是有界 ＢＣＫ－代数的最大元ꎬ∀ｘꎬｙ∈Ｘꎬ有
(１)ｙ≤ｘꎬＮｘ∗ｙ＝Ｎｙ∗ｘꎬ
(２)ＮＮ(ｘ)≤ｘ.
定义 ３[２－３] 　 设 Ｘ是有界 ＢＣＫ－代数ꎬ如果对任意 ｘ∈Ｘꎬ有 ＮＮ(ｘ)＝ ｘꎬ称 Ｘ是对合 ＢＣＫ－代数.
引理 ３[２－３] 　 设 Ｘ是 ＢＣＫ－代数ꎬ则以下命题等价:
(１)Ｘ是对合的ꎬ
(２)Ｎｙ∗Ｎｘ＝ ｘ∗ｙꎬ
(３)ｘ∗Ｎｙ＝ ｙ∗Ｎｘ.
另外ꎬ我们知道ꎬ半群与序结构相交融形成了序半群ꎬ文[５]对序半群理论作了全面的论述.
定义 ４[５] 　 设 Ｓ是半群ꎬ≤ 为 Ｓ上的偏序ꎬ∀ａꎬｂꎬｃ∈Ｓꎬ如果 ａ≤ｂꎬ必有

ａｃ≤ｂｃꎬｃａ≤ｃｂꎬ
称 Ｓ为序半群ꎬ记为(Ｓꎬ􀅰ꎬ≤) . 在不致混淆时ꎬ也记为 Ｓ.
设 １∈Ｓꎬ如果∀ａ∈Ｓꎬ有 １ａ＝ａ１＝ａꎬ称 １ 为 Ｓ的幺元. 设 ｘꎬｙ是序半群 Ｓ中的元素ꎬ如果集合

{ ｚ∈Ｓ ｜ ｚｘ≤ｙ}({ ｚ∈Ｓ ｜ ｘｚ≤ｙ})
非空ꎬ且有最大元ꎬ记为 ｙ:ｘ(ｙ::ｘ)ꎬ我们称 ｙ:ｘ(ｙ::ｘ)为 ｙ关于 ｘ的左(右)剩余. 如果 Ｓ 中的任意两个元

素均有左剩余和右剩余ꎬ称 Ｓ为可剩余半群.
在交换可剩余半群中左剩余与右剩余等价ꎬ且有

引理 ４[５] 　 在交换可剩余半群 Ｓ中ꎬ∀ｘꎬｙꎬｚ∈Ｓꎬ有
(１)(ｙ:ｘ)ｘ＝ ｘ(ｙ:ｘ)≤ｙꎬ
(２) ｚｘ≤ｙ⇒ｚ≤ｙ:ｘꎬ
(３)ａ≤ｂ⇒∀ｘ∈Ｓꎬａ:ｘ≤ｂ:ｘꎻｘ:ｂ≤ｘ:ａꎬ
(４)ｙ≤ｘ:(ｘ:ｙ)ꎬ
(５)ｘ:ｙｚ＝(ｘ:ｙ):ｚ.

２　 结论

我们先由对合 ＢＣＫ－代数的运算导出一种新运算.
定理 １　 设(Ｘꎬ∗ꎬ０)是以 １ 为上界的对合 ＢＣＫ－代数ꎬ规定:ｘｙ＝ ｘ∗Ｎｙꎬ则
(１)ｘｙ＝ ｙｘꎬ
(２)(ｘｙ) ｚ＝ ｘ(ｙｚ)ꎬ
(３)ｘ≤ｙ⇒ｘｚ≤ｙｚꎬ
(４)１ｘ＝ ｘꎬ０ｘ＝ ０ꎬｘＮｘ＝ ０.
证明　 (１)由引理 ３ 中的式(３)可得 ｘｙ＝ ｘ∗Ｎｙ＝ ｙ∗Ｎｘ＝ ｙｘ.
(２)由引理 １ 中的式(４)可得

(ｘｙ) ｚ＝ ｙｘ∗Ｎｚ＝(ｙ∗Ｎｘ)∗Ｎｚ＝(ｙ∗Ｎｚ)∗Ｎｘ＝(ｙｚ)ｘ＝ ｘ(ｙｚ) .
(３)设 ｘ≤ｙꎬ由引理 １ 中的式(３)可得 ｘ∗Ｎｚ≤ｙ∗Ｎｚꎬ即 ｘｚ≤ｙｚ.
(４)由于 Ｘ是对合 ＢＣＫ－代数ꎬ有

１ｘ＝ １∗(Ｎｘ)＝ ＮＮｘ＝ ｘꎬ０ｘ＝ ０∗Ｎｘ＝ ０ꎬｘＮｘ＝ ｘ∗ＮＮｘ＝ ｘ∗ｘ＝ ０.
根据定理 １ 中的乘法运算ꎬ便可由对合 ＢＣＫ－代数导出交换可剩余序半群.
定理 ２　 设(Ｘꎬ∗ꎬ０)是以 １ 为最大元的对合 ＢＣＫ－代数ꎬ规定:ｘｙ ＝ ｘ∗Ｎｙꎬ那么 Ｘ 关于该乘法作成以
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１ 为幺元的交换可剩余序半群ꎬ且 ｂ:ａ＝Ｎ(ａ∗ｂ) .
证明　 由定理 １ 直接可得ꎬ(Ｘꎬ􀅰ꎬ１)是以 １ 为幺元的交换序半群. 下面证明它是可剩余的.
∀ａꎬｂ∈Ｘꎬ首先ꎬ由定义 ３ 和引理 １ 得 ａＮ(ａ∗ｂ)＝ ａ∗ＮＮ(ａ∗ｂ)＝ ａ∗(ａ∗ｂ)≤ｂ. 其次ꎬ设 ａｘ≤ｂꎬ即

ａ∗Ｎｘ＝ａ∗(１∗ｘ)≤ｂꎬ从而(ａ∗(１∗ｘ))∗ｂ ＝ ０ꎬ由引理 １ 中的式(４)可得(ａ∗ｂ)∗(１∗ｘ)＝ ０ꎬ即 ａ∗ｂ≤
１∗ｘꎬ再由引理 １ 的式(３)得

ｘ＝ １∗(１∗ｘ)≤１∗(ａ∗ｂ)＝ Ｎ(ａ∗ｂ)ꎬ
故 Ｎ(ａ∗ｂ)＝ ｂ:ａꎬ则(Ｘꎬ􀅰ꎬ≤ꎬ１)是可剩余半群.

定义 ５　 设(Ｘꎬ∗ꎬ０)是以 １ 为最大元的对合 ＢＣＫ－代数ꎬ规定:ｘｙ ＝ ｘ∗Ｎｙꎬ把定理 ２ 中导出的以 １ 为

幺元的交换可剩余半群(Ｘꎬ􀅰ꎬ≤ꎬ１)称做 ＢＣＫ－代数(Ｘꎬ∗ꎬ０)的伴随序半群.
推论 １　 设(Ｘꎬ∗ꎬ０)是以 １ 为最大元的对合 ＢＣＫ－代数ꎬ则它的伴随序半群(Ｘꎬ􀅰ꎬ１)是群当且仅当 Ｘ

是平凡 ＢＣＫ－代数.
证明　 如果(Ｘꎬ􀅰ꎬ１)是群ꎬ则∀ｘ∈Ｘꎬ∃ｙ∈Ｘꎬ使得 ｘｙ ＝ ｘ∗Ｎｙ ＝ ｘ∗(１∗ｙ)＝ １ꎬ由引理 １ 中的式(５)

知ꎬ１＝ ｘ∗(１∗ｙ)≤ｘꎬ但是 １ 为最大元ꎬ故 ｘ＝ １ꎬ从而 Ｘ中只有一个元素. 反过来显然成立.
下面讨论定理 ２ 的逆问题ꎬ即由含幺交换可剩余半群ꎬ如何导出 ＢＣＫ－代数.
定理 ３　 设(Ｓꎬ􀅰ꎬ≤ꎬ１)是以 １ 为幺元的交换可剩余序半群ꎬ且 １ 为最大元ꎬａ:ｂ表示 ａ关于 ｂ的剩余ꎬ

那么(Ｓꎬ:ꎬ１)是 ＢＣＫ－代数ꎬ且该 ＢＣＫ－代数的自然偏序是序半群中偏序的对偶.
证明　 ∀ｘꎬｙꎬｚ∈Ｓꎬ有
(１)如果 ｘ:ｙ＝ １ꎬ那么 ｙ１≤ｘꎬ即 ｙ≤ｘ. 反过来ꎬ如果 ｙ≤ｘꎬ即 ｙ１≤ｘꎬ从而 １≤ｘ:ｙꎬ但 １ 为最大元ꎬ故

ｘ:ｙ＝ １. 从而 ｘ:ｙ＝ １ 当且仅当 ｙ≤ｘꎬ进而 ｘ:ｙ＝ １ꎬｙ:ｘ＝ １ 当且仅当 ｘ＝ ｙ.
(２)设 ｘ:１＝ ｙꎬ即 ｙ＝ ｙ１≤ｘꎬ由于 １ｘ＝ ｘ≤ｘꎬ故 ｘ≤ｘ:１＝ ｙꎬ所以 ｘ＝ ｙꎬ从而有 ｘ:１＝ ｘ.
(３)设 ｘ:ｙ＝ｕꎬｘ:ｚ＝ ｖꎬｚ:ｙ＝ｗꎬ则

ｕｙ＝ ｙｕ≤ｘꎬｖｚ＝ ｚｖ≤ｘꎬｗｙ＝ ｙｗ≤ｚ.
故 ｖｗｙ≤ｖｚ≤ｘꎬ有 ｗｖ＝ ｖｗ≤ｘ:ｙ＝ｕꎬｗ≤ｕ:ｖꎬ由(１)知(ｕ:ｖ):ｗ＝ １ꎬ即

((ｘ:ｙ):(ｘ:ｚ)):( ｚ:ｙ)＝ １.
(４)由于 １ 是幺元和最大元ꎬ即∀ｘ∈Ｓꎬ有 ｘ１＝ ｘ≤１ꎬ所以ꎬ１≤１:ｘꎬ再由 １ 是最大元知ꎬ１:ｘ＝ １.
由定义 １ 知ꎬ(Ｓꎬ:ꎬ１)是 ＢＣＫ－代数. 由于 ＢＣＫ－代数(Ｓꎬ:ꎬ１)的自然偏序为 ｘ≤′ｙ⇔ｘ:ｙ ＝ ０ꎬ但由以上

(１)的证明过程知 ｘ:ｙ＝ １⇔ｙ≤ｘꎬ所以 ｘ≤′ｙ⇔ｙ≤ｘꎬ即序半群(Ｓꎬ􀅰ꎬ≤ꎬ１)中的偏序与它的伴随 ＢＣＫ－代数

(Ｓꎬ:ꎬ１)的自然偏序互相对偶.
定义 ６　 设(Ｓꎬ􀅰ꎬ≤ꎬ１)是一个以 １ 为幺元的交换可剩余半群ꎬ且 １ 为最大元ꎬａ:ｂ 表示 ａ 关于 ｂ 的剩

余ꎬ把定理 ３ 中的 ＢＣＫ－代数(Ｓꎬ:ꎬ１)叫做序半群(Ｓꎬ􀅰ꎬ≤ꎬ１)的伴随 ＢＣＫ－代数.
推论 ２　 设(Ｓꎬ􀅰ꎬ≤ꎬ１)是一个以 １ 为幺元的交换可剩余半群ꎬ且 １ 为最大元ꎬｍ 为最小元ꎬ则它的伴

随 ＢＣＫ－代数(Ｓꎬ:ꎬ１)是对合的.
证明　 显然ꎬｍ 是伴随 ＢＣＫ－代数(Ｓꎬ:ꎬ１)的最大元ꎬ故(Ｓꎬ:ꎬ１)有界. ∀ｘ∈Ｓꎬ由引理 ４ 中的式(４)

知ꎬｘ≤ｍ:(ｍ:ｘ)ꎬ又由引理 １ 中的公式 １ 知ꎬｍ:(ｍ:ｘ)≤ｘꎬ故 ＮＮｘ＝ｍ:(ｍ:ｘ)＝ ｘꎬ即(Ｓꎬ:ꎬ１)是对合的.
定理 ４　 设对合 ＢＣＫ－代数(Ｘꎬ∗ꎬ０)的伴随序半群为(Ｘꎬ􀅰ꎬ≤ꎬ１)ꎬ那么序半群(Ｘꎬ􀅰ꎬ≤ꎬ１)的伴随

ＢＣＫ－代数(Ｘꎬ:ꎬ１)与(Ｘꎬ∗ꎬ０)同构.
证明　 由于对合 ＢＣＫ－代数(Ｘꎬ∗ꎬ０)的伴随序半群为(Ｘꎬ􀅰ꎬ≤ꎬ１)ꎬ∀ｘꎬｙ∈Ｘꎬ由定理 ２ 知ꎬ它的剩余

运算为:ｘ:ｙ＝Ｎ(ｙ∗ｘ) . 设 ｆ(ｘ)＝ Ｎｘ(∀ｘ∈Ｘ)ꎬ如果 Ｎｘ＝Ｎｙꎬ那么 ＮＮｘ＝ＮＮｙꎬ由于 ＢＣＫ－代数(Ｘꎬ∗ꎬ０)是
对合的ꎬ故 ｘ＝ ｙꎬ即 ｆ是单射. ∀ｘ∈Ｘꎬ令 ａ＝Ｎｘꎬ那么ꎬｆ(ａ)＝ ＮＮｘ ＝ ｘꎬ故 ｆ是双射. ∀ｘꎬｙ∈Ｘꎬ有 ｆ(ｘ)＝ Ｎｘꎬ
ｆ(ｙ)＝ Ｎｙꎬｆ(ｘ∗ｙ)＝ Ｎ(ｘ∗ｙ)＝ ｙ:ｘ. 由于 ＢＣＫ－代数(Ｘꎬ∗ꎬ０)是对合的ꎬ由定理 ２ 和引理 ３ 得

ｆ(ｘ):ｆ(ｙ)＝ Ｎｘ:Ｎｙ＝ ＝Ｎ(Ｎｙ∗Ｎｘ)＝ Ｎ(ｘ∗ｙ)＝ ｙ:ｘ.
故 ｆ(ｘ∗ｙ)＝ ｆ(ｘ):ｆ(ｙ)ꎬ故 ｆ是同构映射ꎬ即(Ｘꎬ:ꎬ１)≅(Ｘꎬ∗ꎬ０) .

定理 ５　 设(Ｓꎬ􀅰ꎬ≤ꎬ１)是一个以 １ 为幺元的交换可剩余半群ꎬ且 １ 为最大元ꎬｍ 为最小元ꎬ它的伴随

ＢＣＫ－代数为(Ｓꎬ:ꎬ１)ꎬ且 ＢＣＫ－代数(Ｓꎬ:ꎬ１)的伴随序半群为(Ｓꎬ°ꎬ≤′ꎬｍ)ꎬ那么(Ｓꎬ°ꎬ≤′ꎬｍ)≅(Ｓꎬ􀅰ꎬ≤ꎬ１) .
证明　 由推论 ２ 知ꎬ伴随 ＢＣＫ－代数(Ｓꎬ:ꎬ１)是对合的ꎬ且 ｍ是最大元ꎬ故 Ｎｘ＝ｍ:ｘ. 设 ｆ(ｘ)＝ Ｎｘ(∀ｘ∈
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Ｓ)ꎬ如果 Ｎｘ＝Ｎｙꎬ那么 ＮＮｘ＝ＮＮｙꎬ由于 ＢＣＫ－代数(Ｓꎬ:ꎬ１)是对合的ꎬ故 ｘ＝ｙꎬ即 ｆ 是单射. ∀ｘ∈Ｓꎬ令 ａ ＝Ｎｘꎬ
那么ꎬｆ(ａ)＝ ＮＮｘ＝ｘꎬ故 ｆ是 Ｓ上的双射变换. ∀ｘꎬｙ∈Ｓꎬ有 ｆ(ｘ)＝ Ｎｘꎬｆ(ｙ)＝ Ｎｙꎬ由引理 ４ 中的式(５)得

ｆ(ｘｙ)＝ Ｎ(ｘｙ)＝ ｍ:ｘｙ＝(ｍ:ｘ):ｙ.
另外ꎬ由定理 ２ 可得

ｆ(ｘ)°ｆ(ｙ)＝ Ｎｘ°Ｎｙ＝Ｎｘ:ＮＮｙ＝Ｎｘ:ｙ＝(ｍ:ｘ):ｙ.
故 ｆ(ｘｙ)＝ ｆ(ｘ)°ｆ(ｙ) . 再设 ｘ≤ｙꎬ由引理 ４ 中的式(３)知ꎬｍ:ｙ＝ｍ:ｘꎬ即 Ｎｙ≤Ｎｘꎬ故 ｆ(ｘ)≤′ｆ(ｙ)ꎬ故 ｆ是序

半群(Ｓꎬ􀅰ꎬ≤ꎬ１)到(Ｓꎬ°ꎬ≤′ꎬｍ)的同构映射.
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