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Ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ 迹的不等式注记

杨兴东ꎬ苏润青ꎬ徐玮玮ꎬ刘诗卉ꎬ丁三芹

(南京信息工程大学数学与统计学院ꎬ江苏 南京 ２１００４４)

[摘要] 　 通过矩阵分块ꎬ利用矩阵特征值与奇异值的性质ꎬ研究 Ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ 迹的不等式ꎬ推广了相关文献矩

阵乘积之迹的不等式ꎬ并对有关文献作了补充.
[关键词] 　 Ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ 不等式ꎬ特征值ꎬ奇异值ꎬ迹ꎬＦｒｏｂｅｎｉｕｓ 范数

[中图分类号]Ｏ１５１.２１　 [文献标志码]Ａ　 [文章编号]１００１－４６１６(２０１８)０１－０００５－０４

Ａ Ｎｏｔｅ ｏｎ Ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ’ｓ Ｔｒａｃｅ Ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ
Ｙａｎｇ ＸｉｎｇｄｏｎｇꎬＳｕ ＲｕｎｑｉｎｇꎬＸｕ ＷｅｉｗｅｉꎬＬｉｕ ＳｈｉｈｕｉꎬＤｉｎｇ Ｓａｎｑｉｎ

(Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ ＳｔａｔｉｓｔｉｃｓꎬＮａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ ＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙꎬＮａｎｊｉｎｇ ２１００４４ꎬＣｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ:Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒꎬｔｈｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｏｆ Ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ ｔｒａｃｅ ｗａｓ ｓｔｕｄｉｅｄ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ ｄｉｖｉｄｅｄ ｉｎｔｏ
ｂｌｏｃｋｓꎬｓｉｎｇｕｌａｒ ｖａｌｕｅ ａｎｄ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ. Ａｓ ａ ｒｅｓｕｌｔꎬｔｈｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ ｐｒｏｄｕｃｔ ｔｒａｃｅ ｗｅｒｅ ｉｍｐｒｏｖｅｄ
ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｃｅｒｔａｉｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ. Ｂｅｓｉｄｅｓꎬｔｈｅ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ ｗｅｒｅ ｅｘｔｅｎｄｅｄ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:Ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙꎬｅｉｇｅｎｖａｌｕｅꎬｓｉｎｇｕｌａｒ ｖａｌｕｅꎬｔｒａｃｅꎬＦｒｏｂｅｎｉｕｓ ｎｏｒｍ

本文中ꎬ设 ａꎬｂ为实数ꎬＲｅ ｘ表示复数 ｘ＝ａ＋ｉｂ的实部ꎬ即 Ｒｅ ｘ＝ａꎬＩｍ ｘ＝ ｂ表示复数 ｘ的虚部. Ｍｍ×ｎ表

示 ｍ行 ｎ 列复矩阵的集合. Ｉ 为单位矩阵ꎬＡＨ 表示 Ａ 的共轭转置矩阵. 如果 Ａ ＝ＡＨꎬ则称 Ａ 为 Ｈｅｒｉｍｉｔｅ
阵. 设 λ ｉ(Ａ)( ｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬｎ)为 ｎ阶矩阵 Ａ 的特征值ꎬ当 Ａ 为 Ｈｅｒｉｍｉｔｅ 阵ꎬ且 λ ｉ(Ａ)≥０( ｉ ＝ １ꎬ􀆺ꎬｎ)时ꎬ则 Ａ
称为 Ｈｅｒｉｍｉｔｅ 半正定阵. σｉ(Ａ)表示 Ａ 的奇异值( ｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬｎ) . 用 ｄｉａｇ(ｄ１ꎬ􀆺ꎬｄｎ)表示对角元素为 ｄ１ꎬ􀆺ꎬ
ｄｎ 的对角矩阵. 记 Ｍｍ×ｎ上的矩阵 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 范数为

‖Ａ‖Ｆ ＝( ｔｒ ＡＨＡ) １ / ２ ＝ ∑
ｉꎬｊ
｜ ａｉｊ ｜ ２( )

１ / ２
ꎬ　 Ａ＝(ａｉｊ)∈Ｍｍ×ｎ .

这里 ｔｒ Ａ 表示矩阵 Ａ 的迹.
关于矩阵的迹ꎬ１９３７ 年ꎬＶｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ 提出了著名不等式[１]

｜ ｔｒ(ＡＢ) ｜≤ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
σｉ(Ａ)σｉ(Ｂ)ꎬ

式中ꎬＡꎬＢ 是 ｎ×ｎ阶复矩阵. 此不等式不仅在数学分支如数值代数中具有重要意义ꎬ而且在信号处理、通
信工程、系统工程等学科中也有着广泛的应用ꎬ国内外学者对此不等式的研究十分活跃[１－１５] .

１９７５ 年ꎬＭｉｒｓｋｙ Ｌ 推广了 Ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ 迹的不等式ꎬ用双随机矩阵的性质在文献[２－３]中证明了如下

等式

ｓｕｐ
ＵꎬＶ

Ｒｅ ｔｒ ＵＡＶＢ＝ｓｕｐ
ＵꎬＶ

｜ ｔｒ ＵＡＶＢ ｜ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
σｉ(Ａ)σｉ(Ｂ)ꎬ (１)

式中ꎬＵꎬＶ 为酉矩阵ꎬＡꎬＢ 为 ｎ阶复矩阵.
１９７９ 年ꎬＭａｒｓｈａｌｌ 和 Ｏｌｋｉｎ 在文献[４]中利用控制不等式的性质对式(１)给出重新证明并作了进一步

推广.
２００３ 年ꎬＢｅｎ￣Ｉｓｒａｌ 和 Ｇｒｅｖｉｌｌｅ 给出不等式[５]

—５—
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Ｒｅ ｔｒ (ＨＷ)≤ｔｒ Ｈꎬ (２)
式中ꎬＨ 为任意的 Ｈｅｒｉｍｉｔｅ 半正定阵ꎬＷ 为酉矩阵.

设 Ａ∈Ｍｍ×ｎꎬ则 Ａ 的奇异值分解为[６]

Ａ＝Ｐ(Σ １ꎬＯ)Ｑꎬ (３)
式中ꎬΣ １ ＝ｄｉａｇ(σ１(Ａ)ꎬ􀆺ꎬσｍ(Ａ))ꎬσ１(Ａ)≥􀆺≥σｍ(Ａ)≥０. Ｏ 为 ｍ×(ｎ－ｍ)零矩阵. ＰꎬＱ 分别为 ｍꎬｎ阶
酉矩阵.

设 Ｂ∈Ｍｎ×ｍꎬ则 Ｂ 的奇异值分解为[６]

Ｂ＝Ｒ
Σ２

Ｏ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓꎬ (４)

式中ꎬΣ ２ ＝ｄｉａｇ(σ１(Ｂ)ꎬ􀆺ꎬσｍ(Ｂ))ꎬσ１(Ｂ)≥􀆺≥σｍ(Ｂ)≥０. ＲꎬＳ 分别为 ｎꎬｍ阶酉矩阵.
事实上ꎬ因为对于 ｍ×ｎ矩阵 Ａ 和 ｎ×ｍ矩阵 Ｂꎬ总有 ｔｒ(ＡＢ)＝ ｔｒ(ＢＡ)ꎬ所以不妨设 ｍ≤ｎꎬ故本文中的

奇异值分解假定 ｍ≤ｎ.
２００７ 年ꎬＫｏｍａｒｏｆｆ Ｎ 通过分解式(３)与(４)就 ｎ 阶复方阵 Ａ、Ｂ 对 Ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ 不等式给出进一步的

推广ꎬ获得如下不等式[７]

Ｒｅ ｔｒ (ＶＡＷＢ)≤ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ Ｒｅ λ ｉ(Ｔ) ｜σｉ(Ａ)σｉ(Ｂ)ꎬ (５)

Ｉｍ ｔｒ(ＶＡＷＢ)≤ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ Ｉｍ λ ｉ(Ｔ) ｜σｉ(Ａ)σｉ(Ｂ)ꎬ (６)

式中ꎬＴ＝ＶＰＱＷＲＳ. 显然ꎬ当 Ｖ＝Ｂ＝ Ｉｎ 时ꎬ式(５)与(６)分别为

Ｒｅ ｔｒ (ＡＷ)≤ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ Ｒｅ λ ｉ(Ｔ) ｜σｉ(Ａ)ꎬ (７)

Ｉｍ ｔｒ(ＡＷ)≤ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ Ｉｍ λ ｉ(Ｔ) ｜σｉ(Ａ)ꎬ (８)

式中ꎬＴ＝ＰＱＷ.
本文讨论 Ａ∈Ｍｍ×ｎꎬＢ∈Ｍｎ×ｍ的一般情形ꎬ推广式(５)－(８)ꎬ给出矩阵乘积之迹的另一表达式. 所获结

论在数值代数等领域将会有重要应用.
本文需要如下引理.
引理 １[８] 　 设 Ａ、Ｂ 为 ｎ阶矩阵ꎬ则 ＡＢ 与 ＢＡ 有相同的特征值和迹.

１　 主要结论

定理 １　 设 Ａ∈Ｍｍ×ｎꎬＢ∈Ｍｎ×ｍꎬＷ 为 ｎ阶酉矩阵ꎬＶ 为 ｍ阶酉矩阵ꎬＡ、Ｂ 的奇异值分解如式(３)、(４)
所示ꎬｍ≤ｎꎬ则

Ｒｅ ｔｒ (ＶＡＷＢ)≤ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
｜ Ｒｅ λ ｉ(􀭹Ｔ) ｜σｉ(Ａ)σｉ(Ｂ)ꎬ (９)

Ｉｍ ｔｒ(ＶＡＷＢ)≤ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
｜ Ｉｍ λ ｉ(􀭹Ｔ) ｜σｉ(Ａ)σｉ(Ｂ)ꎬ (１０)

式中ꎬ􀭹Ｔ＝ＱＷＲ
ＳＶＰ Ｏ
Ｏ Ｉｎ－ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

证　 ＶꎬＰꎬＳ 如分解式(３)与(４)所设ꎬ令 􀭾Ｖ ＝
Ｖ Ｏ
Ｏ Ｉｎ－ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ􀭹Ｐ ＝

Ｐ Ｏ
Ｏ Ｉｎ－ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ􀭹Ｓ ＝

Ｓ Ｏ
Ｏ Ｉｎ－ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ则 􀭾Ｖꎬ􀭹Ｐꎬ􀭹Ｓ 为 ｎ

阶酉矩阵. 设 􀭾Ａ＝
Ａ
Ｏ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Ｍｎ×ｎꎬ􀭾Ｂ＝(ＢꎬＯ)∈Ｍｎ×ｎꎬＯ 为相应的零矩阵. 则由分解式(３)与(４)得

􀭾Ａ＝
Ｐ(Σ １ꎬＯ)Ｑ

Ｏ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≜

ＰΣ １ Ｏ
Ｏ Ｏ

æ

è
ç

ö

ø
÷Ｑ＝􀭹Ｐ

Σ １ Ｏ
Ｏ Ｏ

æ

è
ç

ö

ø
÷Ｑꎬ

􀭾Ｂ＝ Ｒ
Σ ２

Ｏ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳꎬＯ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≜Ｒ

Σ ２Ｓ Ｏ
Ｏ Ｏ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝Ｒ

Σ ２ Ｏ
Ｏ Ｏ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 􀭹Ｓꎬ

—６—
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且 σｉ(􀭾Ａ)＝ σｉ(Ａ)ꎬσｉ(􀭾Ｂ)＝ σｉ(Ｂ) . 令 􀭹Ｔ１ ＝􀭾Ｖ􀭹ＰＱＷＲ􀭹Ｓꎬ则 􀭹Ｔ１ 为酉矩阵. 由引理 １ 得

λ(􀭹Ｔ１)＝ λ(􀭾Ｖ􀭹ＰＱＷＲ􀭹Ｓ)＝ λ(ＱＷＲ􀭹Ｓ􀭾Ｖ􀭹Ｐ)＝ λ ＱＷＰ
ＳＶＰ Ｏ
Ｏ Ｉｎ－ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝λ(􀭹Ｔ) .

于是由式(５)ꎬ我们有

Ｒｅ ｔｒ (ＶＡＷＢ)＝ ｔｒ
ＶＡＷＢ Ｏ

Ｏ Ｏ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝Ｒｅ ｔｒ

Ｖ Ｏ
Ｏ Ｉｎ－ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ａ
Ｏ

æ

è
ç

ö

ø
÷Ｗ(Ｂ　 Ｏ)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ Ｒｅ ｔｒ (􀭾Ｖ􀭾ＡＷ􀭾Ｂ)≤

∑
ｍ

ｉ ＝ １
｜ Ｒｅ λ ｉ(􀭹Ｔ１) ｜σｉ(􀭾Ａ)σｉ(􀭾Ｂ)＝ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
｜ Ｒｅ λ ｉ(􀭹Ｔ) ｜σｉ(Ａ)σｉ(Ｂ) .

即不等式(９)成立ꎬ同理可证不等式(１０) .
注 １　 同定理 １ 的证明ꎬ当 ｍ≥ｎ时ꎬ有

Ｒｅ ｔｒ (ＶＡＷＢ)≤ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ Ｒｅ λ ｉ(􀭹Ｔ) ｜σｉ(Ａ)σｉ(Ｂ)ꎬ

Ｉｍ ｔｒ(ＶＡＷＢ)≤ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ Ｉｍ λ ｉ(􀭹Ｔ) ｜σｉ(Ａ)σｉ(Ｂ)ꎬ

式中ꎬ􀭹Ｔ＝ＳＶＰ
ＱＷＲ Ｏ
Ｏ Ｉｍ－ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

注 ２　 设 Ｈ 为 ｎ阶 Ｈｅｒｍｉｔｅ 半正定阵ꎬ则存在 ｎ阶矩阵 Ａ∈Ｍｎ×ｎꎬ使 Ｈ＝ＡＡＨ . 注意到

｜ Ｒｅ λ ｉ(Ｗ) ｜≤ ｜λ ｉ(Ｗ) ｜≤１.
我们有

Ｒｅ ｔｒ (ＷＨ)≤ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ Ｒｅ λ ｉ(Ｗ) ｜λ ｉ(ＡＡＨ)≤ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ(Ｈ)＝ ｔｒ Ｈ.

此即不等式(２) .
定理 ２　 设 Ａ∈Ｍｍ×ｎꎬＷ∈Ｍｎ×ｍ为列酉阵ꎬ即 ＷＨＷ＝ Ｉｍꎬ则

Ｒｅ ｔｒ (ＡＷ)≤ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
｜ Ｒｅ λ ｉ(􀭹Ｔ) ｜σｉ(Ａ)ꎬ (１１)

Ｉｍ ｔｒ(ＡＷ)≤ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
｜ Ｉｍ λ ｉ(􀭹Ｔ) ｜σｉ(Ａ)ꎬ (１２)

式中ꎬ􀭹Ｔ＝(ＱＷＰꎬＱＷ⊥)ꎬＷＨＷ⊥ ＝Ｏꎬ(Ｗ⊥)ＨＷ⊥ ＝ Ｉｎ－ｍ .

证　 令 􀭾Ａ＝
Ａ
Ｏ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Ｍｍ×ｎꎬＯ 为(ｎ－ｍ)×ｎ阶零矩阵. 令 􀮃Ｗ ＝ (ＷꎬＷ⊥)ꎬ其中 Ｗ⊥为 ｎ×(ｎ－ｍ)阶列酉阵ꎬ

且 ＷＨＷ⊥ ＝Ｏꎬ则 􀮃Ｗ 为 ｎ阶酉矩阵. 由 Ａ的奇异值分解式(３)得

􀭾Ａ＝􀭹Ｐ
Σ １ Ｏ
Ｏ Ｏ

æ

è
ç

ö

ø
÷Ｑ.

故由式(７)与引理 １ 以及

λ(􀭹Ｔ)＝ λ Ｑ(ＷꎬＷ⊥)
Ｐ Ｏ
Ｏ Ｉｎ－ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝λ(Ｑ􀮃Ｗ􀭹Ｐ)＝ λ(􀭹ＰＱ􀮃Ｗ) .

我们有

Ｒｅ ｔｒ (ＡＷ)＝ Ｒｅ ｔｒ
ＡＷ ＡＷ⊥

Ｏ Ｏ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝Ｒｅ ｔｒ

Ａ
Ｏ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (Ｗ　 Ｗ⊥)æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｒｅ ｔｒ 􀭾Ａ􀮃Ｗ≤

∑
ｍ

ｉ ＝ １
｜ Ｒｅ λ ｉ(􀭹ＰＱ􀮃Ｗ) ｜σｉ(Ａ)＝ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
｜ Ｒｅ λ ｉ(􀭹Ｔ) ｜σｉ(Ａ) .

同理可证式(１２) .
推论 １　 设 Ａ∈Ｍｍ×ｎꎬＶ 为任 ｍ阶酉阵ꎬＷ 为 ｎ×ｍ阶列酉阵ꎬ即 ＷＨＷ＝ Ｉｍ 则

Ｒｅ ｔｒ (ＶＡＷ)≤ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
｜ Ｒｅ λ ｉ(􀭹Ｔ) ｜σｉ(Ａ)ꎬ

—７—
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Ｉｍ ｔｒ(ＶＡＷ)≤ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
｜ Ｉｍ λ ｉ(􀭹Ｔ) ｜σｉ(Ａ)ꎬ

式中ꎬ􀭹Ｔ＝(ＱＷＶＰꎬＱＷ⊥)ꎬＷ⊥为列酉阵ꎬ且 ＷＨＷ⊥ ＝Ｏ.
证　 由引理 １ꎬ我们有 ｔｒ(ＶＡＷ)＝ ｔｒ(ＡＷＶ) . 因为 Ｗ 为 ｎ×ｍ 阶列酉阵ꎬＶ 为 ｍ 阶酉阵. 所以 ＷＶ 为

ｎ×ｍ 阶列酉阵. 于是由定理 ２ 即得所证.
定理 ３　 设 Ａ、Ｂ 为 ｎ阶复矩阵ꎬＶ、Ｗ 为 ｎ阶酉阵ꎬ并设 Ａ、Ｂ 的奇异值分解分别为

Ａ＝ＰΣ １ＱꎬＢ＝ＲΣ ２Ｓꎬ
式中ꎬＰꎬＱꎬＲꎬＳ 为 ｎ阶酉矩阵ꎬ

Σ １ ＝ｄｉａｇ(σ１(Ａ)ꎬ􀆺σｉꎬ(Ａ))ꎬΣ２ ＝ｄｉａｇ(σ１(Ｂ)ꎬ􀆺ꎬσｉ(Ｂ)) .
令 Ｔ＝ＶＲＳＷＱＨＰＨ . 则

‖Ａ－ＶＢＷ‖Ｆ≥ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
[σ ２

ｉ(Ａ) － ２ ｜ Ｒｅ λ ｉ(Ｔ) ｜ σ ｉ(Ａ)σ ｉ(Ｂ) ＋ σ ２
ｉ(Ｂ)] . (１３)

证　 由式(５)有
‖Ａ－ＶＢＷ‖２

Ｆ ＝ ｔｒ[(Ａ－ＶＢＷ)Ｈ(Ａ－ＶＢＷ)] ＝ ｔｒ[ＡＨＡ＋ＷＨＢＨＶＢＷ－((ＶＢＷ)ＨＡ＋ＡＨ(ＶＢＷ))] ＝

ｔｒ(ＡＨＡ＋ＢＨＢ)－ｔｒ[(ＶＢＷ)ＨＡ＋ＡＨ(ＶＢＷ)] ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ(ＡＨＡ)＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ(ＢＨＢ)－２Ｒｅ ｔｒ (ＡＨ(ＶＢＷ))≥

∑
ｎ

ｉ ＝ １
σ２
ｉ(Ａ)＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
σ２
ｉ(Ｂ)－２ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
｜ Ｒｅ λ(Ｔ) ｜σｉ(Ａ)σｉ(Ｂ) .

注意到 ｜ Ｒｅ λ(Ｔ) ｜≤１ꎬ因而有

∑
ｎ

ｉ ＝ １
(σ２

ｉ(Ａ)－２ ｜ Ｒｅ λ(Ｔ) ｜σｉ(Ａ)σｉ(Ｂ)＋σ２
ｉ(Ｂ))≥ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
(σｉ(Ａ)－σｉ(Ｂ)) ２≥０.

所以

‖Ａ－ＶＢＷ‖２
Ｆ≥ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
[σ２

ｉ(Ａ)－２ ｜ Ｒｅ λ ｉ(Ｔ) ｜σｉ(Ａ)σｉ(Ｂ)＋σ２
ｉ(Ｂ)] .

上式两边开方即得证.
注 ３　 令 Ａσ ＝ｄｉａｇ(σ１(Ａ)ꎬ􀆺ꎬσｎ(Ａ))ꎬＢσ ＝ｄｉａｇ(σ１(Ｂ)ꎬ􀆺ꎬσｎ(Ｂ))ꎬ则由定理 ３ 的证明我们有

‖Ａ－ＶＢＷ‖Ｆ≥ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
[σ ２

ｉ(Ａ) － ２ ｜ Ｒｅ λ ｉ(Ｔ) ｜ σ ｉ(Ａ)σ ｉ(Ｂ) ＋ σ ２
ｉ(Ｂ)] ≥

∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ σ ｉ(Ａ) － σ ｉ(Ｂ) ｜ ２ ＝‖Ａσ－Ｂσ‖Ｆ .

而不等式‖Ａ－ＶＢＷ‖Ｆ≥‖Ａσ－Ｂσ‖Ｆ 是文献[１５]定理 ２ 中酉不变范数取 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 范数之情形.

[参考文献]

[１] 　 ＶＯＮ ＮＥＵＭＡＮＮ Ｊ. Ｓｏｍｅ ｍａｔｒｉｘ￣ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ ａｎｄ ｍｅｔｒｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｍａｔｒｉｃ￣ｓｐａｃｅ[Ｊ] . Ｔｏｍｓｋ Ｕｎｉｖ Ｒｅｖꎬ１９３７ꎬ１:２８６－３００.
[２] ＭＩＲＳＫＹ Ｌ. Ｏｎ ｔｈｅ ｔｒａｃｅ ｏｆ ｍａｔｒｉｘ ｐｒｏｄｕｃｔｓ[Ｊ] . Ｍａｔｈｅｍａｔｉｓｃｈｅ ｎａｃｈｒｉｃｈｔｅｎꎬ１９５９ꎬ２０(３ / ６):１７１－１７４.
[３] ＭＩＲＳＫＹ Ｌ. Ａ ｔｒａｃｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｏｆ Ｊｏｈｎ ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ[Ｊ] . Ｍｏｎａｔｓｈｅｆｔｅ ｆüｒ ｍａｔｈｅｍａｔｉｋꎬ１９７５ꎬ７９(４):３０３－３０６.
[４] ＭＡＲＳＨＡＬＬ Ａ ＷꎬＯＬＫＩＮ ＩꎬＡＲＮＯＬＤ Ｂ. Ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ:ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｍａｊｏｒｉｚａｔｉｏｎ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ[Ｍ] . Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ:Ｓｐｒｉｎｇｅｒ

Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｂｕｓｉｎｅｓｓ Ｍｅｄｉａꎬ２０１０:６６－３００.
[５] ＢＥＮ Ｉ ＡꎬＧＲＥＶＩＬＬＥ Ｔ Ｎ Ｅ. Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｉｎｖｅｒｓｅｓ:ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ[Ｍ] . Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ:Ｓｐｒｉｎｇｅｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｂｕｓｉｎｅｓｓ

Ｍｅｄｉａꎬ２００３:２２７－２２９.
[６] ＨＯＲＮ Ｒ ＡꎬＪＯＨＮＳＯＮ Ｃ Ｒ. Ｍａｔｒｉｘ ａｎａｌｙｓｉｓ[Ｍ] . Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ:Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓꎬ２０１２:６７－１４０.
[７] ＫＯＭＡＲＯＦＦ Ｎ. Ｅｎｈａｎｃｅｍｅｎｔｓ ｔｏ ｔｈｅ ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ ｔｒａｃｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ[ Ｊ] . Ｌｉｎｅａｒ ａｌｇｅｂｒａ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓꎬ２００８(４２８):

７３８－７４１.
[８] ＷＩＬＫＩＮＳＯＮ Ｊ Ｈ. Ｔｈｅ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ[Ｍ] . Ｏｘｆｏｒｄ:Ｃｌａｒｅｎｄｏｎ Ｐｒｅｓｓꎬ１９６５:３４－７７.

(下转第 １６ 页)

—８—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



南京师大学报(自然科学版) 第 ４１ 卷第 １ 期(２０１８ 年)

[参考文献]

[１] 　 ＢＡＮＤＬＥ ＣꎬＢＲＵＮＮＥＲ Ｈ. Ｂｌｏｗ￣ｕｐ ｉｎ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ[Ｊ] . Ｊ Ｃｏｍｐｕｔ Ａｐｐｌ Ｍａｔｈꎬ１９９８(９７):３－２２.
[２] ＳＭＯＬＬＥＲ Ｊ. Ｓｈｏｃｋ ｗａｖｅｓ ａｎｄ ｒｅａｃｔｉｏｎ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ[Ｍ] . ＢｅｒｌｉｎꎬＨｅｉｄｅｂｅｒｇ:Ｓｐｒｉｎｇｅｒ￣Ｖｅｒｌａｇꎬ１９８３.
[３] ＢＡＬＬ Ｊ Ｍ. Ｒｅｍａｒｋｓ ｏｎ ｂｌｏｗ ｕｐ ａｎｄ ｎｏｎｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｔｈｅｏｒｅｍｓ ｆｏｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ[Ｊ] . Ｑ Ｊ Ｍａｔｈ Ｏｘｆｏｒｄꎬ１９９７(２８):

４７３－４８６.
[４] ＣＡＦＦＡＲＲＥＬＬＩ Ｌ ＡꎬＦＲＩＥＤＭＡＮ Ａ. Ｂｌｏｗ￣ｕｐ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｈｅａｔ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ[ Ｊ] . Ｊ Ｍａｔｈ Ａｎａｌ Ａｐｐｌꎬ１９８８(１２９):

４０９－４１９.
[５] ＤＩＮＧ Ｊ Ｔ. Ｂｌｏｗ￣ｕｐ ｏｆ ｇｌｏｂａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｒｅａｃｔｉｏｎ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ Ｎｅｕｍａｎｎ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ[ Ｊ] .

Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ａｎａｌｙｓｉｓ ＴＭＡꎬ２００８(６８):５０７－５１４.
[６] ＥＷＩＮＧ Ｒ Ｅ. Ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ ｆｏｒ ｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｔｒａｎｓｐｏｒｔ ｉｎ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉａ[Ｊ] . Ｄｅｖｅｋｏｐｍｅｎｔｓ ｉｎ ｗａｔｅｒ ｓｃｉｅｎｃｅꎬ

ｅｌｓｅｖｉｅｒꎬ１９８８(３６):２７－３４.
[７] ＯＬＭＳＴＥＡＤ Ｗ ＥꎬＨＡＮＤＥＬＳＭＡＮ Ｒ Ａ. Ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｉｎ ｓｅｍｉ￣ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｒｅｇｉｏｎ ｗｉｔｈ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ[Ｊ] . ＳＩＡＭ ｒｅｖｉｅｗꎬ

１９９６(１８):２７５－２９１.
[８] ＰＡＯ Ｃ Ｖ. Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐａｒａｂｏｌｉｃ ａｎｄ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ[Ｍ] . Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ:Ｐｌｅｎｕｍꎬ１９９２.
[９] ＧＡＬＡＫＴＩＯＮＯＶ Ｖ ＡꎬＫＵＲＤＹＵＭＯＶ Ｓ ＰꎬＭＩＫＨＡＩＬＯＶ Ａ Ｐꎬ ｅｔ ａｌ. Ｕｎｂｏｕｎｄｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｕｃｈｙ ｐｒｏｂｌｅｍ ｆｏｒ ｔｈｅ

ｐａｒａｂｏｌｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ[Ｊ] . Ｓｏｖｉｅｔ ｐｈｙｓｉｃｓ ｄｏｋｌａｄｙꎬ１９８０(２５):４５８－４５９.
[１０] 贺五洲ꎬ戴遗山. 求解零航速水动力的简单 Ｇｒｅｅｎ 函数方法[Ｊ] . 水动力研究与进展ꎬ１９９２(４):４４９－４５６.
[１１] ＡＭＡＮＮ Ｈ. Ｐａｒａｂｏｌｉｃ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ[Ｊ] . Ｊ Ｄｉｆｆ Ｅｑｕａꎬ１９８８(７２):２０１－２６９.
[１２] 叶其孝ꎬ李正元. 反应扩散方程引论[Ｍ] . 北京:科学出版社ꎬ１９９４.

[责任编辑:陆炳新]

(上接第 ８ 页)

[９] ＷＥＹＬ Ｈ. Ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｔｗｏ ｋｉｎｄｓ ｏｆ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｏｆ ａ ｌｉｎｅａｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ[Ｊ] . Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎａｔｉｏｎａｌ ａｃａｄｅｍｙ
ｏｆ ｓｃｉｅｎｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｕｎｉｔｅｄ Ｓｔａｔｅｓ ｏｆ Ａｍｅｒｉｃａꎬ１９４９ꎬ３５(７):４０８.

[１０] ＢＡＬＬ Ｊ Ｍ. Ｃｏｎｖｅｘｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｔｈｅｏｒｅｍｓ ｉｎ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ[Ｊ] . Ａｒｃｈｉｖｅ ｆｏｒ ｒａｔｉｏｎａｌ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ ａｎａｌｙｓｉｓꎬ
１９７６ꎬ６３(４):３３７－４０３.

[１１] ＣＩＡＲＬＥＴ Ｐ Ｇ. Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ. Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ[Ｍ] . Ａｍｓｔｅｒｄａｎ:Ｎｏｒｔｈ￣Ｈｏｌｌａｎｄ Ｐｕｂｌｉｓｈｉｎｇ Ｃｏｍｐａｎｙꎬ
１９８８:１９９－２６５.

[１２] ＹＡＮＧ Ｘ ＤꎬＤＩＡＯ Ｚ ＧꎬＬＩＵ Ｓ Ｈ. Ｓｏｍｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ ｆｏｒ ｓｕｍ ｏｆ Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ ｍａｔｒｉｃｅｓ[Ｊ] . Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ ａｐｐｌｌｃａｔｅꎬ２０１５ꎬ２８(３):
４７５－４８０.

[１３] 王伯英ꎬ张福振. 矩阵乘积的特征值和奇异值的不等式[Ｊ] . 北京师范大学学报(自然科学版)ꎬ１９８７(３):１－４.
[１４] 陈道琦. 关于半正定 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵乘积迹的一个不等式[Ｊ] . 数学学报ꎬ１９８８ꎬ３１(２):５６５－５６９.
[１５] ＷＡＮＧ Ｂ ＹꎬＸＩ Ｂ ＹꎬＺＨＡＮＧ Ｆ. Ｓｏｍｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ ｆｏｒ ｓｕｍ ａｎｄ ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｆ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｅｍｉｄｅｆｉｎｉｔｅ ｍａｔｒｉｃｅｓ[ Ｊ] . Ｌｉｎｅａｒ ａｌｇｅｂｒａ

ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓꎬ１９９９ꎬ２９３(１):３９－４９.

[责任编辑:陆炳新]

—６１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉


