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反应扩散模型解的爆破与避免爆破
江成顺

(武汉学院信息及传播学院ꎬ湖北 武汉 ４３０２１２)

[摘要] 　 一些动态实际应用模型ꎬ如某些反应扩散模型ꎬ在一定条件下ꎬ可能会出现解的 Ｂｌｏｗ ｕｐ(爆破)现象.
但若能得知某一时刻将会出现 Ｂｌｏｗ ｕｐ 现象ꎬ往往有某些特殊的办法来避免解发生 Ｂｌｏｗ ｕｐ. 基于此ꎬ文中首先讨

论了某些反应扩散模型的局部解的存在唯一性ꎻ然后利用构造辅助问题的方法和将偏微分方程转化为 Ｖｏｌｔｅｒｒａ
积分方程的技巧ꎬ给出了利用格林函数表示的模型局部解的解析表达式ꎬ在此基础上论证了模型解的爆破点集

的有关性质ꎬ最后研究了相应模型如何避免解发生 Ｂｌｏｗ ｕｐ 现象.
[关键词] 　 反应扩散模型ꎬ解的爆破ꎬ格林函数ꎬＶｏｌｔｅｒｒａ 积分ꎬ移动媒质ꎬ避免爆破
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许多热力学、流体力学和化学、生物学等科学工程问题的应用模型ꎬ可以用反应—扩散方程(组)或反

应—对流—扩散方程(组)的定解问题来定量定性地加以描述. 文献[１－３]及其引用文献等已系统地研究

了一些线性与非线性的反应扩散模型解的定性性质和数值模拟性质等. 特别地ꎬＢａｎｄｌｅ Ｃ 和 Ｂｒｕｎｎｅｒ Ｈ 讨

论了多维区域中反应扩散模型解发生爆破现象和研究爆破点的位置[１] .
本文试图讨论一些反应扩散模型的以下问题:
(１)反应扩散方程(组)初边值问题的局部解发生 Ｂｌｏｗ ｕｐ 现象的充分条件ꎻ
(２)反应扩散模型的解发生 Ｂｌｏｗ ｕｐ 现象的点的位置和爆破点集的类型(单点、局部或者全局)ꎻ
(３)避免反应扩散模型的解发生 Ｂｌｏｗ ｕｐ 现象的特殊方法.
为了简明起见ꎬ假设读者均已熟知下文陈述过程中所直接引用的一些相关函数空间与微分算子的定

义与记号. 此外ꎬ下文还特别假设:对于正整数 Ｎꎬ令 Ｎ维单位球内 ＢＮ ＝{ ｘ ∈ＲＮ: ｘ ＲＮ<１}ꎬ其中点向量

ｘ＝( ｒ１ꎬｒ２ꎬꎬｒＮ)ꎬ向量 ｘ 的范数为‖ｘ‖＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｒｉ ２ .定义微分算子 Ｌ１ 满足 Ｌ１ｕ＝ｕｔ－ａΔｕꎬ其中 ａ是一个
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正常数.
考虑如下反应扩散模型:

Ｌ１ｕ＝ ｆ(ｕ(ｘꎬｔ))ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈ＢＮ×Ｒ
＋ꎬ (１)

ｕ(ｘꎬ０)＝ ｕ０(ｘ)≥０ꎬ　 ｘ∈ＢＮꎬ (２)
ｕ(ｘꎬｔ)＝ ０ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈∂ＢＮ×[０ꎬ∞ ) . (３)

点向量 ｘ＝( ｒ１ꎬｒ２ꎬꎬｒＮ)∈ＢＮ 是给定的点. ｆ∈Ｃ２([０ꎬ∞ ))ꎬ ｆ(０) >０ꎬ对所有的 ｓ>０ 有 ｆ′( ｓ) >０ꎬ

ｆ″( ｓ)≥０ꎬ并且 ∫∞
０
ｆ－１( ｓ)ｄｓ<∞ . ｕ０(ｘ)∈Ｃ２＋α(ＢＮ)(０<α<１)满足相容性条件. 该问题模拟的情形是:球形媒

质 ＢＮ 均匀并且各向同性ꎬ但是反应仅发生在某个给定点 ｘ０ . 根据 Ｓｃｈａｕｄｅｒ 估计[２－３]ꎬ若对某个 ０<Ｔ<∞有:
(１) ｌｉｍ

ｔ→Ｔ－
ｓｕｐｘ∈Ｄ ｜ ｕ(ｘꎬｔ) ｜ ＝∞或者(２) ｌｉｍ

ｔ→Ｔ－
ｓｕｐｘ∈Ｄ ｜∇ｕ(ｘꎬｔ) ｜ ＝∞成立ꎬ则整体解(或全局解)将不存在ꎬ也称

解发生“发生 Ｂｌｏｗ ｕｐ(爆破)现象” . 因为在反应扩散模型(１) －(３)中ꎬ反应项 ｆ 不依赖于梯度ꎬ所以集中

考虑情形(１) .
Ｃａｆｆａｒｒｅｌｌｉ Ｌ Ａ ＆ Ｆｒｉｅｄｍａｎ Ａ[４]和 Ｄｉｎｇ Ｊ Ｔ[５]研究了模型(１)－(３)的当 Ｎ＝ １ꎬａ ＝ １ 时特殊的热传导问

题的解的爆破现象. 对于一般形式的反应扩散模型(１)－(３)ꎬ本文将直接推广讨论和给出其解 ｕ(ｘꎬｔ)在
有限时刻 Ｔｂ 发生爆破的充分条件ꎬ还将证明:若其解爆破发生ꎬ则爆破点集是整个球形媒质.

进一步ꎬ可以断言:如果有限媒质能够以某种方式在一个足够广阔的特殊空间中运动ꎬ那么爆破可以

避免. 该空间之所以特殊ꎬ是因为其中充满了相对较冷的反应扩散媒质ꎬ这种媒质在性质上与球形媒质差

异甚大ꎬ以至于后者被视为空间中的唯一集中热源. 再定义 Ｌ２ ｕ^＝ ｕ^ｔ－Δｕ^ꎬ考虑如下广义反应扩散模型:

Ｌ２ ｕ^＝ δＮ(ｘ－ｘ０( ｔ)) ｆ( ｕ^(ｘ０( ｔ)ꎬｔ))ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈ＲＮ×Ｒ＋ꎬ (４)

ｕ^(ｘꎬ０)＝ ｕ^０(ｘ)≥０ꎬ　 ｘ∈ＲＮꎬ (５)
当

‖ｘ‖ＲＮ→∞时 ｕ^(ｘꎬｔ)→０ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ∞ )ꎬ (６)
ｘ０( ｔ)＝ ０ꎬｘ′０( ｔ)＝ ０ꎬｘ″０( ｔ)≥０ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ∞ )ꎬ (７)

式中ꎬｕ^０(ｘ)连续ꎬ并且当‖ｘ‖ＲＮ→∞时ꎬｕ^０(ｘ)→０. 本模型中ꎬ有限媒质被视为无限空间中的一个点ꎬ并用

反应点 ｘ０ 代替ꎬ假设其初始位置是原点. ｔ∈[０ꎬ∞ )意即观察者从时刻 Ｔｏｂｓ(<Ｔｂ)开始移动媒质并重新计

时. δＮ 是 Ｎ 维区域中的 Ｄｉｒａｃ(狄拉克)函数[２－３ꎬ６]ꎬ表示球形媒质是能源的集中处ꎬ并且把 ｘ０ 视为热源

点. ｘ０( ｔ)至少二阶可导ꎬｘ′０( ｔ)和 ｘ″０( ｔ)分别代表媒质的速度和加速度. 因为考虑的是无界区域ꎬ所以此处

Ｌ２ 代表着扩散系数可以是任意正常数的一类算子.
当 Ｎ＝ １ 时ꎬ运用将偏微分方程转化成 Ｖｏｌｔｅｒｒａ 积分方程的技巧ꎬＯｌｍｓｔｅａｄ Ｗ Ｅ 等人揭示了问题(４)－

(７)中解的存在时间和 ｘ′０( ｔ)之间的关系[７] . 作者在下文中将其部分结论推广至任意有限维的情形ꎬ并证

明:如果 ｘ０( ｔ)满足一定条件ꎬ那么被预言在时刻 Ｔｂ 发生的爆破可以被避免.

１　 爆破发生的充分条件

首先要说明问题(１)－(３)在某个小的时间范围内必定存在唯一局部古典解.
引理 １　 设 ０<Ｔ≤∞ ꎬΩＴ ＝ＢＮ×(０ꎬＴ)ꎬＦ(ｘꎬｔ)在 ΩＴ 内非负有界. 若 ｕ(ｘꎬｔ)是问题(１)－(３)的局部古

典解ꎬ且满足:
Ｌ１ｕ≥Ｆ(ｘꎬｔ)ｕ(ｘ０ꎬｔ)ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈ΩＴꎬ (８)
ｕ(ｘꎬ０)≥０ꎬ　 ｘ∈ＢＮꎬ (９)
ｕ(ｘꎬｔ)＝ ０ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈∂ＢＮ×[０ꎬＴ)ꎬ (１０)

则在 ＢＮ×[０ꎬＴ)内 ｕ(ｘꎬｔ)≥０.
证　 设 η是正常数ꎬ且

ｕ(ｘꎬｔ)＝ ｕ(ｘꎬｔ)＋ηｅｂｔꎬ (１１)
式中ꎬｂ是常数ꎬ要求它满足

ｂ>ｍａｘ
ΩＴ
Ｆ(ｘꎬｔ) . (１２)
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显然ꎬ当(ｘꎬｔ)∈(∂ＢＮ×[０ꎬＴ))∪(ＢＮ×{０})时 ｕ(ｘꎬｔ)>０ꎬ且

Ｌ１ｕ－Ｆ(ｘꎬｔ)ｕ(ｘ０ꎬｔ)≥ｂηｅｂｔ－Ｆ(ｘꎬｔ)ηｅｂｔ>０ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈ΩＴ . (１３)

假设在 ΩＴ 内某处ｕ(ｘꎬｔ)≤０ꎬ则集合{ｔ∈(０ꎬＴ):对某个 ｘ∈ＢＮꎬｕ(ｘꎬｔ)≤０}非空. 将该集合的下确界记

为ｔꎬ则ｔ>０ꎬ并且对所有 ｘ∈ＢＮ 有ｕ(ｘꎬｔ)≥０. 另外ꎬ存在某个 ｘ∗使得ｕ(ｘ∗ꎬｔ)＝ ０ꎬｕｔ(ｘ∗ꎬｔ)≤０. ｕ(ｘꎬｔ)在 ｘ１

处取得最小值ꎬ故 Δｕ(ｘ∗ꎬｔ)≥０. 因此

０≥ｕｔ(ｘ１ꎬｔ)≥ｕｔ(ｘ１ꎬｔ)－ａΔｕ(ｘ１ꎬｔ)≥Ｌ１ｕ(ｘ１ꎬｔ)－Ｆ(ｘ１ꎬｔ)ｕ(ｘ０ꎬｔ)>０ꎬ (１４)

矛盾. 所以在 ΩＴ 内 ｕ(ｘꎬｔ)>０. 再令 η→０＋ꎬ则在 ＢＮ×[０ꎬＴ)内 ｕ(ｘꎬｔ)≥０. 证毕.

定理 １　 存在某个 ｔ０<∞ ꎬ使得问题(１)－(３)有唯一非负解 ｕ∈Ｃ２＋αꎬ１＋ α２(Ωｔ０)ꎬ其中 Ωｔ０ ＝ＢＮ×(０ꎬｔ０) .
证　 考虑如下问题

Ｌ１ｕ＝ ｆ(ｕ(ｘ０ꎬｔ))ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈Ωｔ０ꎬ (１５)

ｕ(ｘꎬ０)＝ ｕ０(ｘ)≥０ꎬ　 ｘ∈ＢＮꎬ (１６)
ｕ(ｘꎬｔ)＝ ０ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈∂ＢＮ×[０ꎬｔ０)ꎬ (１７)

式中ꎬｔ０ 通过如下 ３ 个步骤选取.
第一步　 ｘ０∈ＢＮ 是一个给定的点ꎬ因此可以假设

ε<１－‖ｘ０‖２
ＲＮ (１８)

是一个待定的正常数. 定义

β＝[‖ｘ０‖２
ＲＮ－(１－ε)]

－３ ｌｎ ε
１－‖ｘ０‖２

ＲＮ
ꎬ (１９)

ｋ(ｘ)＝ (１－‖ｘ‖２
ＲＮ)ｅｘｐ{β[‖ｘ‖２

ＲＮ－(１－ε)] ３}ꎬ (２０)

ψ(ｘ)＝
１－‖ｘ‖２

ＲＮꎬ ｘ∈ＢＮ ＼ＢＮ(１－ε)ꎬ

ｋ(ｘ)ꎬ ｘ∈ＢＮ(１－ε)ꎬ
{ (２１)

式中

ＢＮ(１－ε)＝ {ｘ∈ＢＮ:‖ｘ‖２
ＲＮ<１－ε} . (２２)

验证可知:β>０ꎬψ(ｘ)∈Ｃ２(ＢＮ)ꎬ在 ＢＮ(１－ε)上 ｋ(ｘ)>０ꎬ并且 ψ(ｘ０)＝ ｋ(ｘ０)＝ ε.
第二步　 选择足够大的 ζ０ 使得

ζ０ψ(ｘ)＋ｆ(０)≥ｆ(ｕ０(ｘ))ꎬ (２３)

ζ０>
１

２Ｎａ
(１＋ｆ(０)) ｆ′( ｆ－１(１＋ｆ(０))) . (２４)

再令

０<ε<ｍｉｎ{１－‖ｘ０‖２
ＲＮꎬ

１
ζ０

} . (２５)

第三步　 采用记号 ｋ＝ｍｉｎＢＮ(ε) ｋ(ｘ)ꎬｋ＝ｍａｘＢＮ(ε) ｋ(ｘ)ꎬＭ ＝ｍａｘＢＮ(ε) ｜ Δｋ(ｘ) ｜ ꎬ假设 ζ( ｔ)是如下问题在

某一时间范围内的解

ζ′( ｔ)＝ ａＭζ( ｔ)
＋ｆ′( ｆ－１(ζ( ｔ)ｋ＋ｆ(０)))(ζ( ｔ)ε＋ｆ(０))

ｋ
ꎬ (２６)

ζ(０)＝ ζ０ . (２７)
结合式(２４)和(２５)可知ꎬ存在 ｔ０∈(０ꎬ∞ )满足

ｆ′( ｆ－１(ζ( ｔ０)ε＋ｆ(０)))≤
２Ｎａζ０
１＋ｆ(０)

<２Ｎａ ε＋ｆ(０)
ζ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

. (２８)

定义 ｈ(ｘꎬｔ)＝ ｆ－１(ζ( ｔ)ψ(ｘ)＋ｆ(０))ꎬ令 Ｊ＝ ｆ′(ｈ)(Ｌ１ｈ－ｆ(ｈ(ｘ０ꎬｔ)))ꎬ那么

Ｊ≥(ｆ(ｈ)) ｔ－ａΔ(ｆ(ｈ))－ｆ′(ｈ)ｆ(ｈ(ｘ０ꎬｔ))＝ ζ′(ｔ)ψ(ｘ)－ａζ(ｔ)Δψ(ｘ)－ｆ′(ｆ
－１(ζ(ｔ)ψ(ｘ)＋ｆ(０)))(ζ(ｔ)ψ(ｘ０)＋

ｆ(０))＝ ζ′( ｔ)ψ(ｘ)－ａζ( ｔ)Δψ(ｘ)－ｆ′( ｆ－１(ζ( ｔ)ψ(ｘ)＋ｆ(０)))(ζ( ｔ)ε＋ｆ(０)) . (２９)
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对于(ｘꎬｔ)∈ＢＮ(１－ε)×(０ꎬｔ０)ꎬ有
Ｊ≥ζ′( ｔ)ｋ－ａＭζ( ｔ)－ｆ′( ｆ－１(ζ( ｔ)ｋ＋ｆ(０)))(ζ( ｔ)ε＋ｆ(０))ꎬ (３０)

由式(２６)可知其右端的值为 ０. 对于(ｘꎬｔ)∈(ＢＮ ＼ＢＮ(１－ε))×(０ꎬｔ０)ꎬ有

Ｊ≥２Ｎａζ( ｔ)－ｆ′( ｆ－１(ζ( ｔ)ε＋ｆ(０)))(ζ( ｔ)ε＋ｆ(０))＝ ζ( ｔ) ２Ｎａ－ｆ′( ｆ－１(ζ( ｔ)ε＋ｆ(０))) ε＋ｆ(０)
ζ( ｔ)

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ≥

ζ( ｔ) ２Ｎａ－ｆ′( ｆ－１(ζ( ｔ０)ε＋ｆ(０))) ε＋
ｆ(０)
ζ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ζ( ｔ) ε＋ｆ(０)

ζ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ２Ｎａ ε＋ｆ(０)

ζ０
æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

－ｆ′( ｆ－１(ζ( ｔ０)ε＋ｆ(０)))
é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ

(３１)
由式(２８)可知上式右端的值为正. 于是ꎬ在 Ωｔ０内 Ｊ≥０. 因为在 Ωｔ０内 ｆ′(ｈ)>０ꎬ所以

Ｌ１ｈ－ｆ(ｈ(ｘ０ꎬｔ))≥０ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈Ωｔ０ꎬ (３２)
另外ꎬ

ｈ(ｘꎬ０)＝ ｆ－１(ζ０ψ(ｘ)＋ｆ(０))≥ｆ
－１( ｆ(ｕ０(ｘ)))＝ ｕ０(ｘ)ꎬ　 ｘ∈ＢＮꎬ (３３)

ｈ(ｘꎬｔ)＝ ｆ－１(ζ( ｔ)０＋ｆ(０))＝ ０ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈∂ＢＮ×[０ꎬｔ０)ꎬ (３４)
这表明:ｈ(ｘꎬｔ)是问题(１)－(３)的满足式(１５)－(１７)的一个上解.

可以断言:存在问题(１)－(３)满足(１５)－(１７)的唯一非负解 ｕ∈Ｃ２＋αꎬ１＋ α２(Ωｔ０)ꎬ其中引理 １ 被用于保证

解的唯一性. 因此ꎬ问题(１)－(３)有唯一的非负解 ｕ∈Ｃ２＋αꎬ１＋ α２(Ωｔ０) . 证毕.

推论 １[８] 　 假设 Ｔ是使得定理 １ 成立的 ｔ０ 的上确界ꎬ则问题(１)－(３)有唯一非负解 ｕ∈Ｃ２ꎬ１(ＢＮ×[０ꎬ
Ｔ)) . 若 Ｔ<∞ ꎬ则 ｕ(ｘ０ꎬｔ)在[０ꎬＴ)上是无界的ꎬ即反应点 ｘ ＝ ( ｒ０１ꎬｒ０２ꎬꎬｒ０Ｎ)是一个爆破点ꎬ并且爆破时刻

Ｔｂ ＝Ｔ.
定理 ２　 若 ｕ０(ｘ)在 ｘ０ 的一个邻域内充分大ꎬ则问题(１)－(３)的解将会在有限时刻爆破.
证　 对于一个正常数 μ<１－‖ｘ０‖ＲＮꎬ定义

ＢＮ(ｘ０ꎬμ)＝ {ｘ∈ＢＮ:‖ｘ－ｘ０‖ＲＮ<μ}ꎬ (３５)
可以在 ＢＮ(ｘ０ꎬμ)上定义一个中心对称的非负函数 ｕ∗０ (ｘ)ꎬ使它在 ｘ＝ｘ０ 处取最大值.
考虑如下问题

Ｌ１ｕ∗ ＝ ｆ(ｕ∗(ｘꎬｔ))ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈ＢＮ(ｘ０ꎬμ)×(０ꎬＴ)ꎬ (３６)
ｕ∗(ｘꎬ０)＝ ｕ∗０ (ｘ)ꎬ　 ｘ∈ＢＮ(ｘ０ꎬμ)ꎬ (３７)
ｕ∗(ｘꎬｔ)＝ ０ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈∂ＢＮ(ｘ０ꎬμ)×[０ꎬＴ) . (３８)

根据 ｕ∗０ (ｘ)在 ＢＮ(ｘ０ꎬμ)上的性质ꎬ问题(３６)－(３８)的解必定在 ｘ０ 处达到最大值[９] . 从而

Ｌ１ｕ∗ ＝ ｆ(ｕ∗(ｘꎬｔ))≤ｆ(ｕ∗(ｘ０ꎬｔ)) . (３９)
设 λ１ 是如下问题的特征值

Δφ(ｘ)＋λφ(ｘ)＝ ０ꎬ　 ｘ∈ＢＮ(ｘ０ꎬμ)ꎬ (４０)
φ(ｘ)＝ ０ꎬ　 ｘ∈∂ＢＮ(ｘ０ꎬμ) . (４１)

根据 ∫∞
０
ｆ－１(Ｓ)ｄｘ<∞ ꎬ断言 ｌｉｍ

Ｓ→∞

ｆ(Ｓ)
Ｓ

＝∞ . 因此ꎬ存在正常数 ｋ１>０ꎬ使得当 ｘ>ｋ１ 时

ｆ(Ｓ)
Ｓ

≥ｍａｘ ２ａλ１ꎬ
２ａＮ
μ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ . (４２)

可以选择一个足够大的常数 ｋ２≥ｋ１ / μ２ꎬ使其对任意 ｘ∈ＢＮ(ｘ０ꎬμ)满足

ｗ０(ｘ)≜ｋ２[‖ｘ‖ＲＮ－(‖ｘ０‖ＲＮ－μ)][(‖ｘ０‖ＲＮ＋μ)－‖ｘ‖ＲＮ]≥ｕ∗０ (ｘ) . (４３)
再考虑问题

Ｌ１ｗ＝ ｆ(ｗ(ｘ０ꎬｔ))ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈ＢＮ(ｘ０ꎬμ)×(０ꎬＴ)ꎬ (４４)
ｗ(ｘꎬ０)＝ ｗ０(ｘ)ꎬ　 ｘ∈ＢＮ(ｘ０ꎬμ)ꎬ (４５)
ｗ(ｘꎬｔ)＝ ０ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈∂ＢＮ(ｘ０ꎬμ)×[０ꎬＴ) . (４６)

由式(４２)和(４３)可知:ａΔｗ０＋ｆ(ｗ０(ｘ０))≥－２ａＮｋ２＋
２ａＮ
μ２
ｋ２μ２ ＝ ０. 不难验证 ｗ０(ｘ)和零函数构成了问

—２１—





江成顺:反应扩散模型解的爆破与避免爆破

题(４４)－(４６)的一对上下解ꎬ所以该问题在 ＢＮ(ｘ０ꎬμ)×[０ꎬＴ)内存在唯一的非负解 ｗ(ｘꎬｔ) . 根据式(３９)、
式(４３)以及引理 １ꎬ在 ＢＮ(ｘ０ꎬμ)×[０ꎬＴ)内必定有 ｗ(ｘꎬｔ)≥ｕ∗(ｘꎬｔ) . 选择 ｕ０(ｘ)ꎬ使其在 ＢＮ(ｘ０ꎬμ)上不
小于 ｗ０(ｘ)ꎬ那么由引理 １ 和定理 １ 可知 ｕ(ｘꎬｔ)≥ｗ(ｘꎬｔ) .

由式(４２)可得

∫∞
ｋ１

( ｆ(Ｓ)－ａλ１Ｓ)
－１ｄＳ<∞ . (４７)

将文献[９]中的结论推广到多维情形没有本质困难ꎬ所以ꎬ对问题(３６) －(３８)而言ꎬ根据式(４７)可以

推断:若 ｕ∗０ (ｘ)充分大ꎬ则 ｕ∗(ｘꎬｔ)将会在 ｘ０ 处发生有限时刻爆破. 因此ꎬ只要 ｗ０(ｘ)在 ＢＮ(ｘ０ꎬμ)上充分
大ꎬ问题(４４)－(４６)的解就会在 ｘ０ 处发生有限时刻爆破. 进而ꎬ如果 ｕ０(ｘ)在 ｘ０ 的一个邻域内充分大ꎬ那
么问题(１)－(３)的解将会在 ｘ０ 处发生有限时刻爆破. 证毕.

２　 反应扩散模型爆破点集的讨论

在上节中已经知道问题(１)－(３)在何时有唯一非负解 ｕ∈Ｃ２ꎬ１(ＢＮ×[０ꎬＴ)) . 事实上ꎬ存在格林函数

Ｇ１ 使得

ｕ(ｘꎬｔ)＝ ∫
ＢＮ
Ｇ１(ｘꎬξꎬｔ)ｕ０(ξ)ｄξ＋ ∫ｔ

０
∫
ＢＮ
Ｇ１(ｘꎬξꎬｔ－ ) ｆ(ｕ(ｘ０ꎬ ))ｄξｄ ꎬ　 ｔ<Ｔ. (４８)

文献[１０]中给出了当 Ｎ＝ １ꎬａ＝ １ 时这种格林函数的具体形式ꎬ根据其推导过程不难得到 Ｇ１ 的一般

形式:

Ｇ１(ｘꎬξꎬｔ－ )＝ ∑
∞

ｉ ＝ １
φｉ(ｘ)φｉ(ξ)ｅ

－ａλｉ( ｔ－ )ꎬ (４９)

式中ꎬλ ｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ)是如下问题的特征值
Δφ(ｘ)＋λφ(ｘ)＝ ０ꎬ　 ｘ∈ＢＮꎬ (５０)
φ(ｘ)＝ ０ꎬ　 ｘ∈∂ＢＮꎬ (５１)

φｉ(ｘ)是其相应的特征函数. 根据文献[１１]中的证明ꎬ可以得到如下引理:
引理 ２[１１] 　 对于任意给定的 ｘ∈ＢＮ 和任意有限时刻 Ｔꎬ存在有限正数 Ｃ１(ｘꎬＴ)和 Ｃ２(Ｔ)使得

Ｃ１(ｘꎬＴ)< ∫
ＢＮ
Ｇ１(ｘꎬξꎬｔ)ｄξꎬ　 ０≤ｔ≤Ｔꎬ　 　 (５２)

∫
ＢＮ
Ｇ１(ｘ０ꎬξꎬｔ)ｄξ<Ｃ２(Ｔ)ꎬ　 ０≤ｔ≤Ｔ. (５３)

定理 ３　 如果问题(１)－(３)的解在有限时刻 Ｔｂ 爆破ꎬ那么爆破点集是 ＢＮ .
证　 根据定理 １ 和推论 １ 可知ꎬ如果 ｕ(ｘꎬｔ)在有限时刻爆破ꎬ则 ｕ 至少会在 ｘ０ 处爆破. 由式(４８)和

(５３)推出对于 ｔ<Ｔｂ 有

ｕ(ｘ０ꎬｔ)＝ ∫
ＢＮ
Ｇ１(ｘ０ꎬξꎬｔ)ｕ０(ξ)ｄξ＋ ∫ｔ

０
∫
ＢＮ
Ｇ１(ｘ０ꎬξꎬｔ－ ) ｆ(ｕ(ｘ０ꎬ ))ｄξｄ ≤

Ｃ２(Ｔｂ)ｍａｘｘ∈ＢＮｕ０(ｘ)＋Ｃ２(Ｔｂ) ∫ｔ
０
ｆ(ｕ(ｘ０ꎬｔ－ ))ｄ . (５４)

因为当 ｔ→Ｔｂ 时ꎬｕ(ｘ０ꎬｔ)→∞ ꎬ故 ∫Ｔｂ
０
ｆ(ｕ(ｘ０ꎬＴｂ－ ))ｄ ＝∞ .

另一方面ꎬ对任意的(ｘꎬｔ)∈ＢＮ×[０ꎬＴｂ)ꎬ根据式(４８)和(５２)有

ｕ(ｘꎬｔ)≥ ∫
ＢＮ
Ｇ１(ｘꎬξꎬｔ)ｕ０(ξ)ｄξ＋Ｃ１(ｘꎬＴｂ) ∫ｔ

０
ｆ(ｕ(ｘ０ꎬｔ－ ))ｄ ≥

Ｃ１(ｘꎬＴｂ) ∫ｔ
０
ｆ(ｕ(ｘ０ꎬｔ－ ))ｄ ꎬ (５５)

当 ｔ→Ｔｂ 时ꎬ上式右端趋于无穷大. 对任意 ｘ∈∂ＢＮꎬ存在序列{(ｘｎꎬｔｎ)}⊂ＢＮ×(０ꎬＴｂ)ꎬ使得当 ｎ→∞
时(ｘｎꎬｔｎ)→(ｘꎬＴｂ)ꎬ并且 ｌｉｍ

ｎ→∞
ｕ(ｘｎꎬｔｎ)→∞ . 所以爆破点集是 ＢＮ . 证毕.

３　 避免解发生爆破的条件

为了将问题(４)－(７)转化成等价的 Ｖｏｌｔｅｒｒａ 积分方程来考察ꎬ本节使用格林函数

—３１—





南京师大学报(自然科学版) 第 ４１ 卷第 １ 期(２０１８ 年)

Ｇ２(ｘꎬξꎬｔ－ )＝ Ｈ( ｔ－ )
[２ π( ｔ－ ) ] Ｎ

ｅｘｐ[－
‖ｘ－ξ‖２

ＲＮ

４( ｔ－ )
]ꎬ (５６)

式中ꎬＨ是 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 函数ꎬ并且要求 ｔ> ≥０. 因此ꎬ问题(４)－(７)的解可以表示如下

ｕ^(ｘꎬｔ)＝ ∫ｔ
０
∫
ＲＮ
Ｇ２(ｘꎬξꎬｔ－ )δＮ[ξ－ｘ０( )] ｆ( ｕ^(ｘ０( )ꎬ ))ｄξｄ ＋

∫
ＲＮ
Ｇ２(ｘꎬξꎬｔ) ｕ^０(ξ)ｄξꎬ　 ｘ∈ＲＮꎬｔ>０. (５７)

因为点 ｘ０ 代表原球形媒质ꎬ所以集中考察下式

ｕ^(ｘ０( ｔ)ꎬｔ)＝ ∫ｔ
０
ｋ( ｔꎬ ) ｆ( ｕ^(ｘ０( )ꎬ ))ｄ ＋ｈ( ｔ)ꎬ　 ｔ>０ꎬ (５８)

式中

ｋ( ｔꎬ )≜ １
[２ π( ｔ－ ) ] Ｎ

ｅｘｐ[－
‖ｘ０( ｔ)－ｘ０( )‖２

ＲＮ

４( ｔ－ )
]ꎬ　 ｔ> ≥０ꎬ (５９)

ｈ( ｔ)≜ １
(２ πｔ ) Ｎ

∫
ＲＮ

ｅｘｐ[－
‖ｘ０( ｔ)－ξ‖２

ＲＮ

４ｔ
] ｕ^０(ξ)ｄξꎬ　 ｔ>０. (６０)

结合 ｕ^０(ｘ)的性质可知:ｈ( ｔ)在(０ꎬ∞ )内非负、连续并且有界. 不妨假设 ｈ≤ｈ<∞ .
为表述方便ꎬ对 ｔ>０ 令

ｖ( ｔ)＝ ｕ^(ｘ０( ｔ)ꎬｔ)－ｈ( ｔ)ꎬ (６１)
根据式(５８)有 Ｖｏｌｔｅｒｒａ 积分方程

ｖ( ｔ)＝ Ｐｖ( ｔ)≜ ∫ｔ
０
ｋ( ｔꎬ ) ｆ(ｖ( )＋ｈ( ))ｄ ꎬ　 ｔ>０. (６２)

为了度量有限媒质的散热能力ꎬ定义如下指标

Ｉ( ｔ)＝ ∫ｔ
０
ｋ( ｔꎬ )ｄ ꎬ　 ｔ>０. (６３)

定理 ４　 若存在 ｔ∈(０ꎬ∞ )满足

Ｉ( ｔ)＝ Λ≜ ｍａｘ
０≤ｘ<∞

Ｓ
ｆ(Ｓ＋ｈ)

ꎬ (６４)

取 ｔ∗ ＝ｉｎｆ{ｔ∈(０ꎬ∞ ):Ｉ(ｔ)＝ Λ} . 否则ꎬ令 ｔ∗ ＝∞ . 进而可知算子方程(６２)对 ｔ∈(０ꎬｔ∗)有一个连续解.
证　 假设 ｔ１ 和 Ｍ是待定的正常数. 考虑如下的空间

ＳＭꎬｔ１≜{ｖ( ｔ)∈Ｃ((０ꎬｔ１]):０≤ｖ( ｔ)≤Ｍ<∞ }ꎬ (６５)
在上确界模的意义下这是一个 Ｂａｎａｃｈ 空间. 由压缩映射定理[１２]ꎬ如果积分算子 Ｐ 满足下面两个条

件ꎬ那么它在 ＳＭꎬｔ１内有唯一不动点.
(１)ＰＳＭꎬｔ１⊂ＳＭꎬｔ１ꎻ
(２)ｓｕｐ０<ｔ≤ｔ１ ｜Ｐｖ１－Ｐｖ２ ｜≤ｃｓｕｐ０<ｔ≤ｔ１ ｜ ｖ１( ｔ)－ｖ２( ｔ) ｜ ꎬ其中 ｃ<１ 是一个正常数.
能保证(１)成立的一个充分条件是

ｆ(Ｍ＋ｈ) ｓｕｐ
０<ｔ≤ｔ１
Ｉ( ｔ)≤Ｍ. (６６)

能保证(２)成立的一个充分条件是

ｆ′(Ｍ＋ｈ) ｓｕｐ
０<ｔ≤ｔ１
Ｉ( ｔ)<１. (６７)

为了同时满足式(６６)和(６７)ꎬ只需要下式成立

ｓｕｐ
０<ｔ≤ｔ１
Ｉ( ｔ)< Ｍ

ｆ(Ｍ＋ｈ)
＝ １
ｆ′(Ｍ＋ｈ)

. (６８)

为了使式(６８)中的等式成立ꎬ可以通过优化计算来确定 Ｍ:
Ｍ

ｆ(Ｍ＋ｈ)
＝ ｍａｘ

０≤ｘ<∞

Ｓ
ｆ(Ｓ＋ｈ)

. (６９)

存在充分小的正数 δ使得 Ｉ′( ｔ)在区域(０ꎬδ)内恒为正ꎬ所以ꎬ如果存在 ｔ>０ 满足式(６４)ꎬ
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江成顺:反应扩散模型解的爆破与避免爆破

则这样的 ｔ的下确界 ｔ∗必定也是满足式(６４)的正数. 并且式(６８)中的不等式对于所有的 ｔ１∈(０ꎬｔ∗)
都成立. 证毕.

如下推论是容易验证的.
推论 ２　 假设当 ０≤ <ｔ<∞时ꎬｋ( ｔꎬ )≤ｋ( ｔꎬ )ꎬ其中 ｋ( ｔꎬ )对 ０≤ <ｔ 连续ꎬ并且当 →ｔ 时可积. 若

用 Ｉ( ｔ)取代 Ｉ( ｔ)ꎬ则定理 １ 仍成立ꎬ其中

Ｉ( ｔ)≜ ∫ｔ
０
ｋ( ｔꎬ )ｄ ꎬ　 ０<ｔ<∞ . (７０)

定理 ５　 假设球形媒质在 Ｎ维空间中沿直线运动ꎬ并且存在正常数 ｖ∗使得

∫Ｔｂ
０
ｘ″０( )ｄ 

ＲＮ
> ｖ∗ . (７１)

若 ｖ∗充分大ꎬ则问题(４)－(７)对所有 ｔ≥Ｔｂ 有连续解ꎬ这就意味着问题(１)－(３)的解不会在时刻 Ｔｂ
爆破.

证　 首先证明:若存在正常数 ｖ∗使得

‖ｘ′０( ｔ)‖ＲＮ≥ｖ∗ꎬ　 ０<ｔ<∞ . (７２)
并且 ｖ∗充分大ꎬ则方程(５９)对所有 ｔ>０ 有连续解. 事实上ꎬ对任意 ｔ>０ꎬ采用记号

ｘ０( ｔ)＝ (ｘ(１)( ｔ)ꎬꎬｘ(Ｎ)( ｔ))ꎬ　 ｉ＝ １ꎬꎬＮꎬ (７３)
式中ꎬｘ( ｉ)( ｔ)≥０. 若 Ｎ>０ꎬ则不妨假设 ｘ(１)( ｔ)不恒为零. 根据微分中值定理可知

ｘ( ｉ)( ｔ)－ｘ( ｉ)( )＝ ｘ′( ｉ)( ( ｉ))( ｔ－ )ꎬ　  ≤ ( ｉ)≤ｔ. (７４)
在球形媒质沿直线运动的假设之下可断言存在非负常数 ｃｉ 使得

ｘ′( ｉ)( ( ｉ))＝ ｃｉｘ′(１)( (１))ꎬ　 ｉ＝ ２ꎬ３ꎬꎬＮ. (７５)
由此推出

‖ｘ０( ｔ)－ｘ０( )‖２
ＲＮ ＝Ｃ‖ｘ′０( (１))‖

２
ＲＮ( ｔ－ ) ２ꎬ (７６)

式中ꎬＣ＝ １＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ２
ｃ２ｉ . 显然ꎬ若旋转坐标系使直线运动沿着坐标轴 ｘ(１)进行ꎬ则式(７６)中的 Ｃ ＝ １. 此时ꎬ在式

(５９)中取 Ｎ＝ １ꎬ再根据式(７２)和(７６)可得

ｋ( ｔꎬ )≤ｋ( ｔꎬ )≜ １
２ π( ｔ－ )

ｅｘｐ[－(ｖ
∗) ２( ｔ－ )

４
]ꎬ　 ｔ> . (７７)

由定理 ４ 和推论 ２ꎬ如果

Ｉ( ｔ)≜ ∫ｔ
０
ｋ( ｔꎬ )ｄ <Λꎬ　 ０<ｔ<∞ ꎬ (７８)

则方程(６２)对 ｔ>０ 有连续解. 显然ꎬ

∫ｔ
０
ｋ( ｔꎬ )ｄ ＝ １

ｖ∗
ｅｒｆ ｖ

∗ ｔꎬ１ / ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ . (７９)

因此ꎬ如果

１
ｖ∗

ｅｒｆ ｖ
∗ ｔꎬ１ / ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ <Λꎬ　 ０<ｔ<∞ ꎬ (８０)

则式(７８)成立. 因为 ｅｒｆ 是一个概率分布函数ꎬ故一定存在充分大的 ｖ∗使(８０)成立.
下面假定ꎬ对某个 ΔＴ∈(０ꎬＴｂ)ꎬ有

∫Ｔｂ－ΔＴ
０

ｘ″０( )ｄ 
ＲＮ

≥ ｖ∗ꎬ (８１)

式中ꎬｖ∗足够大以使(８０)成立. 令 ｔ^ ＝ ｔ－(Ｔｂ－ΔＴ)ꎬ那么(７２)对 ０<ｔ^<∞成立. 再令 ΔＴ→０＋ꎬ则式(７１)成立就

是方程(６２)对所有 ｔ≥Ｔｂ 有连续解的一个充分条件ꎬ在此条件下ꎬ原先被预言在时刻 Ｔｂ 发生的爆破可以

避免.
注　 根据式(８０)ꎬ只要式(７１)对 ｖ∗>Λ－１成立ꎬ爆破就可以被避免.
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